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本 书 旨 在 指导 学 生 初步 掌握 数学 建 模 的 思想 和 方法 ， 共 分 两 大 部 分 : 离散 建 模 和 连续 建 
模 . 本 书 对 于 用 到 的 数学 知识 力求 深入 浅 出 ， 涉 及 的 应 用 领域 相当 广 范 ， 适 合作 为 高 等 院 校 
相关 专业 后 数学 建 模 教材 和 参考 书 ， 也 可 作为 参加 国内 外 数学 建 模 竞赛 的 指导 用 书 . 
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数学 建 模 (Mathematical Modeling) 是 用 数学 方法 解决 各 种 实际 问题 的 桥梁 ， 随 着 计算 机 

的 发 明和 计算 机 技术 的 飞速 发 展 ， 数 学 的 应 用 日 益 广 泛 ， 数 学 建 模 的 作用 越 来 越 重要 ， 而 且 
已 经 渗透 到 各 种 领域 ， 可 以 训 不 夸张 地 说 ， 数 学 和 数学 建 模 无 处 不 在 ， 甚 至 报刊 中 也 越 来 越 
多 地 出 现 数学 建 模 、 建 模 和 数学 模型 这 样 的 术语 (包括 它们 的 英文 名 称 Mathematical 
Modeling、Modeling 和 Mathematical Model) ， 它 们 正在 成 为 人 们 日 常生 活 和 语言 交流 中 常见 
的 术语 . . 
纵 观 历史 ， 任 何 成 功 的 技术 必定 会 进入 到 培养 人 才 的 教育 领域 ， 高 等 教育 更 应 该 与 时 俱 
进 ， 及 时 反映 社会 发 展 的 需要 ， 近 年 来 符号 和 模型 的 作用 已 经 成 为 数学 教育 所 关注 的 中 心 议 
题 ， 世 界 各 国 越 来 越 多 的 大 学 (甚至 中 学 ?开设 了 数学 建 模 的 必修 或 选修 课 ， 数 学 教育 界 的 一 些 
有 识 之 十 认为， 应 该 尽早 地 让 学 生 学 习 并 初步 掌握 数学 建 模 的 思想 和 方法 ， 而 且 正在 努力 身体 
力行 。 实际 上 ， 这 样 做 不 仅 有 利于 培养 学 生 解 决 实际 问题 的 能 力 和 创新 精神 ， 而 且 会 使 学 生 对 
数学 有 更 深 的 理解 ， 从 而 增强 他 们 学 好 数学 的 积极 性 和 主动 性 ， 其 结果 必然 是 大 大 增强 他 们 面 
对 21 世纪 严峻 挑战 的 竞争 力 . 

在 我 国 ， 从 上 世纪 80 年 代 初 开始 就 有 一 些 大 学 开设 数学 建 模 课程 ， 上 世纪 90 年 代 初 开始 
举办 的 全 国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 更 是 取得 了 极 大 的 成 果 ， 并 推动 了 我 国 的 数学 教育 改革 ， 我 国 
数学 教育 界 越 来 越 多 的 人 士 也 在 研究 如 何 尽早 地 让 学 生 接 触 到 数学 建 模 的 思想 和 方法 . 在 教育 
部 的 领导 下 ， 由 全 国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 组 委 会 组 织 和 实施 的 研究 课题 “将 数学 建 模 思 想 和 方 
法 融和 人 大 学 数学 主干 课程 教学 中 的 研究 与 试验 ” 正 是 这 种 努力 的 一 部 分 . 

然而 ， 要 确 有 成 效 地 实现 尽早 地 让 学 生 学 习 并 初步 掌握 数学 建 模 的 思想 和 方法 ， 必须 真正 
做 到 “以 学 生 为 中 心 、 教 师 是 关键 、 领 导 是 保证 ”， 就 教师 是 关键 而 言 ， 如 果 没 有 教师 自身 和 集 
体 的 钻研 和 实践 ， 以 及 结合 学 生 实际 情况 的 因材施教 ， 也 不 可 能 完成 上 述 任务 . 

我 们 翻译 的 这 本 书 反映 了 美国 几 位 教授 、 专家 在 传播 数学 建 模 的 思想 和 方法 方面 所 做 的 努 
力 . 该 书 的 作者 Frank R，Giordano 教授 曾 任 西点 军校 (美国 军事 学 院 United States Military 
Academy) 数 学 系 系 主 任 ， 多 年 来 一 直 是 美国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 (MCM) 的 主要 组 织 者 ， 他 是 
美国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 组 委 会 的 主任 ， 另 一 位 作者 William P. Fox 教授 是 美国 中 学 生 数 学 建 
模 竞 赛 (HiMCM， 即 由 COMAP 于 1999 年 开始 组 织 的 美国 中 学 生 数 学 知识 应 用 竞赛 ) 组 委 会 
的 主任 . 三 位 作者 在 数学 建 模 和 微 积分 的 教学 方面 富有 经 验 并 有 多 部 受到 欢迎 的 著作 . 

本 书 可 以 作为 我 国 从事 数 学 建 模 教学 的 教师 学 习 和 钻研 的 素材 . 由 于 本 书 对 于 用 到 的 数学 
知识 力求 深入 浅 出 ， 涉 及 的 应 用 领域 又 相当 广 ， 因此 也 适合 作为 高 职高 专 院 校 数学 教师 的 教学 
参考 书 和 学 生 的 课外 读物 . 

本 书 由 以 下 几 位 教授 共同 翻译 前言、 第 1、 2 章 由 叶 其 孝 翻 译 ， 第 3、4 章 由 孙 山 泽 翻 
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译 ,第 5、6 章 和 附录 A、B 由 姜 启 源 翻 译 ， 第 7、12 章 和 附录 C 由 谢 金星 翻译 ， 第 8、9 章 由 
王强 翻译 ， 第 10、11 章 由 唐 云 翻译 ， 叶 其 孝 教授 通 校 了 全 部 译文 ， 
感谢 机 械 工业 出 版 社 华章 分 社 在 引进 本 书 以 及 编辑 、 出 版 过 程 中 所 做 的 努力 . 


译 者 
， 2004 年 5 月 于 北京 
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为 及 早 向 学 生 传 授 建 模 的 知识 ， 本 教材 的 第 1 版 是 为 了 在 讲授 商业 或 工程 微 积分 基础 课程 的 
同时 或 紧 随 其 后 开设 数学 建 模 课 而 构思 设计 的 ， 在 第 2 版 中 ， 我 们 加 进 了 讨论 离散 动力 系统 、 线 
性 规划 和 数值 搜索 法 以 及 概率 建 模 等 内 容 ， 此 外 ， 我 们 扩 写 了 有 关 模 拟 的 引 论 这 一 节 ， 在 本 版 
(第 3 版 ) 中 ， 我 们 把 某 些 动力 系统 的 求解 方法 列 人 本 书 以 揭示 解 的 长 期 行为 . 我 们 在 利用 微分 方 
程 进行 建 模 这 一 章 中 加 进 了 基本 的 数值 解法 ， 本 教材 重新 组 织 为 两 大 部 分 ， 第 一 部 分 ， 离 散 建 模 
(1~8 章 )， 以 及 第 二 部 分 ， 连 续 建 模 (9 一 12 章 ). 这 种 组 织 结构 可 以 在 不 要 求 用 微 积 分 的 第 一 部 
分 的 基础 上 教授 完整 的 建 模 课程 第 二 部 分 处 理 基于 最 优化 和 微分 方程 的 连续 建 模 ， 可 以 和 大 学 
一 年 级 的 微 积分 课程 同时 讲授 . 本 教材 给 予 学 生 涉 及 建 模 过 程 中 所 有 阶段 的 机 会 . 所 附 的 新 制作 
的 光盘 ?包括 了 软件 、 额外 的 建 模 情景 和 实际 课题 ， 以 及 和 美国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 (MCM， 
Mathematical Contest in Modeling) 过 去 赛 题 的 链接 . 我 们 要 感谢 数学 及 其 应 用 联合 会 (COMAP， 
Consortium for Mathematics and its Applications) 的 Sol Garfunkel 和 职员 为 制作 光盘 所 做 的 工作 以 
及 对 本 前 言 后 面 标 题 为 “资料 的 来 源 ”一 节 中 提 及 的 建 模 活 动 的 支持 . 


目标 积 定位 

本 课程 一 直 是 学 习 数学 和 数学 在 各 领域 中 的 应 用 之 间 的 桥梁 . 本 课程 向 学 生 提 供 了 在 学 习 
数学 的 早期 就 了 解 应 用 问题 的 各 部 分 是 怎样 捏合 在 一 起 的 机 会 . 学 生 将 研究 选 自 数学 科学 、 运 
筹 学 、 工 程 、 管理 和 生命 科学 等 许多 学 术 领 域 中 常见 的 有 意义 和 实际 的 问题 . | 

本 教材 介绍 完整 的 建 模 过 程 . 学 生 有 机 会 实践 建 模 的 以 下 各 个 方面 并 能 增强 解决 问题 的 能 
力 : : 

1. 创造 性 和 经 验 模型 的 构建 : 给 定 一 种 现实 情景 ， 学 生 要 学 习 识 别 问题 、 做 出 假设 和 收 
集 数 据 、 提 出 模型 、 测 试 假设 、 必 要 时 精炼 模型 ， 在 情况 适宜 时 看 看 模型 和 数据 是 否 一 致 ， 以 
及 分 析 模 型 的 基本 数学 结构 以 评价 当 并 不 精确 地 满足 假设 时 对 结论 的 敏感 性 . 

2. 模型 分 析 : 给 定 一 个 模型 ， 学 生 要 学 会 反 向 推理 以 揭示 那些 不 一 定 是 显 式 表示 的 基本 
假设 ， 审慎 严 道 地 评估 这 些 假设 和 手头 要 处 理 的 情景 相符 合 的 程度 ， 并 估计 当 并 不 精确 地 满足 
假设 时 对 结论 的 敏感 性 . 

3. 模型 研究 : 研究 一 个 特定 的 领域 以 获得 对 某 些 行为 更 深入 的 理解 并 学 会 使 用 早已 创建 
或 公 诸 于 世 的 模型 , 

对 学 生 基 础 知识 的 要 求 和 课程 内 容 

因为 我 们 的 愿望 是 尽 可 能 早 地 在 课程 中 向 学 生 传授 建 模 的 经 验 ， 所 以 仅 在 第 9、10 和 11 
章 需 要 学 生 对 一 元 微 积 分 有 基本 了 解 . 尽管 在 建 模 过 程 的 组 成 部 分 中 也 要 教 某 些 不 熟悉 的 数学 


GD 光盘 内 容 请 登录 华章 网 站 www. hzbook. com 下 载 。 -一 编辑 注 
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概念 和 思想 ,但 重点 是 应 用 中 学 毕业 生 早已 了 解 的 数学 知识 ， 第 一 部 分 尤其 如 此 . 建 模 课程 将 
激励 学 生 去 学 习 诸 如 线性 代数 、 微 分 方程 、 最 优化 和 线性 规划 、 数 值 分 析 、 概 率 论 和 统计 那样 
的 更 高 级 的 课程 ， 这些 课程 的 作用 贯穿 全 书 都 作 了 提示 . 

此 外 ， 本 教材 中 的 情景 和 习题 不 是 作为 特定 的 数学 方法 的 应 用 而 设计 的 这些 情景 和 习题 
要 求学 生 具 有 创造 性 智慧 ， 能 运用 基本 概念 去 求 得 没有 确定 答案 的 问题 的 合理 解决 方案 ， 本 教 
材 没有 详细 讲解 某 些 数学 方法 (例如 ， 蒙 特 卡 罗 模 拟 、 曲 线 拟 合 和 量 纲 分 析 )， 因 为 它们 常常 不 
是 大 学 教材 的 正式 内 容 ， 教 师 应 该 发 现 本 教材 在 通过 习题 和 实际 课题 来 满足 学 生 的 特殊 需要 方 
面 有 很 大 的 灵活 性 ， 我 们 用 本 书 既 教 过 本 科 生 的 课程 也 教 过 研究 生 的 课程 ， 甚 至 用 作 教师 讨论 
班 的 基本 内 容 . 

本 教材 的 内 容 组 织 

借助 于 图 1 能 最 好 地 了 解 本 教材 的 内 容 组 织 ， 前 八 章 组 成 第 一 部 分 ， 只 要 求 预 微 积 分 
《precalculus)” 课程 的 数学 知识 作为 必须 的 预备 知识 .我 们 从 应 用 简单 的 有 限 差分 方程 对 变化 


好 网 分 析 和 
模拟 模型 


@ 
通过 描述 所 观察 
到 的 数据 来 建 模 


@ 


建 模 过 程 、 比 例 


性 和 几何 相似 性 


上 用 微分 方程 建 模 | “| 用 微分 方程 组 建 模 | 一 | ”连续 优化 建 模 


* 第 二 部 分 要 求 一 元 微 积分 作为 并 修 课 程 . 
| 图 1 各 章 内 容 组 织 和 讲授 次 序 
OO 在 美国 许多 学 校 开设 预 微 积 分 (precalculus) 课 程 ， 作 为 正式 选修 微 积分 课程 前 的 必修 课 。_-- 译 者 注 
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进行 建 模 的 思想 开始 ， 对 学 生来 说 ， 这 种 方法 是 相当 直观 的 ， 而 且 为 我 们 提供 了 若干 模型 来 继 
续 支 持 第 2 章 对 建 模 过 程 的 讨论 ， 我 们 在 第 2 章 中 对 模型 进行 分 类 、 分 析 建 模 过 程 以 及 构建 在 
后 两 章 中 要 再 讨论 的 若干 比例 模型 或 子 模型 .第 3 章 向 学 生 讲述 用 特殊 类 型 的 曲线 去 拟 合 所 收 
集 数 据 集 的 三 个 准则 . 第 4 章 讲述 怎样 抓 住所 收集 数据 集 的 趋势 的 问题 . 在 这 种 经 验 模型 的 构 
建 过 程 中 ， 我 们 从 用 简单 的 单项 模型 去 近似 地 拟 合 所 收集 数据 集 开 始 ， 并 逐渐 地 过 渡 到 更 为 复 
杂 的 播 值 模型 ， 包 括 多 项 式 光 滑 模 型 和 三 次 样 条 模型 ， 第 5 章 讨 论 了 模拟 模型 ， 用 一 个 经 验 模 
型 来 拟 合 某 些 收集 到 的 数据 ， 然 后 用 Monte Carlo( 蒙 特 卡 罗 ) 模 拟 来 复制 正在 考察 的 行为 ， 这 
种 表述 方式 最 终 促进 了 对 概率 和 统计 的 学 习 . 

第 6 章 提供 了 概率 建 模 的 一 个 引 论 ， 在 前 面 讲 过 的 情景 和 分 析 的 基础 上 介绍 了 Markov( 马 
尔 科 夫 ) 过 程 、 可 靠 性 以 及 线性 回归 等 论题 . 第 7 章 利 用 第 3 章 提出 的 另外 两 个 准则 讲述 了 寻 
求 最 优 拟 合 模型 的 问题 . 线性 规划 是 用 准则 之 一 来 寻求 “最 优 ?模型 的 方法 ， 对 于 另 一 个 准则 可 
以 用 数值 搜索 方法 .本 章 以 介绍 包括 二 分 法 和 黄金 分 割 法 在 内 的 数值 搜索 方法 来 结束 .第 一 部 
分 的 最 后 一 章 ， 第 8 章 ， 专 讲 在 物理 科学 和 工程 中 的 重要 论题 -一 一 量 纲 分 析 . 

第 二 部 分 用 来 学 习 连 续 模 型 . 第 9 章 讨 论 连续 图 形 模型 的 构建 以 及 探究 所 构建 的 模型 对 作为 
这 些 模型 基础 的 假设 的 敏感 性 .在 第 10 和 11 章 中 我 们 对 动态 的 (随时 间 变 化 的 ) 情 景 进行 建 模 . 
这 两 章 是 建立 在 第 1 章 讲述 的 离散 分 析 的 基础 上 的 ， 但 现在 考虑 的 是 时 间 连 续 变 化 的 情景 . 第 12 章 
专 讲 连 续 优 化 . 学生 有 机 会 来 求解 只 用 到 初等 微 积 分 的 连续 优化 问题 ， 本 章 还 介绍 了 约束 优化 问题 . 

学 生 实 践 课 题 

学 生 实 践 课 题 是 任何 建 模 课程 必 不 可 少 的 组 成 部 分 ， 本 教材 包括 了 创造 性 和 经 验 的 模型 构 
建 、 模 型 分 析 和 模型 研究 方面 的 实践 课题 ， 因 此 我 们 建议 将 包括 建 模 所 有 三 个 方面 的 实际 课题 
组 合 构成 一 门 课程 . 如果 课题 提出 的 情景 没有 唯一 解 ， 那 么 这 些 课 题 就 是 最 有 启发 性 的 ， 某 些 
课题 用 到 真实 的 数据 ， 这 些 数 据 或 者 是 提供 给 学 生 的 ， 或 者 是 学 生 不 难 收集 到 的 . 把 个 人 和 小 
组 的 实践 课题 结合 起 来 也 是 很 重要 的 .在 教师 希望 开发 学 生 个 人 建 模 技巧 的 课程 的 那些 部 分 ， 
采用 个 人 实践 课题 是 合适 的 .在 课程 的 较 早 阶段 ， 采 用 小 组 课题 ， 将 会 提高 学 生 为 解决 难题 而 
举行 “自由 讨论 会 ”的 积极 性 .本 教材 推荐 了 多 种 多 样 的 实践 课题 ， 诸 如 构建 各 种 情景 的 模型 ， 
完成 UMAP 的 教学 单元 ? ， 或 研究 教材 或 课堂 中 作为 例子 讲述 的 模型 等 ， 对 于 每 个 学 生来 说 ， 
在 整个 课程 中 接受 模型 构建 、 模 型 分 析 和 模型 研究 的 多 样 性 实践 课题 的 组 合并 建立 起 信心 是 重 
要 的 . 学生 也 可 能 会 选择 一 个 特别 感 兴趣 的 情景 研制 模型 ， 或 分 析 在 另 一 门 课程 中 的 模型 ， 在 
典型 的 建 模 课程 中 我 们 推荐 5 到 8 个 短小 的 实践 课题 . 


@ 由 COMAP 公 司 研发 和 销售 分 发 的 UMAP 教学 单元 (Modules)，UMAP 是 Undergraduate Mathematics and its 
Applications( 数 学 及 其 应 用 ) 的 缩写 ， 同 时 也 是 一 本 在 美国 大 学 数学 教学 方面 很 有 影响 的 季刊 《The Journal of 
Undergraduate Mathematics and its Appiications》 的 缩写 ， 该 刊 每 年 第 三 期 刊登 一 年 一 度 的 美国 大 学 生 数 学 建 模 竞 
赛 (MCM，Mathematical Contest in Modeling) 和 跨 学 科 建 模 竞 赛 (ICM， lnterdisciplinary Contest in Modeling) 的 总 
结 、 优 秀 论文 和 对 优秀 论文 的 评述 Module 是 模块 的 意思 ， 但 在 教学 中 它 还 有 如 下 的 意思 ; A unit of education or 
instruction with a relatively high teacher-to-student ratio, in which a single topic or a small section of a broad topic is 
studied for a given period of time( 一 种 有 相当 高 师 生 比 的 教育 或 教授 单元 ， 其 中 的 单个 论题 或 一 个 大 论题 的 小 部 分 
在 给 定 阶 段 的 时 间 内 学 习 ). 译 者 注 


区 


就 本 教材 涉及 的 情景 、 家 庭 作业 习题 和 实践 课题 而 言 ， 我 们 发 现 采 用 精心 且 完 整地 研制 过 
的 不 多 几 个 实践 课题 来 做 ， 效 果 会 更 好 ， 为 了 能 在 更 大 范围 内 选择 许多 应 用 领域 中 的 问题 ， 我 
们 还 提供 了 比 可 以 合理 指派 的 习题 和 课题 更 多 的 习题 和 课题 . 

计算 的 作用 

尽管 本 教材 的 许多 章 不 要 求 计算 能 力 ? ， 但 是 在 任何 真正 的 建 模 过 程 中 ， 计 算 起 着 重要 的 
作用 ， 我 们 发 现在 整个 课程 中 图 形 计 算 器 和 计算 机 的 结合 使 用 是 很 有 好 处 的 ， 在 第 1、5 和 7 
章 中 使 用 电子 数据 表格 (spreadsheet) 软 件 会 很 有 帮助 的 ， 而 且 每 当 数 据 给 定时 ， 数 据 的 显示 功 
能 是 极其 有 用 、 甚 至 是 必需 的 . 学生会 发 现在 转换 数据 、 最 小 二 乘 曲线 拟 合 、 划 分 差分 表 和 三 
次 样 条 、 编 程 模拟 模型 、 线 性 规划 和 数值 搜索 法 以 及 微分 方程 的 数值 解 中 ， 计 算 也 是 很 有 用 
的 ， 本 教材 所 附 的 光盘 提供 了 某 些 基本 的 技术 工具 ， 学生 可 以 把 它们 当 作 使 用 技术 手段 来 建 模 
的 基础 .为 执行 第 4 章 中 讲述 的 方法 我 们 提供 了 某 些 FORTRAN 程序 .2 该 光盘 还 包括 了 计算 
机 代数 系统 MAPLE 的 一 人 

资料 的 来 源 

我 们 发 现 COMAP 提供 的 资料 非常 好 ， 特 别 适 用 于 我 们 建议 的 课程 . 大 学 生 课 堂上 适用 
的 单个 的 教学 单元 ( 即 UMAP 教学 单元 ) 可 以 以 多 种 方式 使 用 ， 首先， 它们 可 以 用 作 课 堂 的 教 
学 素材 ， 学 生 可 以 通过 做 教学 单元 中 的 习题 来 自学 该 教学 单元 (可 以 很 方便 地 去 掉 教 学 单元 提 
供 的 详细 解答 )， 另 一 种 方式 就 是 采用 本 教材 实践 课题 节 中 建议 的 一 个 或 多 个 UMAP 教学 单元 
把 一 组 教学 内 容 捏 合 在 一 起 ， 这 些 教 学 单元 也 提供 了 “模型 研究 ”的 极 好 的 原始 资料 ， 因 为 它们 
覆盖 了 数学 在 众多 领域 中 的 广泛 应 用 .这 样 做 时 ， 提 供给 学 生 一 个 适当 的 教学 单元 进行 研究 并 
要 求学 生 完成 该 教学 单元 并 做 出 报告 .最 后 ， 这 些 教学 单元 都 是 学 生 进行 模型 构建 实践 的 极 好 
的 情景 来 源 ， 这 样 做 时 ， 教 师 基于 某 个 特定 的 教学 单元 所 处 理 的 应 用 问题 给 学 生 写 一 个 情景 并 
利用 该 教学 单元 作为 背景 材料 ， 或 要 求学 生 在 稍 后 一 些 日 子 里 完成 该 教学 单元 ， 本 教材 所 附 的 
光盘 包括 教材 中 提 及 的 大 多 数 UMAP 教学 单元 ， 想 获得 新 开发 的 跨 学 科 课 题 的 有 关 信 息 可 以 
写 信 给 COMAP， 地 址 是 57 Bedford Street，Suite 210，Lexington，MA 02173, 或 打 电 话 1- 
800-772-6627 给 COMAP， 或 发 电子 邮件 给 order@comap. com. 

学 生 小 组 实践 课题 的 主要 来 源 就 是 美国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 (MCM) 和 跨 学 科 建 模 竞 赛 
(ICM， 是 Interdisciplinary Contest in Modeling 的 缩写 )， 可 以 通过 光盘 提供 的 链接 来 获得 这 
些 课题 ， 为 了 适合 所 教 班 级 ， 教 师 要 做 一 些 修改 . 这些 课题 也 是 培训 拟 参加 MCM 和 ICM 的 
参赛 队 的 极 好 资源 ， 当 前 这 两 个 竞赛 是 由 美国 国家 安全 局 (NSA，National Security Agency) 和 
COMAP 主办 的 . 竞赛 是 在 美国 国家 安全 局 、 美 国 工业 与 应 用 数学 学 会 (SIAM，Society for 
Industrial and Applied Mathematics)、 美 国运 筹 学 和 管理 科学 学 会 (IORMS，Institute for 


加 2、6 以 及 8~12 章 不 要 求 计 算 能 力 . 

加 FORTRAN 是 formula translator( 公 式 翻 译 程序 ) 的 缩写 ， 它 是 第 一 个 高 级 计算 机 语言 (由 John Backus 于 1954 一 
1958 年 期 间 研发 )， 它 也 是 诸如 变量 、 表 达 式 、 语 句 、 和 迭代 和 条 件 语 句 、 单 独 编译 子 程序 和 格式 化 输入 输出 等 许 
多 高 级 概念 的 先驱 ， FORTRAN 这 个 名 字 表 明 它 植 根 于 直到 今天 仍然 大 量 使 用 它 的 科学 和 工程 领域 . 在 过 去 的 40 
多 年 里 ，FORTRAN 得 到 了 很 大 的 改进 和 扩展 ，- 一 - 译 者 注 


Operations Research and Management Sciences)、 美 国 数学 协会 (MAA，Mathematical 
Association of America) 的 资助 下 由 COMAP 主办 的 . 有 关 竞 赛 的 更 多 的 信息 可 以 和 COMAP 
联系 或 访问 他 们 的 网 站 www. comap. com. 
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引 


下 


为 了 更 好 地 了 解 世 界 ， 人 们 常常 用 数学 (例如 ， 使 用 函数 或 方程 ) 来 描述 某 种 特定 现象 ， 这 
种 数学 模型 是 现实 世界 现象 的 理想 化 ， 但 永远 不 会 是 完全 精确 的 表示 . 尽管 任何 模型 都 有 其 局 
限 性 ， 但 是 好 的 模型 能 提供 有 价值 的 结果 和 结论 ， 在 本 章 中 我 们 将 重点 介绍 对 变化 进行 建 模 . 


数学 模型 


在 对 现实 对 象 进行 建 模 时 ， 人 们 常常 对 预测 未 来 某 个 时 刻 变 量 的 值 感 兴趣 ， 变 量 可 能 是 人 
口 、 房 地 产 的 价值 或 者 患 有 一 种 传染 病 的 人 数 ， 数 学 模型 常常 能 帮助 人 们 更 好 地 了 解 一 种 行为 
或 规划 未 来 ， 可 以 把 数学 模型 看 做 为 了 研究 一 种 特定 的 实际 系统 或 人 们 感 兴趣 的 行为 而 设计 的 
数学 结构 ， 如 图 1-1 所 示 ， 从 模型 中 ， 人 们 能 得 到 有 关 该 行为 的 数学 结论 ， 而 阐明 这 些 结论 有 
助 于 决策 者 规划 未 来 。 


实际 问题 的 数据 


证 
正 测 /解释 


图 1-1 从 考察 实际 数据 开始 的 建 模 过 程 的 流程 图 


简化 


光 数 模型 简化 了 现实 的 情况 ， 一 般 情 况 下 ， 模 型 只 能 近似 地 表示 实际 的 行为 ， 一 种 非常 强 
有 力 的 简化 关系 就 是 比例 性 . 9 
定义 ”两 个 变量 y 和 Xx 是 ( 互 成 ) 比 例 的 ， 如 果 一 个 变量 总 是 另 一 个 变量 的 常数 售 ， 即 ， 如 
果 对 某 个 非 零 常数 上 
y= kr 


2 
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我 们 记 为 yocx. 


这 个 定义 的 意思 是 说 y 关 于 xz 的 图 形 位 于 通过 原点 的 一 条 直线 上 .在 测试 给 定 的 数据 集 是 
否 合理 地 呈现 一 种 比例 关系 时 ， 观 察 图 形 是 有 用 的 . 如 果 比 例 性 是 合理 的 ， 那 么 一 个 变量 对 另 
一 个 变量 的 图 形 应 该 近似 地 位 于 通过 原点 的 一 条 直线 上 . 下面 举 一 个 例子 . 


例 1 测试 比例 性 


考虑 如 图 1-2 所 示 的 弹簧 -质量 系统 做 一 个 测量 弹簧 的 伸 长 作为 置 于 弹簧 末端 的 质量 (以 
重量 计 ) 的 函数 的 实验 . 表 1-1 为 该 实验 收集 到 的 数据 弹簧 的 伸 长 对 于 置 于 弹簧 末 端的 质量 
(或 重量 ) 的 散 点 图 展现 了 它 是 过 原点 的 一 条 近似 直线 (图 1-3). 

表 1-1 ”弹簧 -质量 系统 


质量 


50 
100 
150 
200 
250 
300 
350 
400 
450 
500 
550 


伸 长 Ms es 
1. 000 > ce 
1. 875 < An 
2.750 ps Sw 
四 
3. 250 < 
a 
4. 375 2 
4.875 Si 
5. 675 A 
6. 500 » 
7. 250 
8. 000 
8. 750 图 1-2 弹簧 -质量 系统 


100 200 300 400 500 


图 1-3 来 自 弹 簧 -质量 系统 的 数据 


看 来 该 数据 遵从 比例 性 法 则 ， 伸 长 e 与 质量 m 成 比例 ， 或 者 用 符号 表示 为 eccm。 该 直线 
看 似 通过 原点 . 用 几何 知识 来 观察 数据 是 否 合乎 成 比例 的 假设 ， 如 果 是 的 话 ， 就 去 估计 斜率 
&， 在 本 例 中 ， 假 设 这 两 种 数据 成 比例 看 来 是 合理 的 ， 所 以 选 位 于 直线 上 的 两 点 (200，3. 25) 和 
(300，4. 875) 来 估算 比例 常数 .计算 连接 这 两 点 的 直线 的 斜率 为 : 


对 变化 进行 建 开 3 


4. 875 一 3. 25 


斜率 一 -00 一 200 一 0+ 01625 
因此 比例 常数 约 为 0.0163， 于 是 可 以 建立 以 下 估算 模型 : 
e = 0.0163m 
然后 把 表示 该 模型 的 直线 图 形 重 伙 画 到 散 点 图 上 ， 以 考察 模型 对 这 些 数据 的 拟 合 效果 ( 见 
图 1-4)， 从 图 中 可 以 看 出 这 个 简化 的 比例 模型 是 合理 的 . 国 


9.0 


6.0 


伸 长 (e) 


e =0.0163m 


3.0 


质量 (m) 


0 100 200 300 400 500 


图 1-4 来 自 弹簧 -质量 系统 的 数据 和 比例 模型 直线 
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对 变化 进行 建 模 的 一 个 非常 有 用 的 范例 就 是 
未 来 值 = 现在 值 十 变化 
人 们 往往 希望 从 现在 知道 的 东西 加 上 精心 观测 到 的 变化 来 预测 未 来 ， 在 这 种 情形 中 ， 可 以 先 按 
照 公式 | 
变化 二 未 来 值 一 现在 值 
来 研究 变化 . 
通过 收集 一 段 时 间 中 的 数据 并 画 出 该 数据 的 图 形 ， 我 们 常常 可 以 识别 出 能 够 抓 住 这 种 变化 
趋势 的 模型 的 模式 ,如果 这 种 行为 是 在 离散 时 间 段 上 发 生 的 ， 那 么 前 面 的 模型 构建 就 导致 本 章 
要 介绍 的 差分 方程 .如 果 行 为 在 时 间 上 是 连续 发 生 的 ， 那 么 模型 构建 就 导致 了 第 10 章 要 介绍 
的 微分 方程 ， 这 两 者 都 是 描述 和 预测 行为 变化 的 强 有 力 的 方法 . 


1.1 用 差分 方程 对 变化 进行 建 模 


在 本 节 中 我 们 将 建立 数学 模型 以 描述 所 观察 到 的 行为 中 的 变化 ， 当 观察 变化 时 ， 我 们 常常 
想 要 了 解 为 什么 变化 以 这 样 的 方式 发 生 ， 可 能 去 分 析 不 同 的 条 件 对 行为 的 影响 或 者 去 预测 将 来 
会 发 生 什 么 ， 数 学 模型 可 以 使 我 们 在 影响 行为 的 不 同 条 件 下 做 数学 实验 ， 以 帮助 我 们 更 好 地 了 
解 行为 . 

定义 ”数列 A 二 {fab。，al，as，a3，…} 的 一 阶 差分 是 


2 
3 


Aao 一 ai 一 4o 
Aal 三 az 一 al 
Aa; = ai 一 ay 
Aas 一 a4 一 a3 


对 每 个 正 整 数 n， 第 nn 个 一 阶 差分 是 
Aa, 一 ar+l 一 Q， 
从 图 1-5 可 以 看 到 ， 一 阶 差 分 表示 该 序列 两 个 相 邻 值 的 增加 或 减少 ， 即 在 一 个 时 间 周 期 里 
序列 图 中 的 垂直 变化 . 


(二 1 anri) 


图 1-5 序列 的 一 阶 差分 就 是 在 一 个 时 间 周 期 里 序列 图 中 的 增加 


例 1 储 蕾 存单 
考虑 一 开始 价值 为 1000 美元 的 储蓄 存单 在 月 利率 为 1% 的 条 件 下 的 累积 价值 ， 下 面 的 数 
列表 示 该 储蓄 存单 逐 月 的 价值 : 
A = (1000,1010,1020. 10,1030. 30，…) 
其 一 阶 差分 为 : 


Aao 一 ai 一 ao 一 1010 一 1000 = 10 
Aail = a: 一 al 一 1020. 10 一 1010 = 10. 10 
Aas: = ai 一 a: = 1030. 30 一 1020. 10 = 10. 20 
注意 ,一 阶 差分 表示 在 一 个 时 间 周 期 里 数列 的 变化 ， 在 储蓄 存单 的 例子 中 即 是 所 得 的 
利息 ， 
对 发 生 在 离散 时 间 段 上 的 变化 的 建 模 ， 一 阶 差分 是 有 用 的 ， 在 这 个 例子 中 ， 从 一 个 月 到 下 
一 个 月 储蓄 存单 价值 的 变化 仅仅 是 该 月 所 得 的 利息 .如果 nn 是 月 数 而 a, 是 n 个 月 后 储蓄 存单 
的 价值 ， 那 么 每 个 月 价值 的 变化 (或 者 利息 增长 ) 由 第 ”个 差分 
Aa, = ar+l 一 an 一 0.01a， 
来 表示 .可 以 把 这 个 表达 式 改写 为 以 下 差分 方程 : 
arl 一 av 十 0.01a， 
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我 们 还 知道 一 开始 的 存款 ( 初 值 ) ， 于 是 就 得 出 了 以 下 动力 系统 模型 : 


如 ni 1. 0la,, n=0,1,2,3,.…* (1-1) 
ao 一 1000 
其 中 a, 是 n 个 月 后 的 利息 累积 总 值 。 因 为 n 表示 非 负 整数 (0，1，2，3，…}, 方程 (1-1) 可 表 


示 无 穷 多 个 代数 方程 ， 称 为 动力 系统 . 动力 系统 能 够 描述 从 一 个 周期 到 下 一 个 周期 的 变化 ， 知 
道 了 该 序列 中 的 某 一 项 ， 就 可 以 通过 差分 方程 算出 紧 接着 它 的 下 一 项 ， 但 是 不 能 直接 算出 任意 
特定 项 的 值 (例如 ，100 个 周期 后 的 储蓄 值 ). . 
因为 这 是 我 们 常常 看 到 的 变化 ， 通 过 表示 或 近似 表示 从 一 个 周期 到 下 一 个 周期 的 变化 就 可 
以 构建 善 分 方程 .修改 一 下 这 个 例子 ， 如 果 要 从 账户 中 每 月 提 款 50 美元 ， 那 么 一 个 周期 里 存 
款 的 变化 就 应 该 是 该 周期 里 挣 的 利息 减 去 月 提 款 ， 或 者 如 下 表示 : 
Aa, = dnt — a, = 0.0la, — 50 图 
在 大 多 数 例 子 中 ， 用 数学 方式 描述 变 入 不 会 像 这 里 所 说 的 那样 精确 . 常常 需要 画 出 变化 ， 
观察 模式 ， 然 后 用 数学 术语 来 描述 变化 ， 即 ， 试 图 寻求 
变化 二 Aa, 一 某 个 函数 f 
变化 可 能 是 数据 序列 中 前 一 项 的 函数 (就 像 没 有 月 提 款 的 情形 )， 或 者 还 包含 某 些 外 来 的 项 
(诸如 上 面 提 到 的 提 款 数 或 涉及 周期 n 的 一 个 表达 式 )、 因 此 ， 本 章 在 构建 表示 变化 的 模型 时 ， 
是 在 离散 时 间 段 上 对 变化 进行 建 模 的 ， 可 以 用 以 下 公式 表达 : 
变化 二 Aa, 二 ar 一 an 一 (该 序列 中 的 项 ,外 来 项 ) 
用 这 种 方式 对 变化 进行 建 模 ， 就 是 要 去 决定 或 近似 决定 表示 该 变化 的 函数 /. 
下 面 来 看 第 二 个 例子 ， 它 用 一 个 差分 方程 精确 地 对 现实 世界 中 的 行为 建立 模型 . 


例 2 抵押 贷款 买房 


六 年 前 ， 你 的 父母 筹措 月 利率 为 1% 、 每 月 还 款 为 880. 87 美元 的 20 年 贷款 资金 80 000 美 
元 买 了 房子 .他们 已 经 还 款 72 个 月 ， 同 时 想 知道 他 们 还 欠 多 少 抵押 贷款 ， 他 们 正在 考虑 用 他 
们 得 到 的 一 笔 遗 产 来 付 清 欠 款 . 或 者 他 们 可 以 重新 根据 偿还 期 长 短 ， 以 不 同 利率 偿还 抵押 贷 
款 。 每 个 周期 欠 款 额 因 要 付 的 利息 而 增加 ， 又 因 每 月 还 款 而 减少 ， 

Ab, = bi 一 六 = 0.015 — 880. 87 
求解 b,+1 并 加 进 初始 条 件 就 给 出 了 动力 系统 模型 : 
bn = b, + 0.016, — 880. 87 
bo = 80 000 

其 中 2。 表示 个 月 后 的 欠 款 .因此 

b = 80 000 十 0.01(80 000) 一 880. 87 = 79 919. 13 

b: = 79 919. 13 十 0. 01(79 919. 13) — 880. 87 = 79 837. 45 
就 给 出 了 序列 

B= (80 000,79 919. 13,79 837. 45,..:) 


[6 


6 


该 序列 如 图 1-6 所 示 . 
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住房 抵押 贷款 


80 000.00 
79 919.13 
79 837.45 
79 754.96 
79 671.64 
79 587.48 
79 502.49 
79 416.64 
79 329.94 
79 242.37 
六 则 汪 "0 21 42 63 84 105 126 147 168 189 210 231 


78 974.37 月 


借款 客 


Goowvewhwb 口 | > 也 


一 一 
DPD 


图 1-6 例 2 的 序列 和 图 


我 们 来 总 结 一 下 例 1 和 2 中 介绍 的 重要 思路 . 
定义 一 个 序列 就 是 定义 域 为 全 体 非 负 整 数 集合 上 的 一 个 函数 ， 其 值 域 为 实数 的 一 个 子 
集 ， 一 个 动力 系统 就 是 序列 各 项 之 间 的 一 种 关系 . 数值 解 就 是 满足 该 动力 系统 的 一 张 数 


值 表 . 


在 本 节 的 习题 中 我 们 将 讨论 其 他 可 以 用 差分 方程 来 确切 建 模 的 行为. 下 一 节 中 ， 我 们 将 用 
差分 方程 来 近似 表示 所 观察 到 的 变化 ， 在 收集 了 变化 的 数据 并 识别 出 行为 的 模式 后 ， 我 们 将 用 


比例 性 概念 来 测试 和 拟 合 所 提出 的 模型 . 
习题 


序列 

1. 写 出 下 列 序列 的 前 五 项 co 一 cs : 
(a)asti=3a,, ao=1 
(b)asti=2a,+6, ao=0 
(Cc)arti=2a,(a, 3), ao=4 
(d)a+ 一 az ，ao 一 1 

2. 求 序列 第 ”项 的 公式 ， 
(al){3，3，3，3，3，…》 
(b){1, 4, 16, 64, 256, ...} 

1 1 1 

zr 
(Cd){1, 3, 7, 15, 31, …} 

差分 方程 


3. 考察 下 列 序列 ， 写 出 差分 方程 以 表示 作为 序列 中 前 一 项 的 函数 的 第 ”个 区 间 上 的 变化 . 


(a)(2， 4，6， 8， 10， 0 
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(b){2, 4, 16, 256, .)} 
(c){1，2，5，11，23，…:} 
(d){1, 8, 29, 92, …} 

4. 写 出 满足 下 列 差分 方程 的 序列 的 前 五 项 . 


Ca)Aa, 一 于 ，Co 一 ] 


(b) Ab, =0.0156,, bo=1000 
(cAp=0.001(500—p,), po=10 
(d)At, =1.5(100~—1,), 1, =200 

动力 系统 

5. 代 人 n= 0，1，2，3， 写 出 由 下 列 动 力 系统 表示 的 前 四 个 代数 方程 . 
(a)a1 一 3a,，do 一 1 

(ba 一 2a, 十 6，ao 王 0 
(c)a+i 一 2a,(a, 十 3)，ao 一 4 
(d)a,+! =a:, ao=1 

6. 写 出 你 认为 可 以 用 动力 系统 来 建 模 的 若干 行为 的 名 称 . 

确切 地 对 变化 进行 建 模 

对 问题 7~10， 写 出 能 对 所 述 情 景 的 变化 确切 建 模 的 动力 系统 的 公式 . 

7. 目前 你 在 储蓄 账户 上 有 月 付 利息 为 0. 5% 的 存款 5000 美元 ， 你 每 个 月 再 存 人 200 美元 ， 

8. 你 的 信用 卡 上 有 月 付 利息 1.5%% 的 欠 款 500 美元 ， 你 每 月 偿还 50 美元 并 且 不 再 有 新 的 
欠 款 . 

9. 你 的 父母 正在 考虑 一 项 贷款 期 限 30 年 、 每 月 要 支付 0.5% 利 息 的 100 000 美元 抵押 贷 
款 ， 试 建立 一 个 能 够 在 360 次 付费 后 还 清 抵押 贷款 (借款 ) 的 用 月 供 p 表示 的 模型 ， 提 
示 : 如 果 a, 表示 个 月 后 的 欠 款 ， 那 么 a。 和 aseo 表 示 什 么 昵 ? 

10. 你 的 祖父 母 有 一 份 养老 金 (年 金 )， 每 月 把 上 一 个 月 结余 的 1% 作 为 利息 自动 存 人 养老 
金 ， 你 的 祖父 母 每 月 初 要 取出 1000 美元 作为 生活 费用 ， 目 前 他 们 的 养老 金 为 50 000 
美元 ， 试 用 动力 系统 对 养老 金 建 模 、 养老 金 会 用 光 吗 ?什么 时 候 用 光 ? 提示 :， 当 养 老 
金 用 光 时 ，a, 的 值 为 多 少 ? 


研究 课题 


1. 你 希望 买 一 辆 新 车 而 且 选 择 范 围 只 限于 Saturn、Cavalier 和 Hyundai 三 家 公司 每 家 
公司 都 向 你 提供 其 最 优惠 的 交易 条 件 : 

Saturn ”车 价 13 990 美元 预付 定金 1000 美元 ”月 利率 3.5% 直 到 60 个 月 

Cavalier “车 价 13 550 美元 预付 定金 1500 美元 月 利率 4. 5% 直 到 60 个 月 

Hyundai 车 价 12 400 美元 ”预付 定金 500 美元 月 利率 6.5%% 直 到 48 个 月 

你 每 个 月 为 买 车 最 多 能 付 475 美元 ， 利 用 动力 系统 模型 来 决定 你 应 该 买 哪 家 公司 的 车 . 


1.2 用 差分 方程 近似 描述 变化 


在 大 多 数 例子 中 ， 数 学 地 描述 变化 不 会 像 前 节 给 出 的 储蓄 存单 和 抵押 贷款 案例 中 那样 有 确 
切 的 步骤 .一 般 情况 下 ， 我们 必须 画 出 变化 ， 观 察 模式 ， 然 后 用 数学 术语 来 近似 描述 变化 : 
: 变化 二 Aa, 二 某 个 函数 
我 们 从 区 分 连续 发 生 的 变化 和 在 离散 的 时 间 区 间 上 发 生 的 变化 开始 . 


离散 变化 对 连续 变化 


当 构 建 涉及 变化 的 模型 时 ， 重 要 的 区 别 就 在 于 某 些 变 化 是 在 离散 的 时 间 区 间 上 发 生 的 ( 诸 
如 账户 中 利息 的 存 人 ); 在 另 一 些 情形 ， 变 化 是 连续 地 发 生 的 (诸如 在 暖和 的 日 子 里 一 镶 冷 冻 的 
软饮料 的 温度 变化 )、 差 分 方程 表示 了 离散 时 间 区 间 情 形 中 的 变化 ， 以 后 我 们 会 知道 离散 变化 
和 连续 变化 之 间 的 关系 (为 此 要 研究 微 积 分 )， 就 以 下 的 几 个 模型 来 说 ， 我 们 将 通过 考察 取 自 离 
散 时 间 区 间 上 的 数据 来 近似 描述 变化 ， 用 差分 方程 来 近似 描述 连续 变化 是 模型 简化 的 一 个 
例子 ， 


例 1 酵母 培养 物 的 增长 


图 1-7 中 的 数据 是 从 测量 酵母 培养 物 增长 的 实验 收集 来 的 ， 图 形 显 示 可 以 假设 种 群 量 的 变 
化 和 当前 种 群 量 的 大 小 成 比例 . 即 ，Ap, 二 psi 一 ,一 kp,， 其 中 户 表示 小 时 后 种 群生 物 量 
L9 ] 的 多 少 ， 而 是 一 个 正常 数 . & 的 值 依赖 于 时 间 的 测量 . 


图 1-7 酵母 培养 物 增长 对 以 小 时 计 的 时 间 
数据 取 自 R. Pearl, “The Growth of Population, ”Quart. Rev Biol. 2(1927) : 532-548. 


虽然 该 数据 的 图 形 并 不 恰好 位 于 过 原点 的 一 条 直线 上 ， 但 是 可 以 用 一 条 过 原点 的 直线 来 近 
似 。 把 尺子 放 在 数据 上 近似 做 一 条 过 原点 的 直线 ， 我 们 估算 出 该 直线 的 斜率 大 约 为 0. 5. 利用 
直线 斜率 的 估计 有 =0. 5， 我们 假设 比例 模型 为 
Ap, = pri— p, = 0.5p, 
它 给 出 预测 p,+i 二 1. 5p,。 这 个 模型 预测 种 群 量 总 是 增长 的 ， 这 是 可 疑 的 . 畏 
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模型 的 改进 : 对 出 生 、 死 亡 和 资源 的 建 模 


如 果 在 一 个 周期 里 出 生 和 死亡 都 和 种 群 量 成 正比 ， 那 么 例 1 所 说 明 的 那样 种 群 量 的 变化 应 
该 和 种 群 量 成 正比 .但 是 ， 某 些 资源 (例如 ， 食 物 ) 只 能 支持 某 个 最 大 限度 的 种 群 量 而 不 能 支持 
无 限 增长 的 种 群 量 ， 当 接近 这 个 最 大 限度 时 ， 增 长 就 会 慢 下 来 . 


例 2 再 论 酵 母 培养 物 的 增长 


寻求 模型 图 1-8 表明 在 一 个 受 限制 的 区 域 里 ; 随时 间 增 长 实际 发 生 的 酵母 培养 物 的 增长 
的 观察 次 数 超过 图 1-7 给 出 的 8 次 观察 . 

从 图 1-8 中 数据 表 的 第 3 列 可 以 看 出 当 资 源 变 得 更 为 有 限 或 受到 更 多 限制 时 ， 每 小 时 种 群 
量 的 变化 就 变 得 比较 小 ， 从 种 群 量 对 时 间 的 图 形 看 ， 种 群 量 趋 于 一 个 极限 值 或 容纳 量 ， 我 们 根 
据 图 形 估计 容纳 量 为 665( 实 际 上 ， 图 形 并 不 能 确切 地 告诉 我 们 容纳 量 是 665 而 不 是 664 或 
666)， 然 而 ， 当 户 趋 近 665 时 ， 变 化 确实 大 大 减 慢 了 . 因为 当 p, 趋 近 665 时 ，665 一 p, 变 得 
更 小 了 ， 我 们 建议 用 以 下 模型 

Ap = pr — pr = (665— p,)p, 

这 造成 了 当 p, 趋 近 665 时 ， 变 化 Ap, 变 得 越 来 越 小 ， 数 学 上 ， 这 个 假设 的 模型 说 明 变 化 Ap。 
和 顾 积 (665 一 pp,)p, 成 比例 .为 测试 模型 ， 画 出 (p11 一 p,) 对 (665 一 p,)p, 的 图 形 ， 看 看 是 否 
存在 合理 的 比例 性 ， 然 后 来 估算 比例 常数 上 


酵母 培养 物 中 的 增长 


薛 址 牛 物 量 


以 小 时 计 的 时 间 


1-8 酵母 生物 量 趋 近 一 个 极限 种 群 量 水 平 


考察 图 1-9， 我 们 看 到 (pi, 一 p,) 对 (665 一 PP,)P, 的 图 形 确实 合理 地 近似 于 过 原点 的 一 条 
直线 ， 我 们 估计 近似 表示 该 数据 的 直线 的 斜率 约 为 &<z0. 000 82 ， 这 就 给 出 模型 
Prrl — Pp, = 0.000 82(665 一 p,)p, (1-2) 


10 


Pnti—Pn 

: 6291.84 
10.7 11 834.61 
18.2 18 444.00 
23.9 29 160.16 
48.0 42 226.29 
55.5 65 016.69 
82.7 85 623.84 
934 | 104 901.21 
90.3 110 225.01 
72.3 98 784.00 
46.4 77 867.61 
35.1 58 936.41 
34.6 41 754.96 
11.4 22 406.64 
10.3 15 507.36 
4.8 9 050.29 
37 5 968.69 
2.2 3561.84 

数值 地 求解 模型 


对 p,+1 解 方程 (1-2) 给 出 


Prt = pa 0.000 82(665 一 p,)p, 


受 资源 限制 的 增长 


Pn+i—Pn 


50 000 100 000 


pn (665 —pn) 


150 000 


测试 受 限 制 的 增长 模型 


(1-3) 


该 方程 的 右边 关于 p, 是 二 次 的 . 这 种 动力 系统 是 非 线性 的 ， 而 且 一 般 不 能 求 得 解析 解 ， 即 ， 

通常 不 能 求 得 用 n 来 表示 p, 的 公式 解 . 但 是 ， 如 果 给 定 甸 一 9.6， 我 们 可 以 代 人 该 表达 式 求 得 旋 : 
户 = 加 十 0.000 82(665— po)po 一 9.6 十 0.000 82(665 一 9.6)9.6 = 14.76 

类 似 地 ， 我 们 可 以 把 p, 二 14.76 代入 方程 (1-3) 算 得 ps 一 22.63， 以 这 种 方式 选 代 ， 为 给 

出 模型 的 数值 解 我 们 算得 一 张 数 值 表 ， 模 型 预测 的 数值 解 以 及 预测 和 观察 值 对 时 间 的 图 形 如 图 

1-10 所 示 . 注意 到 模型 很 好 地 抓 住 了 所 观察 到 的 数据 的 趋势 . 3 


以 小 时 计 
的 时 间 


预测 值 


Co 


Pn 
酵母 培养 物 中 的 增长 


醇 址 生物 量 


0 5 10 15 20 
以 小 时 计 的 时 间 


1-10 模型 的 预测 值 和 观察 值 
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例 3 接触 性 传染 病 的 传播 


假定 学 院 宿舍 里 有 400 个 学 生 而 且 一 个 或 更 多 个 学 生得 了 严重 的 流感 ， 令 i, 表示 7 个 时 间 
周期 后 受 感染 的 学 生 数 ， 假 设 在 已 经 感染 的 学 生 和 尚未 感染 的 学 生 之 间 存 在 某 种 相互 作用 使 疾 
病 得 以 传播 ， 如 果 所 有 人 对 于 该 传染 病 都 是 易 感 的 ， 那 么 (400 一 i,) 就 表示 易 感 而 尚未 感染 的 
学 生 ， 如 果 已 经 感染 的 学 生 在 继续 传播 疾病 ， 那 么 我 们 可 以 认为 变化 的 已 感染 者 数量 和 已 感染 
者 与 易 感 而 尚未 感染 者 的 数量 的 乘积 成 比例 : 

Ai = ini—i, = ki,(400— i,) (1-4) 
在 这 个 模 卉 中 乘积 i, (400 一 i,) 表 示 在 时 刻 i 已 感染 者 与 易 感 而 尚未 感染 者 之 间 可 能 的 相互 作用 
的 次 数 . 这 种 相互 作用 的 一 部 分 将 会 成 为 Ai, 所 表示 的 新 增 的 感染 . 

方程 (1-4) 和 方程 (1-2) 具 有 同样 的 形式 ， 但 是 在 缺乏 数据 的 情况 下 我 们 不 能 确定 比例 常数 不 的 
值 . 不 过 ， 由 方程 (1-4) 确 定 的 预测 值 的 图 形 和 图 1- 10 中 酵母 种 群 量 的 图 形 一 样 ， 都 是 S 形 状 的 . 

这 个 模型 可 以 有 许多 改进 例如， 我 们 可 假设 一 部 分 人 不 易 被 传染 、 或 者 感染 周期 是 有 限制 
的 、 或 者 为 防止 和 未 感染 者 的 相互 作用 ， 已 感染 的 学 生 都 搬出 了 宿舍 .更 复杂 的 模型 甚至 能 分 别处 
理 已 感染 人 口 和 易 感 人 口 . 图 


例 4 血 流 中 地 高 辛 的 衰减 


地 高 辛 用 于 治疗 心脏 病 ， 医 生 开 的 处 方 上 的 剂量 应 能 保持 血 流 中 地 高 辛 的 浓度 高 于 一 个 有 
效 水 平 值 而 又 不 能 超过 一 个 安全 水 平 值 ( 对 不 同 的 病人 ， 这 些 值 会 有 所 不 同 )， 对 于 血 流 中 初始 
剂量 为 0. 5 毫克 的 情形 ， 表 1-2 展示 该 特定 病人 n 天 后 在 其 血 流 中 地 高 辛 的 剩余 量 a,， 以 及 每 
天 的 变化 Aa,. 
表 1-2 病人 血 流 中 地 高 辛 的 变化 a。 
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 
a, 0. 500 0. 345 0. 238 0. 164 0. 313 0. 078 0. 054 0. 037 0. 026 
Aa, 一 0.155 0.107 一 0.074 一 0.051 一 0.035 ”一 0.024 —0.017 —0.011 


图 1-11 是 根据 表 1-2 中 的 数据 画 出 的 Aa, 对 a, 的 散 点 图 ， 图 形 展示 了 在 一 个 时 段 里 的 变 
化 Aa, 和 该 时 段 开 始 时 血 流 中 地 高 辛 的 含量 a, 大 致 成 比例 ， 通 过 原点 的 比例 直线 的 斜率 As 
一 0. 107/0. 345 关 一 0. 310， 因 为 图 1-11 展示 了 变化 Aa, 是 斜率 为 一 0. 31 的 a, 的 线性 函数 ， 所 
以 我 们 有 Aa, 二 一 0. 31a,. 


模型 
从 图 1-11， 
Aa, 一 一 0. 31a, 
al 一 ar 一 一 0. 31a， 
QI 一 0. 69a, 


给 定 0. 5 毫克 初始 剂量 的 血 流 中 ， 地 高 辛 衰减 的 差分 方程 模型 是 : 


dri 二 Cu 一 0. 31a, 二 0, 69a， 9 


Co 一 0.5 | | 


[12 | 


[13] 
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Aan 
图 1-11 根据 表 1-2 数据 画 出 的 Aa, 对 a 的 图 形 表明 其 为 通过 原点 的 直线 
例 5_ 冷冻 物体 的 加 热 


现在 我 们 来 考虑 一 种 连续 发 生 的 行为 ， 假 定 从 冰箱 里 拿 出 一 铅 冷 冻 过 的 饮料 ， 把 它 放 在 瞬 
和 的 教室 里 并 且 定 时 地 测量 其 温度 .饮料 一 开始 的 温度 为 40 下 而 室温 为 ?2 下 .温度 是 单位 体 
积 能 量 的 一 种 度量 ， 因 为 相对 于 教室 的 体积 而 言 饮料 的 体积 是 很 小 的 ， 我 们 可 以 认为 室温 保持 
不 变 ， 我 们 进一步 假设 整 饶 饮 料 有 同样 的 温度 ， 忽略 匀 内 的 温度 变化 .我 们 可 以 预期 当 饮 料 和 
室温 之 间 的 温差 变 大 时 ， 单 位 时 间 里 的 温度 变化 就 会 大 一 点 ， 当 温差 小 时 单位 时 间 里 的 温度 变 
化 就 会 小 一 点 ， 令 表示 n 个 时 间 周 期 后 饮料 的 温度 ， 而 是 一 个 正比 例 常数 ， 我 们 提出 下 面 
的 模型 ; 
At 一 th 一 外 一 有 (72 一 已 ) 
to 一 40 
对 这 个 模型 可 能 有 许多 改进 ， 尽 管 我 们 假设 上 是 常数 ， 它 实际 上 依赖 于 容器 的 形状 和 传导 
性 质 、 两 次 测 温 之 间 相 隔 的 时 间 等 ， 此外， 在 许多 情形 中 周围 环境 的 温度 可 能 是 变化 的 ， 可 能 
有 必要 考虑 把 内 饮料 的 温度 是 不 均匀 的 .物体 的 温度 可 能 在 一 维 (就 像 细 金属 线 的 情形 )、 二 维 
(诸如 一 块 平板 的 情形 )、 或 者 三 维 (就 像 太空 仓 返回 地 球 大 气 层 的 情形 ) 空 间 中 变化 . | 
我 们 只 是 粗略 地 介绍 了 对 实际 变化 进行 建 模 时 差分 方程 的 威力 ， 在 下 一 节 中 ， 我 们 将 建立 
某 些 这 样 的 模型 的 数值 解 ， 并 观察 它们 所 展示 的 模式 .观察 到 各 种 类 型 的 差分 方程 的 某 些 模式 
后 ， 我 们 将 按 其 数学 结构 来 对 差分 方程 进行 分 类 .这 将 有 助 于 确定 所 研究 的 动力 系统 的 长 期 
行为 . 


习题 
1. 从 引进 到 塔 斯 马 尼 亚 岛 的 新 环境 里 的 羊 群 数量 的 增长 得 到 下 面 的 数据 , 9 


名 改编 自 J、Davidson, “On the Growth of the Sheep Population in Tasmania,” Trans. R. Soc. S， Australia 62 
〈1938) ，342-346. 
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2. 


CD 


a 


~ 


年 1814 1824 1834 1844 1854 1864 
数量 125 275 830 1200 1750 1650 


根据 数据 画 出 图 形 ， 能 看 出 某 种 趋势 吗 ? 画 出 1814 年 后 数量 变化 对 年 份 的 图 形 ， 构建 


一 个 能 合理 地 近似 描述 你 所 观察 到 的 变化 的 离散 动力 系统 . 
下 列 数 据 表示 从 1790 年 到 2000 年 的 美国 人 口 数据 


3 929 000 75 995 000 


1800 5 308 000 1910 91 972 000 

1810 7 240 000 1920 105 711 000 
1820 9 638 000 1930 122 755 000 
1830 12 866 000 1940 131 669 000 
1840 17 069 000 1950 150 697 000 
1850 23 192 000 1960 179 323 000 
1860 31 443 000 1970 203 212 000 
1870 38 558 000 1980 226 505 000 
1880 50 156 000 1990 248 710 000 


62 948 000 


求 能 够 相当 好 地 拟 合 该 数据 的 动力 系统 模型 . 通过 画 出 模型 的 预测 值 和 数据 值 来 测试 
你 的 模型 . 
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. 社会 学 家 识别 出 一 种 称 为 社会 扩散 的 现象 ， 即 ， 在 人 群 中 传播 一 段 信息 、 一 项 技术 革 


新 或 者 一 种 文化 时 尚 . 人 群 可 以 分 为 两 类 : 知道 该 信息 的 人 和 不 知道 该 信息 的 人 ， 在 
人 群 数目 已 知 的 情形 下 ， 可 以 合理 地 假设 扩散 率 与 知道 该 信息 的 人 数 和 不 知道 该 信息 
的 人 数 的 乘积 成 比例 .然后 记 a 为 总 数 为 N 的 人 群 在 ”天 后 已 经 知道 该 信息 的 人 数 ， 
构建 一 个 能 近似 表示 人 群 中 已 经 知道 该 信息 的 人 数 变化 的 动力 系统 . 


. 考虑 在 人 口 总 数 为 N 的 孤岛 上 一 种 传染 性 很 强 的 疾病 的 传播 问题 .一 部 分 岛 上 的 人 到 


岛 外 旅行 并 患 上 这 种 疾病 回 到 岛 内 .构建 一 个 能 近似 表示 患 病人 数 变化 的 动力 系统 . 


,假设 我 们 考虑 鲸鱼 的 生存 问题 ， 如 果 鲸 鱼 数目 降 至 低 于 最 小 生存 水 平 兽 的 话 ， 那 么 该 


物种 将 会 灭绝 ， 还 假设 由 于 环境 的 容纳 量 M， 鲸 鱼 的 数量 是 受到 限制 的 ， 即 ， 如 果 钙 
鱼 的 数量 高 于 M， 因 为 环境 无 法 支持 ， 数 量 将 会 下 降 ， 在 下 面 的 模型 中 ，a, 表示 年 
后 的 鲸鱼 数量 ; 试 讨论 模型 


am a = k(M—a,)(a,— m) 


. 假设 存在 某 种 药物 ， 当 其 浓度 大 于 100 毫克 / 升 时 ， 可 以 治疗 疾病 .药物 的 初始 浓度 为 


640 毫克 / 升 ， 从 实验 知道 该 药物 以 每 小 时 现 有 量 的 20% 的 比率 衰减 . 
(a) 构 建 一 个 表示 每 小 时 浓度 的 模型 . 
(b) 建 立 一 张 浓度 值 表 并 确定 何 时 浓度 达到 100 毫克 / 升 . 


. 利用 习题 6 研制 的 模型 开 一 个 初始 剂量 处 方 ， 以 及 一 个 能 把 浓度 保持 在 高 出 有 效 水 平 


500ppm( 即 百 万 分 之 五 百 ， 或 万 分 之 五 ) 但 低 于 安全 水 平 1000ppm 的 维持 剂量 处 方 ， 用 
不 同 的 值 来 做 实验 ， 直 到 结果 满意 为 止 . 
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8. 在 一 处 古 筹 火 遗址 附近 发 现 了 一 个 猿人 头骨 . 考古 学 家 确信 该 头骨 和 十 筹 火 是 同时 代 的 . 
Wr 实验 室 测试 确定 取 自 筹 火 的 灰 迷 中 ， 仅 留存 原来 的 碳 14 的 量 的 1%, 已 知 碳 14 以 与 其 剩余 
量 成 比例 的 比率 衰减 而 且 碳 14 在 5700 年 里 衰减 掉 50%， 构 建 一 个 碳 14 测定 年 代 的 模型 . 
9. 附 表 的 数据 展示 了 一 辆 汽车 的 速率 n( 以 5 英里 /小 时 的 增 量 计 ) 以 及 从 刹车 到 停止 的 ( 滑 
行 ) 距 离 a,， 例 如 ，n==6 (表示 6X5=30 英里 /小 时 ) 时 所 需 的 停止 距离 为 we 一 47ft. 
(a) 计 算 并 画 出 变化 Aa, 对 的 图 形 ， 该 图 形 能 合理 地 近似 表示 一 种 线性 关系 吗 ? 
(b) 根 据 你 在 (a) 中 的 计算 ,对 停止 距离 数据 求 一 个 差分 方程 模型 ， 通 过 画 出 与 n 相对 
应 的 预测 值 的 误差 来 测试 你 的 模型 ， 讨 论 模 型 的 正确 性 . 
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10. 把 一 匀 冷 冻 饮 料 放 在 房间 里 .测量 房 间 的 温度 并 周期 性 地 测量 饮料 的 温度 .构建 预测 
饮料 温度 变化 的 模型 ， 从 你 的 数据 估计 比例 常数 ， 什么 是 你 的 模型 中 的 误差 来 源 ? 


研究 课题 


完成 由 Kathryn N. Harmon 写 的 UMAP 教学 单元 UMAP303 号 “计划 生育 新 技术 的 传 
播 *， 该 教学 单元 给 出 了 有 限 差分 方程 在 研究 公众 政策 的 传播 过 程 中 的 有 趣 应 用 以 了 解 各 国政 
府 如 何 实 施 各 种 计划 生育 政策 . 


进一步 的 阅读 材料 


1 Frauenthal, James C. Introduction to Population Modeling. Lexington, MA: COMAP, 1979. 

2 Hutchinson,G. Evelyn. An Introduction to Population Ecology. New Haven, CT,: Yale 
University Press, 1978. 

3 Levins,R. “The Strategy of Model Building in Population Biology. ”American Scientist 54 
(1966): 421-431. 


1.3 动力 系统 的 解法 


在 本 节 中 我 们 要 建立 某 些 动力 系统 的 解法 ， 从 一 个 初 值 开 始 ， 并 对 后 面 的 值 和 迭代 充 分 多 
次 ， 以 确定 有 关 的 模式 ， 在 某 些 情形 ， 我 们 看 到 由 动力 系统 预测 的 行为 是 由 该 系统 的 数学 结构 
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表征 的 .在 另 一 些 情形 ,我 们 看 到 行为 极 大 的 变化 只 是 由 动力 系统 的 初 值 很 小 的 变化 造成 的 . 
我 们 还 要 考察 那些 比例 常数 的 微小 变化 会 造成 极 不 相同 的 预测 值 的 动力 系统 . 


猜测 法 


猜测 法 是 强 有 力 的 数学 方法 ， 它 先 假 设 出 动力 系统 的 解 的 形式 ， 然 后 再 去 判断 假设 是 否 合 
理 . 这 种 方法 要 基于 探索 和 观察 并 据 此 摸 清 解 的 模式 ， 我 们 从 一 个 例子 开始 . 


例 1 再 论 储 蕾 存单 


在 储蓄 存单 例子 中 (第 1. 1 节 ， 例 1)， 储 蓄 存 单一 开始 存 有 1000 美元 ， 每 月 按 结存 的 1%% 
付 给 利息 ， 如 果 既 不 存款 也 不 取款 ， 那 么 就 确定 了 以 下 动力 系统 . 
Ca+l 一 1. Ola, 
(1-5) 
ao 一 1000 
寻找 模式 


我 们 可 以 从 图 示 每 月 末 ( 利 息 已 付 ) 账 户 中 的 结存 开始 即 ， 画 a, 对 nn 的 图 形 ， 如 图 1-12 所 示 . 


n 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


从 该 图 形 看 ， 序 列 {a。，al ，a, ，ai ，…} 似乎 是 无 限 增 长 的 ， 代 数 地 考察 该 序列 以 获得 对 
增长 模式 更 多 的 洞察 . 
，al = 1010. 00 = 1. 01(1000) 

az = 1020. 10 = 1. 01(1010) = 1.01(1. 01(1000)) = 1.012(1000) 

as = 1030. 30 = 1. 01(1020. 10) = 1.01(1.012(1000)) = 1.013(1000) 

a4 = 1040. 60 = 1.01(1030. 30) = 1.01(1.01(1000)) = 1.014(1000) 
序列 中 这 些 项 的 模式 提示 第 上 项 a, 等 于 1000 乘 上 (1.01)*. 
猜测 


对 于 上 二 1]，2，3，…， 动 力 系统 中 的 项 a (方程 (1-5)) 为 


18 
19 
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a: = (1.01)*1000 . (1-6) 
测试 猜测 
我 们 通过 把 a 的 公式 代入 方程 组 (1-5)， 考 察 它 是 否 满足 来 测试 该 猜测 . 
al 一 1.01a， 


(1.01)"+!1000= 1.01((1.01)"1000) = (1.01)”*!1000 

因为 对 每 个 正 整数 x， 上 述 方程 都 是 对 的 ， 所 以 我 们 接受 方程 (1-6) 的 猜测 . 

结论 | 

动力 系统 (1-5) 中 项 ak 的 解 为 

ak = (1.01)*1000 
或 者 
ax = (1.01)ao,k = 1,2,3,° 

这 个 解 使 我 们 能 计算 个 月 后 账户 中 的 结存 a,. 例如 ，120 月 (或 10 年 ) 后 ， 该 账户 的 余额 值 
为 aa 二 (1.01)29(1000)<*3303. 90 美元 .30 年 后 (4 二 360) 后 ， 该 账户 的 余额 值 为 35 949. 64 
美元 ， 比 之 于 选 代 动 力 系统 360 次 来 说 ， 得 到 这 个 算式 是 比较 容易 的 ， 但 如 同 我 们 马上 就 会 看 


到 的 ， 诸 如 (1-6) 那 样 的 公式 能 够 提供 对 动力 系统 长 期 行为 的 更 多 的 洞察 | 
我 们 来 总 结 一 下 这 个 例子 遵循 的 步骤 . 
猜测 法 
1. 观察 模式 . 
2. 猜测 动力 系统 解 的 形式 . 
3. 用 代入 法 来 测试 该 猜测 . 


4. 接受 或 拒绝 该 猜测 取决 于 在 代 人 和 代数 运算 后 结果 是 否 满足 该 动力 系统 ， 为 了 接受 该 
猜测 ， 代 入 的 结果 必须 是 恒等式 . 


线性 动力 系统 a,+;=ra,，r 为 常数 


例 1 中 的 动力 系统 是 形 为 a+1 一 ra 的 动力 系统 ， 其 中 r=1.01， 假 定 给 定 初 值 a。 ， 把 猜 
测 法 用 于 ~ 为 正常 数 或 负 常 数 的 更 一 般 的 情形 . 


寻找 模式 

考察 序列 a,t1 = 二 ra, 中 的 项 ， 我 们 看 到 
ai 一 rao 
a 一 al 一 7r(ao) 一 jao 
aa 一 12 = r(riao) = riao 
a= ras = r(rao) = riao 

从 这 些 项 观察 出 导致 以 下 猜测 的 模式 :， 
猜测 


对 于 & 一 1， 2，3， 本 动力 系统 a+1 二 ra, 中 的 项 as 为 
ak 一 rao (1-7) 
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测试 猜测 
把 (1-7) 中 的 公式 代 人 动力 系统 : 
Qnr 一 ? 妈 " 
“ao 一 rao) = 11ao 
结果 为 一 个 恒等式 ， 因 此 我 们 接受 该 猜测 .我 们 来 总 结 一 下 . 
定理 1 A A + 一 raw， 它 的 解 为 
ak = riao 


其 中 ao 是 给 定 的 初 值 . 
例 2 污水 处 理 


一 家 污水 处 理 厂 通过 去 掉 污水 中 所 有 的 污染 物 来 处 理 未 经 处 理 的 污水 ， 以 生产 有 用 的 肥料 
和 清洁 的 水 ， 该 处 理 过 程 每 小 时 去 掉 处 理 池 中 剩余 的 污 物 的 12%. 1 天 后 处 理 池 中 将 留 下 百 分 
之 几 的 污 物 ? 要 多 长 时 间 才 能 把 污 物 的 量 减 少 一 半 ? 要 把 污 物 减 少 为 原来 的 10%， 要 多 长 
时 间 ? 
解 ” 设 一 开始 污 物 的 量 为 ce ， 又 设 a, 表示 n 小 时 后 污 物 的 量 ， 于 是 我 们 建立 模型 
arl 一 av 一 0.12a. 一 0.88a， 
这 是 一 个 线性 动力 系统 ， 由 定理 1 So 
一 (0. 88)*ao 
一 天 后 ， 即 & 一 24 4 剩余 的 污 物 含量 为 
al = (0. 88)*ao = 0. 0465ao 
即 ， 在 第 一 天 结束 时 污 物 已 经 除去 了 95% 以 上 . 
当 a; 二 0. 5a。 时 ， 最 初 的 污 物 还 剩 下 一 半 . 因此 
0. 5ao 一 ak = (0. 88)4a。 
解 &， 我 们 求 得 
0. 540 = (0. 88)'ao 
(0. 88)*= 0.5， 


_ log0.5 _ 5. 42 
， log0. 88 
污 物 减 半 的 时 间 大 约 需 要 5. 42 小 时 . 
为 把 90% 的 污 物 去 掉 ， 就 要 求 ‘ 
(0. 88)*ao = 0. lao 


所 以 得 到 
_ log0.1 _ 
pO G6 es 


这 样 ， 把 污染 物 降 至 原来 的 10% 就 需要 18 个 小 时 . ; | 
an+1 二 ras，r 为 常数 时 的 长 期 行为 
对 于 线性 动力 系统 a,+1 = ra,， 考 虑 革 些 有 特殊 意义 的 > 值 ， 如 果 + 二 0， 那 么 序列 所 有 的 


值 都 等 于 零 (除了 ao 可 能 是 例外 )， 所 以 不 需要 做 进一步 的 分 析 ， 如 果 一 1， 那么 序列 变 成 
wa ;=w， 这 是 一 种 很 有 趣 的 情形 ， 因 为 不 管 序列 从 何 处 开始 ， 它 的 各 项 将 永远 保持 不 变 ( 如 
图 1-13 所 阐明 的 那样 ， 图 中 列举 了 a 二 50 以 及 其 他 起 始 值 并 加 以 图 示 ). 使 动力 系统 始终 保 
持 常数 的 那些 值 ， 一 旦 达到 ， 就 称 为 该 动力 系统 的 平衡 点 . 我 们 在 后 面 要 更 确切 地 定义 这 个 术 
语 ， 但 是 眼下 注意 到 就 图 1-13 中 的 情形 而 言 ， 任 何 起 始 值 都 是 平衡 点 . 


an 


0 5 10 15 
图 1-13 ai 一 a, 的 每 个 解 都 是 常数 解 
如 同 在 例 1 中 那样 ， 如 果 ~>>1， 那 么 线性 动力 系统 的 解 ， 序 列 ai 二 rao。， 是 无 界 的 .这 种 
增长 已 在 图 1-12 中 阐明 . 


如 果 是 负 的 ， 将 会 怎样 呢 ? 如 果 在 例 1 中 用 一 1.01 )1 来 替代 1 01， 得 到 图 1-14 所 示 的 图 
形 ， 要 注意 正 值 和 负 值 之 间 的 振荡 . 因为 负 号 造成 了 序列 中 下 一 项 和 前 一 项 反 号 ， 所 以 得 出 结 
论 ， 一般 说 ,r 的 负 值 造成 了 线性 动力 系统 ac,+; 三 ra 的 振荡 . 


ee pi 由 


| 
中 中 中 
Nl 


mn 


—3000 
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图 1-14 的 负 值 造成 了 振荡 


如 果 | > | 二 1 将 会 怎样 呢 ? 如 果 >=0，r>>1, .7 过 一 1， 一 般 地 ,7 为 负 时 我 们 知道 会 发 生 
什么 ， 如 果 0 二 r 二 1 使 得 ~ 是 正 的 分 数 ， 那 么 当 越 来 越 大 时 ，w* 趋 近 于 0. 这 意味 着 一 旦 人 
足够 大 时 ， 线 性 动力 系统 a 二 ra, 的 解 序列 a, 二 rao 可 以 要 多 小 就 多 小 .在 例 2 中 我 们 就 观 
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察 到 这 种 行为 ， 地 高 辛 的 例子 提供 了 另 一 个 例证 . 
假定 地 高 辛 在 血 流 中 的 浓度 以 每 天 递减 前 一 天 浓度 的 一 半 的 速度 衰减 ， 我 们 从 0. 6 毫克 开 
始 ， 并 用 a, 表示 n 天 后 地 高 辛 的 量 ， 可 以 用 下 面 的 模型 来 表示 其 行为 (图 1-15 展示 其 数值 解 ). 
ci 一 0.5a,72 一 0 1, 2,3， 
do 一 0.6 


Aan 
0.6 
0.3 
0.15 0.6 
0.075 
0.0375 0.5 
0.018 75 
0.009 375 0.4 
0.004 6875 
0.002 343 75 0.3 
0.001 171 88 
0.000 585 94 0.2 
0.000 292 97 
0.000 146 48 0.1 
7.324 2E-05 
3.662 1E-05 
1.831 1E-05 0 19 S 


OM Ol 


© 
只 


图 1-15 > 为 小 于 1 的 正 数 造成 了 训 减 


| 22 
对 于 一 1<r<0， 其 中 上 是 负 分 数 ， 解 的 行为 也 是 衰减 趋 于 0. 但 是 ， 在 这 种 情形 ， 序 列 [2 
a 二 Yao 是 变 号 地 趋 于 0 的 . 对 于 线性 动力 系统 


co 一 一 0. 5a,， 
ao 一 0.6 
的 情形 ， 图 1-16 说 明了 这 种 情况 . 
n Qn 
0 0.6 
1 -0.3 0.8 
2 0.15 
3 - 0.075 0.6 
4 0.0375 
5 -0.01875 0.4 
6 0.009 375 
7 | -0.004 6875 02 
8 0.002 343 75 
9 |-0.001 171 88 0.0 
10 | 0.000 585 94 
11 | - 0.000 292 97 -0.2 
12 0.000 146 48 
13 | -7.324 2E-05 -0.4 
14 3.662 1E-05 
15 | -1.831 1E-05 -0.6 
-0.8 
5 10 15 


图 1-16 -为 大 于 一 1 的 负数 造成 了 在 0 附近 的 振荡 衰减 


综述 一 下 我 们 的 观察 (图 1-17) 


as+t 二 ra 的 长 期 行为 
常数 解 以 及 在 0 处 的 平衡 点 
所 有 初 值 都 是 常数 解 
振荡 
衰减 到 极限 值 0 
无 限 增长 


a) 无 限 增长 ,r>1, ao>0 b) 负 的 无 限 增长 ,+r>1, ao<0 


c) 衰 减 , 0<r<1, ao>0 d) 谎 闫 , 0<r<l ao<0 


6) 振荡 增长 , r< -1, ao>0 振荡 衰减 , -1 <r<0, ao>0 


图 1-17 当 r 关 0、 | -| > 和 | -| 二 1 时. Ca+1 一 ra 的 长 期 行为 


形 为 as+1 = ra 十 b 的 动力 系统 ， 其 中 r 和 b 均 为 常数 


现在 加 一 个 常数 到 先前 研究 过 的 动力 系统 上 去 . 再 次 对 所 有 可 能 情形 中 的 长 期 行为 的 性 
质 进行 分 类 ， 我 们 从 一 个 定义 开始 . 

定义 当 w 一 ea 时， 如 果 对 所 有 的 & 一 1， 2，3，… 有 at 一 a， 则 将 数 u 称 为 动力 系统 w，， 
二 /cos) 的 平衡 点 或 不 动 点 ， 即 ，at 一 4 是 该 动力 系统 的 常数 解 . 

该 定义 的 一 个 推论 就 是 a 是 动力 系统 a, 二 f(a,) 的 一 个 平衡 点 当 且 仅 当 a ==a 时 4 = 
7(4). 用 简单 的 代入 法 就 可 以 证 明 这 个 结果 .在 了 解 诸如 a,;, ==ra, 十 b 那样 的 动力 系统 的 长 期 
行为 时 , 平衡 点 是 有 用 的 . 我 们 来 研究 三 个 例子 以 获得 对 这 种 动力 系统 的 长 期 行为 的 洞察 . 
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例 3 地 高 辛 处 方 


再 次 考虑 地 高 辛 的 问题 .回想 一 下 地 高 辛 是 用 来 治疗 心脏 病 患者 的 ， 如 何 考虑 地 高 辛 在 血 
流 中 的 衰减 问题 以 开 出 能 使 地 高 辛 浓度 保持 在 可 接受 (安全 而 且 有 效 ) 的 水 平 上 的 剂量 处 方 呢 ? 
假定 开 了 每 日 0. 1 毫克 的 地 高 辛 剂量 处 方 ， 而 且 知 道 在 每 个 剂量 周期 末 还 剩 留 一 半 地 高 辛 ， 这 


就 导致 了 下 面 的 动力 系统 
人 0. 5a， 十 0.1 


现在 考虑 三 个 起 始 值 或 初始 剂量 


A:ao = 0.1 
B:ao 一 0.2 
C:ao = 0.3 


在 图 1-18 中 计算 了 每 种 情形 的 数值 解 . 


0.3 
0.25 
0.225 0.25 
0.2125 
0.206 25 0.2 
0.203 125 
0.201 5625 0.15 
0.200 781 25 
0.200 390 63 
0.200 195 31 
0.200 097 66 
0.200 048 83 0.05 
0.200 024 41 
0.200 012 21 0 本 
0.200 006 1 0 5 10 15 
0.200 003 05 


1-18 三 种 地 高 辛 初始 剂量 的 数值 解 


0.199 951 17 
0.199 975 59 
0.199 987 79 

0.199 9939 
0.199 996 95 


注意 到 0. 2 是 一 个 平衡 点 ， 因 为 一 旦 达到 了 这 个 值 ， 系 统 就 永远 停 在 0. 2 处 ， 此 外 ， 如 果 从 
低 于 平衡 点 (如 同情 形 A) 或 高 于 平衡 点 (如 同情 形 C) 的 起 始 值 开 始 ， 那 么 显然 会 趋 于 平衡 点 作为 
其 极限 ， 在 习题 中 将 要 求 计算 起 始 值 更 靠近 0. 2 时 的 解 ， 以 提供 0. 2 是 一 个 稳定 平衡 点 的 证 据 . 

在 开 地 高 辛 的 处 方 时 ， 在 一 个 时 间 周 期 里 其 浓度 水 平 必须 高 于 有 效 水 平 又 不 超过 安全 水 
平 。 在 习题 中 要 求 找到 解 ， 以 满足 初始 以 及 随后 的 剂量 都 是 既 安 全 又 有 效 的 . 加 


例 4 投资 年 金 


现在 讨论 活期 存款 账户 问题 并 考虑 年 金 (养老 金 ) 问 题 ， 年金 常 常 是 为 退休 目的 而 规划 的 . 
年 金 基 本 上 是 活期 存款 账户 ， 对 现 有 的 存款 付 给 利息 而 且 允 许 每 月 有 固定 数额 的 提 款 ， 直 到 提 
尽 为 止 . 〈 在 习题 中 提出 的 ) 一 个 有 趣 的 问题 是 确定 每 月 必须 存 人 的 存款 数 以 建立 一 笔 允 许 提 款 
的 年 金 ， 使 得 在 账户 中 的 存款 用 尽 之 前 ， 能 在 计划 的 年 数 期 间 从 某 个 年 龄 开始 每 月 提取 规定 的 
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款项 .现在 考虑 月 利率 为 1% 以 及 月 提 款 额 为 1000 美元 的 情形 .这 就 给 出 了 动力 系统 : 
ai = 1.0la, 一 1000 
现在 我 们 假定 下 列 初始 投资 : 
A:ao= 90 000 
B:ao= 100 000 
C:ao= 110 000 


图 1-19 中 是 每 种 情形 的 数值 解 . 


A B an 
n 
0 110 000 140 000 
上 110 100 
2 110 201 120 000 
3 110 303 
4 110 406 100 000 
5 110 510 
6 110 615 80 000 
7 110 721 . 
8 110 829 
9 110 937 站 
10 111 046 

4 

11 111 157 人 
12 111 268 
13 111 381 2 
14 111 495 0 - 六 
15 111 610 0 50 100 


图 1-19 三 种 初始 投资 的 年 金 


注意 到 值 100 000 是 一 个 平衡 点 ， 因 为 一 旦 达到 这 个 值 ， 该 系统 所 有 以 后 的 值 都 取 它 ， 但 
是 如 果 我 们 的 初始 值 高 于 这 个 平衡 点 ， 就 会 是 无 限 增长 ( 试 对 ae 二 100 000. 01 美元 画 解 的 图 
形 )， 另 一 方面 ， 如 果 我 们 从 低 于 100 000 美元 开始 ， 那 么 存款 将 以 不 断 增 加 的 速率 取 尽 ( 试 对 
ao 一 99 999. 99 美元 画 解 的 图 形 )， 注 意 即使 起 始 值 只 差 0. 02 美元 ， 解 的 长 期 行为 也 会 有 巨大 
的 不 同 ， 在 这 种 情形 下 ， 我 们 说 该 平衡 点 100 000 是 不 稳定 的 ; 如 果 起 始 值 接近 平衡 点 的 值 ( 那 怕 
是 在 一 分 钱 以 内 ) ， 解 也 将 不 会 和 平衡 点 靠近 .看 一 下 图 1-18 和 1-19 所 展示 的 巨大 的 差别 ， 两 
个 系统 都 显示 了 平衡 点 ， 但 是 图 1-18 中 的 平衡 点 是 稳定 的 而 图 1- 19 中 的 平衡 点 是 不 稳定 的 ， 踢 

在 例 3 和 例 4 中 我 们 考虑 了 | r | 1 和 |r| 二 1 的 情形 . 我们 来 看 看 如 果 r= 二 1， 将 会 发 
生 什 么 情况 . 


例 5 活期 储 蔷 账 卢 


大 多 数学 生 不 可 能 在 其 活期 储蓄 账户 中 保持 足够 的 存款 以 获取 一 点 点 利息 ， 假 定 你 有 一 个 
无 息 账户 ， 而 且 每 个 月 你 只 支付 宿舍 租金 300 美元 ， 这 就 给 出 了 动力 系统 ， 
Qntl 一 Cn 一 300 


从 应 用 的 角度 来 看 结论 可 能 是 显然 的 ， 但 是 当 把 它 和 图 1-18 和 1-19 相 比较 时 ， 这 个 图 形 


对 变化 进行 建 模 2 
是 有 启迪 作用 的 .在 图 1-20 中 我 们 对 起 始 值 3000 美元 画 出 了 数值 解 的 图 形 . 你 看 出 来 它 同 前 
面 例子 中 图 形 有 多 大 区 别 了 吗 ? 你 能 像 例 3 和 例 4 那样 求 得 其 平衡 点 吗 ? 六 

0 

1 3000 

2500 

4 2000 

5 1500 

6 

7 1000 

9 500 

0 00 5 10 2 


图 1-20 支付 宿舍 租金 的 活期 储蓄 账户 
现在 把 迄今 的 观察 结果 集中 起 来 ， 按 照常 数 r 的 值 来 对 这 三 个 例子 及 其 长 期 行为 进行 分 类 . 
求 平衡 点 并 对 其 进行 分 类 


确定 是 否 存 在 平衡 点 并 将 其 分 为 稳定 的 或 不 稳定 的 ， 这 将 大 大 有 助 于 分 析 该 动力 系统 的 长 

期 行为 。 再 次 考虑 例 3 和 例 4， 在 例 3 中 ， 怎 么 知道 0. 2 的 起 始 值 会 导致 常数 解 或 平衡 点 呢 ? 
类 似 地 ， 怎 么 知道 例 4 中 对 于 投资 100 000 美元 的 同样 问题 的 答案 的 呢 ? 对 于 形 为 

artl 一 rast+b (1-8) 
的 动力 系统 ， 如 果 存 在 平衡 点 的 话 ， 以 a 来 记 该 平衡 点 .从 平衡 点 的 定义 知道 如 果 从 a 出 发 ， 
那么 对 所 有 的 nw， 解 一 定 都 停留 在 a 处 ; 即 ， 对 所 有 的 n，a,+1 二 a, 二 a。 在 方程 (1-18) 中 ， 把 
a+1 和 an 替换 为 ac， 给 出 

a=rat+b [28] 
解 a 我 们 就 求 得 


4 二 -0 ,如 果 r 关 1 
l—r : 


如 果 r=1 而 且 6 二 0， 那么 每 个 初 值 导致 常数 解 ( 如 图 1-13 所 展示 的 )， 因 此 ， 每 个 值 都 是 
平衡 点 ， 下 面 的 定理 总 结 了 我 们 的 观察 . 
定理 2 动力 系统 
antl = rtb,rAA1 
的 平衡 点 就 是 
b 


工 一 > 


Q 一 


如 果 r 一 1 而 且 b 二 0， 那 么 每 个 数 都 是 平衡 点 ， 如 果 r 二 1 而 0 天 00， 那么 不 存在 平衡 点 . 
把 定理 2 应 用 于 例 .3， 我 们 求 得 平衡 点 为 


ee 
“0 
对 于 例 4， 算 得 的 平衡 点 为 
a = 二 1000 - 100 000 


1 一 1.01 


在 例 5 中 ，r=1， 因 为 6 一 一 300 所 以 没有 平衡 点 ， 还 有 ， 解 的 图 形 是 一 条 直线 ， 这 些 例子 还 
为 我 们 提供 了 按照 常数 + 的 值 观察 到 的 长 期 行为 性 质 的 下 列 洞察 
: 动力 系统 ao.+ 二 ras 十 b,，b 关 0 


所 观察 到 的 长 期 行为 
稳定 平衡 点 

不 稳定 平衡 点 

没有 平衡 点 ， 图 形 是 一 条 直线 


ir|<l 


lIrl>1 


在 例 3 中 ， 从 图 1-18 看 到 ， 当 上 k 越 来 越 大 时 ，a, 赵 近 于 平衡 点 0.2， 因 为 对 于 大 的 一 
[29] (0.5)*， 趋 近 于 0， 看 来 猜测 解 为 依赖 于 初始 条 件 的 某 个 常数 。 的 形式 wm = (0.5)'c 十 0.2 是 有 道 
理 的 . 


我 们 来 测试 以 下 猜测 ， 即 r 尖 1 时 ，a, 一 rc 十 各- 是 动力 系统 a, 一 ra, 十 6 的 解 
代 人 该 动力 系统 ， 有 


Unt 二 ra, 十 b 
b 
l—r 


Mn i 2 rec+ 训 AH 


re = 人 (一 + )5 


0 wb 


l—r lr 
b= w+b(l—r) 
因为 最 后 那个 方程 是 恒等式 ， 所 以 接受 该 猜测 ， 综 述 一 下 我 们 的 结论 . 
定理 3 对 某 个 (依赖 于 初始 条 件 的 ) 常 数 c， 动力 系统 auti 一 ra 十 5，r 尖 1 的 解 为 


a = e+ 


十 也 


例 6 再 论 投 资 年 金 


对 于 例 4 中 建立 过 模型 的 年 金 问题 ， 需 要 多 少 初始 投资 才能 保证 20 年 (或 240 个 月 ) 才 把 
它 用 尽 ? 
解 ”该 动力 系统 a,1 一 1.014, 一 1000 的 平衡 点 是 100 000， 而 我 们 要 求 a 二 0， 由 定理 3， 有 
aaio 一 0 一 (1.01)zoc 十 100 000 
再 解 该 方程 得 一 一 100 000/(1.01)* 二 一 9 180. 58( 精 确 到 分 值 )， 为 求 得 初始 投资 a。， 再 次 
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应 用 定理 3: 

ao 一 (1.01)"c 十 100 000 = 一 9180.58 十 100 000 = 90 819. 42 
因此 ， 初 始 投资 90 819. 42 美元 就 能 使 我 们 在 20 年 里 从 账户 中 每 月 提 款 1000 美元 (总 的 提 款 
额 为 240 000 美元 )， 在 20 年 的 年 底 ， 账 户 中 的 存款 就 被 取 尽 了 . 国 


非 线性 方程 组 


离散 方程 组 的 一 个 重要 优点 就 是 当 给 定 初 值 后 ， 就 可 以 构造 任何 动力 系统 的 数值 解 ， 我 们 已 
经 看 到 长 期 行为 对 起 始 值 以 及 参数 ~ 的 值 可 能 是 很 敏感 的 ， 回 想 一 下 第 1. 2 节 酵 母 生物 量 的 模型 ; 
zs 一 户 , 十 0.000 82(0665 一 p,)p, 
做 一 些 代数 运算 后 ， 该 动力 系统 可 以 重 写 为 下 面 更 简单 的 形式 : 
dntl = r(l Ca,)a, (1-9) 
其 中 4a, 一 0.000 530 6p,， 而 r= 二 1.546。 由 方程 (1-9) 决 定 的 序列 的 行为 对 参数 ~ 的 值 是 非常 敏 
感 的 在 图 1-21 中 从 a。==0. 1 开始， 对 不 同 的 + 值 画 出 了 数值 解 的 图 形 . 
要 注意 六 种 情形 中 的 每 一 种 其 行为 有 多 大 的 不 同 . 在 图 1-21a 中 看 到 对 r==1. 546， 解 序列 
从 起 始 值 0. 10 直接 趋 于 一 个 约 为 0. 35 的 极限 . 在 图 1-21b 中 看 到 对 r==2.75， 解 序列 趋 于 一 
个 约 为 0. 65 的 极限 ， 但 在 趋 近 的 过 程 中 ， 是 跨 过 这 个 极限 值 振 葛 地 趋 于 这 个 极限 的 ， 在 图 
1-21c 中， 其 中 一 3. 25， 看 到 解 序列 现在 再 次 以 振 葛 的 方式 趋 于 两 个 值 (0. 5 和 0.8) ， 尽 管 从 
散 点 图 上 看 不 那么 明显 .我们 称 这 种 周期 行为 为 2- 循环， 在 图 1-21d 中 对 >=3.525， 看 到 了 
4- 循 环 ， 而 在 图 1-2le 中 对 ~ 一 3. 555( 只 比 前 一 个 ~ 值 稍微 大 一 点 )， 观 察 到 了 8- 循 环 ， 最 后 ， 在 图 
1-21f 中 ，r 二 3.75 足够 大 时 ， 什 么 样 的 模式 都 没有 了 ， 从 而 不 可 能 预测 模型 的 长 期 行为 ， 注 意 参 数 
的 非常 小 的 变化 会 导致 解 的 行为 产生 巨大 的 变化 . 在 图 1-21f 中 展示 的 行为 称 为 混沌 行为 . 
混沌 系统 展示 了 它们 对 系统 的 常数 参数 的 敏感 性 ， 给 定 的 混沌 系统 对 初始 条 件 可 以 十 分 敏感 . 


习题 
1. 求 下 列 问题 中 差分 方程 的 解 : 


(a)ati=3a,, ao=1 

(ba 一 5a,，ao 一 10 

(c)a+lt 一 3a/4，ao 一 64 

(da 一 2 一 1，ao 一 3 

(e)a+i 一 一 0 十 2，ao 一 一 ] 

(fa 一 0. 1a, 十 3.2，ao 一 1.3 
2. 求 下 列 问题 中 的 平衡 点 ， 如 果 它 存在 的 话 . A 

(a)as+i =1.1a, 

(b)a,+i =0. 9a， 

(c)a+i 一 一 0. 9a， 

(d)a 一 Q， 
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人 口 数 


人 口 数 


人 口 数 


0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
n 段 时 间 
3 一 1.946 
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Deseaseoveeoeoensoaoeoososssosssasotoopoosaorss 


0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 i100 


n 段 时 间 
9 一 3.250 


0.9 eseeseaesseeeeeeosse5ssse4545soseseaesesesesesee 


0.8 Sorerererarnre e000. Perererorerere?e 


QS ee 


ee 
0 . soersre orore 0 0 0 00 00 


0 100 
n 段 时 间 
©)r=3.555 


200 


图 1-21 对 6 个 参数 值 ~， 


(e)a 一 一 1. 2a, 十 50 
(fa 一 1.2a, 一 50 
(g)a+i 一 0,. 8a, 十 100 
(ha 一 0. 8a,— 100 
(ba 一 一 0. 8a, 十 100 
(j)a+1 一 au 一 100 
(k)a 一 av 十 100 


人 11 数 


人 141i 数 


人 口 数 


第 工 章 


006 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
n 段 时 间 


b) 一 2.750 


0.8 oreovoseverernasoooosoorossosottstt ti ososero 


0 100 
n 段 时 间 
d)/=3.525 


200 


. ses sos reeseseoseee 
sp? 000e 

soe ornreroooee 
ee . 

ee 


9 


n 段 时 间 
f)r=3.750 


方程 os = 二 =r(1 一 a,)a, 的 数值 解 展示 的 长 期 行为 
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建立 下 列 初 值 问题 的 数值 解 ， 画 出 数据 的 图 形 以 观察 解 的 模式 ， 存 在 平衡 点 吗 ? 平衡 
点 是 稳定 的 还 是 不 稳定 的 ? 

(a)a, 一 一 1.2c 十 50， co 一 1000 

(b)a,: ;=0. 8a, 一 100， ao 一 500 

(c)asti=0. 8a ,一 100， ao 一 一 500 

(dec,ri 一 一 0. 8c, 十 100， ao 一 1000 

(e)ari 一 ,一 100， ao 一 1000 


.对 下 列 问 题 ， 如 果 存 在 平衡 点 的 话 ， 求 差分 方程 的 解 及 其 平衡 点 .对 各 种 初 值 讨 论 解 


的 长 期 行为 并 把 平衡 点 按 稳定 的 或 不 稳定 的 进行 分 类 . 
(ajani 一 一 an 十 2， ao=1 

(ba 一 ah 十 2， ao 一 一 

(c)a 一 aq 十 3.2， ao 一 1.3 

(da 一 一 3c。 十 4， an 一 5 


. 你 目前 有 一 个 月 付 利息 0. 5% 的 活期 储蓄 账户 ， 其 中 有 存款 5000 美元 .你 每 月 加 进 200 


美元 ， 建 立 一 个 模型 并 求 数值 解 以 确定 何 时 账户 中 的 存款 能 达到 20 000 美元 . 


,你 在 一 张 信 用 卡 上 从 款 500 美元 ， 每 月 要 收取 1. 5% 的 利息 ， 你 可 以 每 月 付 给 50 美元 


而 不 再 对 你 有 新 的 利息 收费 .什么 是 平衡 点 ? 用 信用 卡 的 术语 来 说 ， 平 衡 点 的 意思 是 
什么 ? 求 数值 解 ， 什么 时 候 账 户 里 的 欠 账 能 付 清 ? 最 后 付费 为 多 少 ? 


. 你 的 父母 正在 考虑 月 息 0.5% 、 数 额 为 100 000 美元 的 抵押 贷款 ， 试 建立 一 个 用 每 月 还 


款 p 表示 的 模型 ， 使 得 在 360 次 还 款 后 就 能 还 清 贷 款 . 提示: 如 果 a, 表示 nn 个 月 后 的 
欠 款 ， 那 么 什么 是 a。 和 aseo? 通过 计算 数值 解 的 实验 来 求 能 确保 360 月 (30 年 ) 还 清 贷 
款 的 p 值 . 


. 你 的 父母 正在 考虑 月 息 0.5% 的 一 笔 抵押 贷款 、 试 建立 一 个 用 每 月 还 款 p 表示 的 模型 ， 


使 得 在 360 次 还 款 后 就 能 还 清 贷款 .他们 每 月 可 以 还 款 1500 美元 ， 试 通过 实验 来 确定 
他 们 能 够 借贷 的 最 大 款额 . 提示: 如 果 a, 表示 n 个 月 后 的 欠 堵 ,那么 什么 是 a。 和 as6o? 


.你 的 祖父 母 有 一 笔 年 金 ， 年 金 按 前 一 个 月 的 余额 每 月 付 给 1% 的 利息 而 增长 着 .他 们 每 月 提 


取 1000 美元 作为 生活 费 ， 目 前 ， 他 们 的 年 金 中 有 50 000 美元 ， 用 动力 系统 建立 年 金 的 模型 ， 
求 平衡 点 ， 在 这 个 问题 中 ,平衡 点 表示 什么 意思 ? 通过 计算 数值 解 来 确定 何 时 年 金 将 用 尽 ? 


10. 第 1.2 节 例 4 的 继续 : 求 地 高 辛 模 型 的 平衡 点 ， 平 衡 点 的 意义 是 什么 ? 
11. 第 1.2 节 习题 6 的 继续 : 用 不 同 的 初 值 和 维持 剂量 来 做 实验 .把 给 药 间隔 时 间 和 给 药 


量 作为 方便 满意 的 度量 ， 求 一 种 方便 满意 的 组 合 . 


12. 第 1.2 节 习题 8 的 继续 ， 确定 在 古 敌 火 遗址 附近 发 现 的 猿人 头骨 的 年 代 . 
研究 课题 


1. 


你 计划 拿 出 一 部 分 薪水 作为 子女 的 教育 经 费 ， 你 希望 在 账户 里 有 足够 的 存款 ， 使 得 从 


现在 起 20 年 后 开始 的 8 年 里 ， 每 月 能 提出 1000 美元 。 账 户 每 月 付 给 你 0. 5% 的 利息 . 


[4 
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(a) 为 完成 你 的 投资 目标 ， 从 现在 起 20 年 里 你 总 共和 需要 积累 多 少 钱 ? 假设 从 第 一 个 孩子 上 
大 学 开始 你 就 停止 投资 一 一 一 种 安全 的 假设 . 

(b) 在 以 后 的 20 年 里 你 每 月 必须 存 多 少 钱 ? 

2. 假设 我 们 正在 考虑 鲸鱼 的 生存 问题 ， 又 假设 如 果 鲸 鱼 的 数量 降 到 低 于 最 小 生存 水 平 m 
以 下 ， 该 种 群 将 会 灭绝 ， 还 假设 由 于 环境 的 容纳 量 M， 鲸 鱼 的 数量 是 受 限 制 的 ， 即 ， 如 果 鲸 鱼 
的 数量 超过 了 M， 那 么 由 于 环境 不 能 支持 ， 数 量 会 衰减 .在 下 列 模型 中 ，a, 表示 ”年 后 鲸鱼 
的 数量 ， 对 M 二 5000，m 二 100,， 二 0. 0001 以 及 a。 = 二 4000 求 数值 解 . 

Qnr 一 an = kM— a,)(a,—m) 

再 对 不 同 的 M，m 和 & 做 实验 . 试 着 对 若干 个 ae 的 起 始 值 做 实验 ， 你 的 模型 有 什么 
预测 ? 

3. 完成 由 Donald R. Sherbert 写 的 UMAP 教学 单元 UMAP322“ 差 分 方程 及 其 应 用 ”， 该 
教学 单元 提供 了 有 关 求 解 一 阶 和 二 阶 线性 差分 方程 ， 包 括 求解 非 齐 次 方程 的 待定 系数 法 ， 是 很 
好 的 人 门 引 论 ， 还 包括 对 种 群 和 经 济 建 模 问 题 的 应 用 . 


1.4 差分 方程 组 


在 本 节 中 ， 我 们 将 研究 差分 方程 组 .对 于 所 选择 的 起 始 值 ， 建 立 数值 解 以 求 洞察 该 系统 的 
长 期 行为 。 在 第 1. 3 节 中 已 经 知道 ,平衡 点 是 因 变量 的 一 种 取 值 ， 一 旦 达到 了 平衡 点 ， 系 统 就 
个 会 再 有 变化 了 .对 于 本 节 中 要 研究 的 系统 ， 要 求 出 平衡 点 ， 然 后 对 平衡 点 附近 的 起 始 值 进 行 
探究 ， 如 果 从 靠近 一 个 平衡 点 的 起 始 值 开始 ， 我 们 想 知道 该 系统 是 否 

a. 仍然 靠近 该 平衡 点 

b. 趋 近 该 平衡 点 

c. 不 再 靠近 该 平衡 点 . 

在 平衡 点 附近 会 发 生 什么 将 提供 有 关 该 动力 系统 长 期 行为 的 洞察 ， 该 动力 系统 展示 周期 行 
为 吗 ? 有 振 划 行为 吗 ? 由 数值 解 描述 的 长 期 行为 对 

a. 初始 条 件 

b,， 所 研究 的 行为 的 建 模 中 用 到 的 比例 常数 的 微小 变化 
敏感 吗 ? 

尽管 本 节 中 的 方法 是 关于 数值 的 ， 但 是 在 第 11 章 处 理 微分 方程 组 时 ， 我 们 将 重 温 本 节 中 
描绘 的 若干 情景 ， 现 在 的 目的 是 用 差分 方程 对 某 些 行为 进行 建 模 ， 并 且 用 数值 方法 探究 由 该 模 
型 预测 的 行为 . 


例 1 汽车 租赁 公司 


一 家 汽车 租赁 公司 在 奥兰多 和 坦 帕 都 有 分 公司 ， 这 家 公司 是 专门 为 满足 在 这 两 个 城市 开展 
旅游 活动 的 旅行 社 的 需要 而 开设 的 。 因此， 游客 可 以 在 一 个 城市 租车 而 在 另 一 个 城市 还 车 ， 洲 
客 可 能 在 两 个 城市 都 有 旅行 计划 .该 公司 想 确定 对 这 种 方便 的 借 还 车 方式 的 收费 应 该 为 多 少 . 
因为 汽车 可 以 在 两 个 城市 归还 ， 每 个 城市 就 要 有 足够 的 车 辆 以 满足 用 车 需要 ， 如 果 置 放 的 车 辆 
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不 够 了 ,那么 要 从 奥兰多 运送 多 少 车 辆 到 坦 帕 或 者 要 从 坦 帕 运送 多 少 车 辆 到 奥兰多 呢 ? 对 这 些 
问题 的 回答 将 有 助 于 该 公司 计算 出 它 的 期 望 成 本 . 


在 分 析 了 历史 记录 数据 后 ， 确 定 约 有 60% 在 0 
奥兰多 出 租 的 车 辆 还 到 了 奥兰多 ,另外 40% 的 车 ”60% Cas Xm 风光 
辆 还 到 了 坦 帕 ， 在 坦 帕 分 公司 出 租 的 车 中 ， 有 30% 
70% 仍 旧 还 到 了 坦 帕 ， 另 外 30% 的 车 辆 还 到 了 奥 
兰 多 ， 图 1-22 是 对 这 种 情况 的 总 结 . 
动力 系统 模型 
我 们 来 研究 该 系统 的 一 个 模型 ， 令 n 表示 营业 天 数 ， 定 义 
0, = 第 ”天 营业 结束 时 在 奥兰多 的 车 辆 数 
T, = 第 ”天 营业 结束 时 在 坦 帕 的 车 辆 数 
因此 历史 记录 显示 该 系统 应 该 是 


图 1-22 在 奥兰多 和 坦 帕 的 汽车 租赁 公司 


Ow = 0.60, 十 0.3T， 
T = 0.40, 十 0.7T， 
平衡 点 
该 系统 的 平衡 点 就 是 使 系统 不 再 发 生变 化 的 O, 和 工 , 的 值 ， 如 果 它 们 存在 的 话 ， 分 别称 之 为 平 
衡 点 0 和 工 同时 有 O=O, =O, 和 了 =T,,, 二 T,， 代 人 我 们 的 模型 ， 给 出 下 列 对 平衡 点 的 要 求 
OiO= 0.60+0.3T 
T= 0.40+0.7T 
O=- 立 了 满足 这 个 方程 组 ， 例 如 ， 如 果 公司 有 7000 辆 车 而 且 开始 时 在 奥兰多 有 3000 辆 车 
而 在 坦 帕 有 4000 辆 车 ， 那 么 我 们 的 模型 预测 
OO = 0. 6(3000) 十 0.3(4000) = 3000 
: T, = 0.4(3000) 十 0.7(4000) = 4000 
因此 该 系统 如 果 在 (O，T)=(3000，4000) 处 开始 ， 将 保持 不 变 . 
接着 来 探究 如 果 从 不 同 于 平衡 点 的 值 开始 的 话 将 会 怎样 ， 对 以 下 四 个 初始 条 件 来 迁 代 该 系统 ， 


汽车 租赁 公司 的 四 个 起 始 值 
奥兰多 坦 帕 
情形 1 7000 0 四 
情形 2 5000 2000 
情形 3 2000 5000 ) 
情形 4 0 7000 36 


图 1-23 给 出 了 对 每 种 起 始 值 的 数值 解 或 表 值 的 图 形 . 

对 初始 条 件 的 敏感 性 以 及 长 期 行为 

四 种 情形 中 的 每 一 种 情形 ， 在 一 周 内 都 是 和 平衡 点 (3000，4000) 很 接近 的 ， 甚 至 在 其 中 一 
个 城市 没有 车 的 情况 下 也 是 如 此 ， 结果 暗示 平衡 点 是 稳定 的 而 且 对 起 始 值 是 不 敏感 的 ， 基 于 
这 些 探究 ， 我 们 倾向 于 预测 该 系统 趋 于 平衡 点 ， 在 那里 3/7 的 车 还 到 奥兰多 而 余下 4/7 的 车 
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3009.72 | 3990.28 
3092.916 | 3997.084 
3000.875 | 3999.125 


n 

0 7000 

1 4200 2800 

2 3360 3640 泣 
3 3108 3892 办 
4 | 30324 | 39676 上 
5 

6 

7 


局 了 内 和 山 记 一 后 | 全 
不 辆 数 


车 辆 数 


六 了 mwmwhb 一 已 | 


d) 情 形 4 
1-23 ”车辆 租赁 问题 
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还 到 坦 帕 ， 这 些 信息 对 该 公司 是 有 帮助 的 ， 知 道 了 在 每 个 城市 的 需求 模式 ， 该 公司 就 能 估计 需 
要 运送 多 少 辆 车 了 ， 在 习题 中 ， 要 求 你 们 探究 该 系统 以 确定 该 系统 是 否 对 0O,+! 和 T+1 的 方程 
中 的 系数 敏感 . | 


例 2 特 拉 法 尔 加 (Trafalgar) 战 斗 


在 1805 年 的 特 拉 法 尔 加 (Trafalgar) 战 斗 中 ， 由 拿破仑 指挥 的 法 国 、 西 班 牙 海军 联军 和 由 
海军 上 将 纳尔逊 指挥 的 英国 海军 作战 .一 开始 ， 法 西联 军 有 33 艘 战舰 ， 而 英 军 有 27 艘 战舰 ， 
在 一 次 遭遇 战 中 每 方 的 战舰 损失 都 是 对 方 战舰 的 10%， 分 数值 是 有 意义 的 ， 表 示 有 一 稻 或 多 
艘 战舰 不 能 全 力 以 赴 地 参加 战斗 . 

动力 系统 模型 

令 半 表示 战斗 过 程 中 遭遇 战 的 阶段 并 定义 

B, 二 第 ”阶段 英 军 的 战舰 数 
下 , 二 第 n 阶段 法 西联 军 的 战舰 数 
于 是 在 第 n 阶段 的 遭遇 战 后 ， 各 方 剩余 的 战舰 数 为 
Bi: = B, ~— 0.1F, 
Fn = F, — 0.1B, 

图 1-24 展示 了 起 始 值 为 B。 二 27 和 F = 二 33 的 战斗 的 数值 解 。 对 于 全 部 军力 介 和 人 的 情形 ， 
我 们 看 到 英 军 是 全 面 失 败 ， 只 剩 3 稻 战 舰 和 至 少 1 稻 战 舰 遭 到 严重 损坏 .在 战斗 结束 时 ， 经 历 
了 11 个 阶段 的 战斗 以 后 ， 法 西联 军 的 舰队 大 约 还 有 18 艘 战舰 . 


法 方 军力 30 
1 33.0000 
2 30.3000 
3 27.9300 R20 
4 25.8630 时 
5 24.0753 心 
6 22.5462 地 10 
7 21.2579 
8 20.1951 
9 19.3448 
10 18.6965 0 
11 18 2416 0 5 10 
阶段 
30 
下 
时 20 
Beng 
10 
0o 5 10 
阶段 


图 1-24 1805 年 全 力 参战 的 英 军 和 法 西联 军 战 舰 间 战 斗 的 数值 解 
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纳尔逊 档 士 的 分 割 并 各 个 击败 战略 

拿破仑 军队 的 33 条 战舰 基本 上 是 如 图 1-25 分 三 个 战斗 编组 沿 一 条 直线 一 字 排 开 的 ， 纳 尔 
逊 锁 士 的 战略 是 用 13 艘 英 军 战舰 去 迎战 战斗 编组 A( 另 外 14 条 战舰 备用 )， 战斗 后 存留 下 来 的 
战舰 加 上 备用 的 14 艘 战舰 去 迎战 战斗 编组 B， 最 后 所 有 剩 下 的 战舰 去 迎战 战斗 编组 C. 


Bb 信人 全 全 人 AAAAAAAAAAA vvv 全 全 人 人 人 人 AAAAAAL 
Te ecommrtmrtyavn pyewwwcenn caremmr smcrammy ee er 
战斗 编组 B=17 战斗 编组 4 =3 战斗 编组 C=13 


1-25 拿破仑 舰队 的 队 形 


假设 在 三 次 战斗 中 ， 每 一 次 战斗 中 每 一 方 战舰 损失 都 是 对 方 战舰 的 5% (为 了 增强 图 解 的 
清晰 性 )， 图 1-26 展示 了 每 次 战斗 的 数值 解 ， 在 战斗 A 中 ， 我 们 看 到 英 军 以 只 有 1 艘 战舰 受 损 
的 战绩 击败 法 军 ， 法 西联 军 的 3 艘 战 舰只 剩 下 (大 约 )1 艘 .战斗 B 中 ， 英 军 以 26 租 战 舰 的 优 
势 军 力 对 法 西联 军 的 18 艘 战舰 (来 自 战斗 编组 4 中 的 1 条 战舰 加 入 到 法 西联 军 的 战斗 编组 B). 
第 二 次 战斗 结果 是 法 西联 军 损失 了 战斗 编组 B 中 除 1 艘 战舰 外 的 全 部 战舰 而 且 另 外 1 艘 战舰 被 
重创 ; 英 军 有 19 艘 战舰 完好 无 损 ， 另 有 1 条 战舰 遭受 重创 . 


战斗 4 130 


法 方 军力 1 
1 3.000 00 
2 2.350 00 全 
3 1.707 50 从 12.8 
4 1.070 88 禄 
12.7 
0 1 2 3 4 5 
阶段 
3 
2 
时 
人 
顶 1 
0 
0 1 2 3 4 5 
阶段 


图 1-26 纳 尔 下 一 士 的 分 割 并 各 个 击败 的 战略 为 本 方 赢得 了 优势 
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po、 了 momohb 一 


Re 
名门 修罗 由 有 一 呈 刘表 了 宁 wm 人 wh 一 


战斗 B 


26.6471 
25.7436 
24.9066 
24.1341 
23.4238 
22.7738 
22.1824 
21.6479 
21.1689 
20.7440 
20.3720 
20.0519 
19.7827 
19.5637 
19.3941 
19.2734 


19.2734 
18.5512 
17.8772 
17.2495 
16.6666 
16.1268 
15.6286 
15.1707 
14.7520 
14.3711 
14.0272 
13.7191 
13.4462 
13.2075 
13.0024 
12.8304 
12.6909 
12.5834 


18.0709 
16.7385 
15.4513 
14.2060 
12.9993 
11.8281 
10.6894 
9.5803 
8.4979 
7.4395 
6.4023 
5.3837 
4.3811 
3.3919 
2.4138 
1.4441 


14.4441 
13.4804 
12.5529 
11.6590 
10.7965 
9.9632 
9.1569 
8.3754 
7.6169 
6.8793 
6.1607 
5.4594 
4.7734 
4.1011 
3.4407 
2.7906 
2.1491 
1.5146 


法 方 军力 


英 方 军力 


法 方 军力 


英 方 军力 


0 5 10 15 
阶段 
20 
pe 
0 
0 5 i0 15 
阶段 
19.5 
18.5 
17.5 
16.5 
15.5 
14.5 
13.5 
12.5 
0 10 20 
阶段 
15 
10 
5 
0 ; 
0 10 20 
阶段 


图 1-26 ( 续 ) 
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法 西联 军 再 次 把 战斗 编组 C 和 战斗 中 中 剩余 的 战舰 组 合 起 来 参加 战斗 C， 我 们 看 到 纳尔逊 
赢 了 ， 在 最 后 一 次 战斗 结束 时 ， 法 西联 军 只 有 1 艘 战舰 完好 无 损 而 英 军 却 有 12 艘 战舰 完好 无 
损 ， 双 方 都 还 有 1 艘 战舰 被 重创 . 

我 们 利用 分 割 并 各 个 击败 战略 的 模型 的 预测 结果 与 历史 上 真正 发 生 的 战斗 结果 类 似 ， 在 纳 
尔 逊 需 士 领导 下 的 英 军 舰队 确实 赢 了 特 拉 法 尔 加 战斗 ， 尽 管 法 西联 军 没 有 参加 第 三 次 战斗 而 是 
把 约 13 艘 战舰 撤回 到 了 法 国 . 不 幸 的 是 ,纳尔逊 珊 士 在 战斗 中 阵亡 了 ， 但 是 他 的 战略 是 光辉 
的 ， 如 果 没 有 这 样 的 战略 ， 英 军 可 能 会 损失 掉 他 们 的 舰队 . 二 


例 3 竞争 猎 兽 模型 -斑点 猫 头 座 和 和 集 


一 种 斑点 猫头鹰 在 其 栖息 地 (该 栖息 地 也 支持 华 的 生存 ) 为 生存 而 斗争 ， 还 假定 在 没有 其 他 
种 群 存在 的 情形 下 ， 每 个 单独 的 种 群 都 可 以 无 限 地 增长 ， 即 在 一 个 时 间 区 间 里 (例如 ， 一 天 ) 其 
种 群 量 的 变化 与 该 时 间 区 间 开 始 时 的 种 群 量 成 正比 ， 如 果 O, 表示 斑点 猫 头 做 在 第 n 天 结束 时 
的 种 群 量 ， 而 有 H, 表示 与 之 竞争 的 储 的 种 群 量 ， 那 么 

AO, 一 AO， 而 AH, = k,H, : 
这 里 和 k 是 增长 率 ， 都 是 正常 数 ， 第 二 个 种 群 的 存在 是 为 了 降低 另 一 个 种 群 的 增长 率 ， 反 
之 亦 然 ， 有 许多 方式 来 对 两 个 种 群 之 间 互 相 伤害 的 相互 作用 进行 建 模 ， 我 们 将 假设 这 种 增长 率 
的 减少 大 约 和 两 个 种 群 之 间 的 可 能 的 相互 作用 的 次 数 成 比例 所以， 一 个 子 模型 就 是 假设 这 种 
增长 率 的 减少 与 0, 和 顾 , 的 乘积 成 比例 .这 种 考虑 由 方程 组 
AO, = &0, ~ ksO.H, 
AH, = k, H, — kO,H, 
来 建 模 ， 对 第 "十 1 项 表示 的 上 述 方程 组 ， 给 出 
Om = (1 二 ki)O, — ksO.H, 
Hn = (1 k)H, — RO,H, 
其 中 ~ 都 是 正常 数 ， 现 在 ， 让 我 们 选择 特定 的 比例 常数 的 值 并 考 虚 方 程 组 : 


Ot = 1.20, — 0.0010,H, 
(1-10) 
Hn = 1.3H, — 0.0020,H, 
平衡 点 
如 果 称 C(O， 矿 ) 为 平衡 点 ， 那 么 必须 同时 有 0=0,;,, 二 O, 和 万 = 甩 ， 一刀， 把 它们 代入 
(1-10) 给 出 
O= 1.20— 0.0010H 
H = 1.3H— 0.0020H 
或 者 


0 = 0.20—0.0010H = 0O(0.2— 0.001H) 
0 = 0.3H—0.0020H = H(0. 3— 0.0020) 
第 一 个 方程 表明 如 果 O=0 或 太 二 0. 2/0.001 二 200， 那 么 斑点 猫头鹰 的 种 群 量 没 有 变化 . 
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第 二 个 方程 表明 如 果 五 =0 或 0=0. 3/0. 002== 
150,， 那么 华 的 种 群 量 没 有 变化 ， 如 图 1-27 所 


示 . 注意 在 (0,H) 一 (0, 0) 和 (O, H)=(150， 0 oe 和 
200) 处 存在 平衡 点 ， 因 为 两 个 种 群 的 种 群 量 在 这 最 150 上 -oo0o000000000000000000 
两 点 都 没有 变化 (如 果 取 这 两 个 点 中 的 任何 一 个 斑点 猫 头 广 的 种 群 最 
作为 起 始 值 ， 那 么 把 平衡 点 代入 方程 (1-10) 验 证 . 

知道 该 系统 确实 停留 在 (0，0) 和 (150，200)). 天 数 


2 AR 
机 而 集 的 种 群 量 从 200 开始 ， 那 么 这 两 个 

值 解 ， 注 意 头 两 个 值 是 靠近 平衡 点 (150，200) 种 群 都 停留 在 它们 的 起 始 值 处 

的 ， 而 第 三 个 值 靠近 原点 . 


斑点 猫 头 庆 华 
情形 1 151 199 
情形 2 149 201 
情形 3 10 10 


一 
从 这 些 起 始 值 开 始 ， 和 迭代 方程 (1-10) 得 到 的 数值 解 显示 在 图 1-28 中 .注意 在 每 一 种 情形 
两 个 种 群 中 的 一 个 一 定 驱使 另 一 个 种 群 灭绝 . 


n 

1 | 151 199 

2 | 151.151 | 198.602 

3 | 151.3623 | 198.1448 

4 | 151.6431 | 197.6049 

5 | 152.0063 | 196.9556 

6 | 152.4691 | 196.1653 

7 | 153.0538 | 195.1966 y 
8 | 153.7889 | 194.0044 : 和 让 
9 | 154.711 | 192.5343 

10 | 155.866 | 190.7202 

11 | 157.3124 | 188.4827 800 a 
12 | 159.1242 | 185.7261 时 600 . 
13 | 161.3956 | 182.3369 。 薄 400 ee? 
14 | 164.2463 | 178.1812 。 守 ee ， 
15 | 167.83 |173.1044 ”可 200| 99999999099eeeees888ee。 

16 er lon 091 6 000 

17 | 178.043 | 159. 

18 | 185.2588 | 150.5276 0 3 0 
19 | 194.424 | 139.9128 大 数 

20 | 206.1064 | 127.4818 

21 | 221.0528 | 113.1767 

22 | 240.2454 | 97.093 66 

23 | 264.9681 | 79.56915 
24 | 296.8785 | 61.273 32 

25 | 338.0634 | 43.273 85 
26 | 391.0468 | 26.997 39 
27 | 458.6989 | 13.982 12 
28 | 544.0252 | 5.349 589 
29 | 649.9199 | 1.133 844 
30 | 779.1669 | 0.000 182 a) 情 形 1 


图 1-28 斑点 猫 头 庆 或 者 储 支配 着 竞争 的 情形 
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92.875 98 
81.208 08 
67.984 86 
53.521 01 
38.510 79 
24.140 02 
12.046 71 
3.886 124 
0.312 85 
-0.077 16 


11.9 
14.127 68 
16.722 44 
19.719 52 
23.144 57 
27.005 83 
31.284 02 
35.919 94 
40.800 98 
45.748 44 
50.509 08 
54.754 77 
58.094 13 
60.098 78 
60.344 43 
58.465 41 
54.221 77 
47.580 39 


203.8842 
204.8824 
206.1204 
207.6616 
209.5862 
211.9954 
215.0186 
218.822 
223.6204 
229.6944 
237.4137 
247.2705 
259.9277 
276.29 
297.6073 
325.6289 
362.8313 
412.751 
480.4547 
573.1623 
700.9651 
877.412 


1119.496 
1446.643 
1879.731 


78.7416 

95.938 62 
115.9421 
139.0125 
165.493 
195.9126 
231.1382 
272.5838 
322.4855 
384.2597 
462.9712 
565.9237 
703.3227 
888.8048 


鸟 的 数 日 


2000 
1500 
冰 1000 


新 500 


c) 情 形 3 
图 1-28 ( 续 ) 


e 斑点 猫 头 光 
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对 初始 条 件 的 敏感 性 和 长 期 行为 

假定 在 由 方程 (1-10) 建 模 的 栖息 地 中 安置 了 350 头 猫 头 庆 和 和 华 . 如果 150 头 为 猜 头 雇 ， 那 
么 我 们 的 模型 预测 猫头鹰 将 永远 停留 在 150 头 的 数量 上 ， 如 果 从 栖息 地 移 走 一 头 猫头鹰 ( 剩 下 
149 头 )， 那 么 我 们 的 模型 预测 猪头 应 将 会 庆 绝 . 然而， 如 果 在 栖息 地 安置 151 头 猫 头 应 ， 那 
么 我 们 的 模型 预测 猫头鹰 将 会 无 限 增长 而 华 将 会 消失 ， 这 个 模型 对 初始 条 件 是 极其 敏感 的 ， 在 
如 下 意义 下 平衡 点 是 不 稳定 的 ， 即 如 果 我 们 从 靠近 两 个 平衡 点 的 初 值 开始 ， 那 么 它们 以 后 不 再 
是 靠近 平衡 点 .注意 要 模型 预测 在 单一 的 栖息 地 中 两 个 种 群 共存 是 极 不 可 能 的 ， 因 为 两 个 种 群 
之 一 最 终 将 控制 栖息 地 ， 在 习题 中 ， 要 求 通过 考察 其 他 的 起 始点 以 及 改变 模型 中 的 系数 来 进 一 
步 探 究 这 个 系统 . 而 


例 4 对 政党 的 投票 趋势 


考虑 由 共和 党 、 民 主 党 和 独立 派 组 成 的 一 个 三 政党 系统 ， 假设 在 下 一 次 选举 中 ， 曾 经 投票 
给 共和 党 的 选民 中 的 75%% 仍 将 投票 给 共和 党 ， 他 们 中 的 5%% 将 投票 给 民主 党 ， 而 20% 将 投票 给 
独立 派 . 曾经 投票 给 民主 党 的 选民 中 的 20% 将 投票 给 共和 党 ，60% 将 再 次 投票 给 民主 党 ， 而 
20% 将 投票 给 独立 派 ， 曾 经 投票 给 独立 派 的 选民 中 的 40% 将 投票 给 共和 党 ; 20% 将 投票 给 民 
主 党 ， 而 40% 将 再 次 投票 给 独立 派 . 假设 从 一 次 选举 到 下 一 次 选举 都 保持 这 种 趋势 ， 还 假设 
没有 额外 的 选民 进入 或 离开 该 系统 ， 如 图 1-29 所 示 . 


1-29 在 共和 党 、 民 主 党 和 独立 派 之 间 的 选举 趋势 


为 形成 一 个 差分 方程 组 令 n 表示 第 n 次 选举 并 定义 
R, 二 第 n 次 选举 投 共和 党 票 的 人 数 
D, 二 第 n 次 选举 投 民主 党 标的 人 数 
1, 三 第 nn 次 选举 投 独立 派 票 的 人 数 
形成 了 差分 方程 组 后 ， 我 们 就 有 下 列 动力 系统 
有 Ri = 0.75R, + 0. 20D, 十 0.4071， 
站 = 0.05R, + 0. 60D, + 0. 201, 
~ I = 0.20R, + 0.20D, + 0.40, 
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平衡 点 : 
如 果 把 (CR，D， 也 称 为 平衡 点 ， 那 么 必须 同时 有 R=R,i1 = 二 R,,D=D,r) 一 D 和 I= 1 
二 1,， 代 人 该 动力 系统 给 出 
一 0.25R 十 0.20D 十 0.40I=0 
0.05R— 0.40D++0.20I=0 
0. 20R 十 0.20D 一 0.60T= 0 
这 个 方程 组 有 无 穷 多 个 解 . 令 1 二 1， 如 果 R=2. 221 以 及 D=0.777 769 4( 近 似 数 ) ， 那 么 
它们 也 满足 该 方程 组 ， 假 定 该 系统 有 399 998 个 选民 ， 于 是 R=222 221、 力 = 77 777 和 了 一 
100 000 就 应 该 近似 地 是 平衡 点 ， 让 我 们 用 电子 制 表 软件 来 验算 这 个 平衡 点 以 及 若干 其 他 的 值 . 
全 体 选 民 数 为 399 998， 一 开始 的 选民 数 如 下 : 
二 


共和 党 民主 党 独立 派 
情形 1 222 221 77 777 100 000 
情形 2 227 221 82 777 90 000 
情形 3 100 000 100 000 199 998 
情形 4 0 0 399 998 
09998 
图 1-30 中 是 对 这 些 起 始 值 的 数值 解 . 


n 共和 党 
0 222 221 77777 
1 222 221.2 77 777.25 
2 222 221.2 77 777.33 
3 222 221.1 77 777.36 
4 222 221.1 77 777.37 
5 222 221.1 77 777.38 
6 222 221.1. 77 777.38 
7 222 221.1 77 777.39 
8 222 221.1 77 777.39 
9 222 221.1 77 777.39 
10 222 221.1 77777.39 


a) 人 情形 1 


n 独立 派 5 本 
0 | 227221 82 777 @ 独 立 派 
1 | 222971.2 | 79027.25 | 97999.6 
2| 2222337 | 7816483 | 9959952 250005 。。。。。。。。。。 
3 | 222 148 77 930.48 | 99919.5 200 000 
4 | 222 164.9 | 77849.59 | 99983.5 
5 | 222 187 778147 | 99996.3 将 150 000 
6 | 222201.7 | 77797.43 | 9%9 998.86 100 000 
7 | 2222103 | 7778832 | 9999937 起 50 000 5 538888888 
8 | 222215.1 | 77783.38 | 99 999.47 
9 | 222217.8 | 77780.68 | 9%999949 

10 | 222219.3 | 77779.2 | 9%99995 0 2 4 6 8 1 


第 n 次 选举 


b) 情 形 2 
图 1-30 选举 趋势 
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100 000 
174 999.2 
200 249 
210 936.4 
216 174.5 
218 927.5 
220 416 
221 229.6 
221 676 
221 921.4 
222 056.3 


Seoowvewmwhwb 一 口 3 


n 
0 0 

1 159 999.2 
2 199 999 

3 212 398.9 
4 217 298.9 
5 219 609.9 
6 220 804.1 
7 221 445.6 
8 221 795.4 
9 221 987.1 
0 


i 


222 092.4 
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100 000 199 998 
104 999.6 | 119999.2 
95 749.56 | 103 999.4 
88 262.07 | 100 799.5 
83 663.96 | 100 159.5 
81039 100 031.5 
79 576.08 | 100005.9 ; 
78 767.63 | 100 000.8 

78 322.21 | 99999.76 

78077.08 | 99999.55 
77942.23 | 99 999.51 


c) 情 形 3 


0 
79 999.6 

87 999.56 
85 199.57 
82 219.59 
80 292.6 

79 175.15 
78 549.04 
78 202.37 
78011.25 
77 906.03 


0 2 4 6 


8 10 
第 mn 次 选举 


d) 情 形 4 


图 1-30 ( 续 ) 
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假定 一 开始 该 系统 有 399 998 个 选民 ， 而 且 全 部 留 在 该 系统 中 ， 至 少 对 于 我 们 研究 的 起 始 
值 来 说 ， 该 系统 趋 于 同一 个 结果 ， 即 使 一 开始 在 该 系统 中 没有 选 共和 党 或 民主 党 的 选民 ， 所 考 
察 的 平衡 点 看 来 是 稳定 的 ， 在 平衡 点 附近 的 起 始 值 趋 于 平衡 点 ， 关 于 原点 ， 情 况 会 怎样 ?” 它 是 
稳定 的 吗 ? 在 习题 中 ， 要 求 你 们 通过 考察 其 他 的 起 始点 以 及 改变 模型 中 的 系数 来 进一步 探究 这 
个 系统 ， 此 外 ， 要 求 你 们 考察 系统 ， 其 中 选民 可 以 进入 和 离开 该 系统 . 


习题 


1. 考虑 例 1， 汽 车 租赁 公司 ， 用 不 同 的 系数 值 来 做 实验 ， 对 给 定 的 初 值 选 代 所 得 到 的 动力 
系统 .然后 对 不 同 的 起 始 值 做 实验 .你 的 实验 结果 是 否 表 明 模型 对 


(a) 系 数 
(b) 起 始 值 
是 敏感 的 呢 ? 


2. 考虑 例 3， 斑 点 猫 头 座 和 和 华 ， 利用 给 定 的 起 始 值 ， 用 系数 不 同 的 值 来 做 实验 ， 然 后 再 试 
不 同 的 起 始 值 ， 什 么 是 其 长 期 行为 ? 你 的 实验 结果 是 否 表 明 模 型 对 
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心 
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(a) 系 数 
(b) 起 始 值 
是 敏感 的 呢 ? 


. 在 1805 年 的 特 拉 法 尔 加 (Trafalgar) 战 斗 中 ， 我 们 看 到 如 果 两 军 简单 地 正面 交锋 的 话 ， 


英 军 在 战斗 中 大 约 要 损失 24 艘 战舰 ， 而 法 西联 军 约 损失 15 艘 战舰， 我 们 还 看 到 纳 尔 

逊 事 士 利用 分 割 并 各 个 击败 的 战略 战胜 了 敌人 的 优势 兵力 .弱势 兵力 战胜 优势 兵力 的 另 

一 种 策略 就 是 增强 它 所 使 用 的 技术 装备 ， 假 定 英 军 战舰 装备 了 优良 的 武器 ， 又 假定 法 西 

联军 遭受 的 损失 为 英 军 战舰 数 的 15%， 而 英 军 遭受 的 损失 为 法 西联 军 战舰 数 的 5%. 

(a) 形 成 一 个 差分 方程 组 对 双方 的 战舰 数 进行 建 模 . 假设 法 西联 军 一 开始 的 战舰 数 为 33 
艘 ， 而 英 军 一 开始 的 战舰 数 为 27 艘 . 

(b) 建 立 数值 解 以 确定 在 新 的 假设 条 件 下 正面 交战 的 话 ， 哪 一 方 会 赢 . 

《c) 利 用 纳 尔 避 需 士 的 分 割 并 各 个 击败 的 战略 结合 英 军 战舰 装备 了 优良 武器 的 条 件 建立 
三 次 战斗 的 数值 解 . 


. 假定 斑点 猎头 唐 的 主要 食物 来 源 是 单一 的 食 饵 : 老鼠 .生态 学 家 希望 预测 在 一 个 野生 


鸟 兽 保 护 区 里 斑点 猫头鹰 和 老鼠 的 种 群 量 水 平 ， 令 M, 表示 n 年 后 老鼠 的 种 群 量 ， 而 
0O, 表示 n 年 后 斑点 猎头 座 的 种 群 量 ， 生 态 学 家 提出 了 下 列 模型 
AM = 1.2M, — 0. 0010,.M, 
On = 0.70, + 0.0020,M, 
生态 学 家 想 知道 在 栖息 地 两 个 种 群 能 否 共存 以 及 结果 是 否 对 起 始 种 群 量 敏感 . 
Ca) 比较 上 面 模型 中 系数 的 正 负 号 和 例 3 中 猫头鹰- 华 模型 中 系数 的 正 负 号 ， 依 次 解释 正 
在 建 模 的 捕食 者 - 食 饵 关系 中 四 个 系数 1. 2、 一 0. 001、0.7 和 0. 002 的 正 负 号 的 意义 . 
(b) 对 下 表 中 的 初始 种 群 量 进行 检验 并 预测 其 长 期 行为 : 


猫 头 广 老鼠 
情形 A 150 200 
情形 B 150 300 
情形 C 100 200 
情形 DD 10 20 


(c) 现 在 利用 给 定 的 起 始 值 对 不 同 的 系数 的 值 做 实验 ， 然 后 再 试 不 同 的 起 始 值 ， 长 期 行 
为 是 怎样 的 ? 你 的 实验 结果 是 否 表明 模型 对 系数 是 敏感 的 ? 是 否 对 起 始 值 敏感 ? 


' 在 例 4 的 投票 趋势 中 ， 对 原点 附近 的 起 始 值 做 实验 .原点 是 稳定 平衡 点 吗 ? 试 加 以 说 


明 . 利用 给 定 的 起 始 值 对 不 同 的 系数 值 做 实验 ， 然 后 试 试 不 同 的 起 始 值 ， 长 期 行为 是 
怎样 的 ? 你 的 实验 结果 是 否 表明 模型 对 系数 是 敏感 的 ? 是 否 对 起 始 值 敏 感 ? 

现在 假设 每 个 党 都 在 补充 新 党 员 ， 当 每 个 党 都 补充 了 未 登记 的 公民 作为 新 党 员 时 ，_- 
开始 就 要 假设 选民 总 数 要 增加 ， 对 新 党 员 人 数 不 同 的 值 做 实验 ， 长 期 行为 是 怎样 的 ? 它 对 补 
充 的 速率 是 敏感 的 吗 ? 你 怎样 调整 模型 以 反映 选区 的 公民 总 数 是 不 变 的 ? 怎样 调整 模型 以 反 
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映 你 所 在 的 选区 正在 发 生 的 情况 ， 从 长 远 的 观点 来 看 ， 在 你 的 选区 里 将 会 发 生 什 么 情况 ? 

. 经 济 学 家 要 研究 单个 产品 的 价格 变化 ， 据 观察 ， 市 场 上 产品 的 高 价格 会 吸引 更 多 的 供 

应 商 ， 但是， 增加 所 供应 的 产品 数量 会 导致 价格 的 下 跌 . ,随时 间 的 变化 ， 存 在 着 价格 

和 供应 之 间 的 相互 作用 . 经 济 学 家 提出 了 下 面 的 模型 ， 其 中 已 , 表示 第 ”年 的 产品 价 

格 ， 而 Q, 表示 第 年 产品 的 数量 : 
P= P,— 0.1(Q, 一 500) 
Q = Q, 十 0.2(P, 一 100) 

(a) 该 模型 直观 上 有 意义 吗 ? 常数 100 和 500 的 意义 是 什么 ? 解释 常数 一 0.1 和 0. 2 的 

正 负 号 的 意义 . 
(b) 对 下 表 中 的 初始 条 件 进行 检验 并 预测 其 长 期 行为 : 


be 


价格 数量 
情形 A 100 500 
情形 B 200 500 
情形 C 100 600 
情形 DD 100 400 


7. 1868 年 ， 偶 然 从 澳大利亚 引 和 美国 的 歇 棉 (Icerya Purchasi) 威 胁 到 甚至 会 毁灭 美国 的 
柑橘 业 ， 为 对 抗 这 种 形势 ， 引 进 了 一 种 天 然 的 澳大利亚 捕食 者 标 虫 INovius cardinalis). 
杜 虫 使 得 吹 棉 明 的 数量 降 到 一 个 相对 低 的 水 平 . 当 发 明了 能 杀 死 明 的 杀 虫 剂 DDT 后 ， 
农民 就 用 DDT 希望 能 进一步 降低 蟹 的 数量 . 但是， 事实 证明 DDT 对 标 虫 也 是 致命 的 ， 
而 且 利用 了 这 种 杀 忠 剂 后 的 总 效果 是 增加 了 蛤 的 数量 . 令 C, 和 B, 分 别 表 示 n 天 后 吹 
棉 蛤 和 桔 虫 的 种 群 量 水 平 ， 推 广 习 题 4 中 的 模型 ， 有 

Ca = Ct kiC, — ks B,C, 
忆 = B, — ksB, + k, B,C, 
其 中 外 都 是 正常 数 . 
(a) 讨 论 该 模型 中 每 个 的 意义 . 
(b) 在 一 个 种 群 不 存在 时 ， 关 于 另 一 个 种 群 的 增长 的 隐 含 的 假设 是 什么 ? 
(c) 对 系数 取 值 并 再 试 试 几 个 起 始 值 ， 你 的 模型 预测 的 长 期 行为 是 什么 ? 改变 系数 ， 你 
的 实验 是 否 表明 模型 对 系数 是 敏感 的 ? 对 起 始 值 是 否 是 敏感 的 ? 
〈d) 修 改 该 捕食 者 一 食 饵 模型 使 之 能 反映 农民 (在 常规 的 基础 上 ) 使 用 杀 虫 剂 以 与 标 虫 和 
歇 棉 晶 当前 的 数量 成 比例 的 杀 死 率 杀 死 它们 的 情形 . . 


研究 课题 


1. 完成 由 Martin Eisen 写 的 UMAP 教学 单元 UMAP553“ 生 物 学 中 某 些 差分 方程 的 图 形 分 
析 ” 提 出 的 要 求 .许多 生物 种 群 的 增长 可 以 用 差分 方程 来 建 模 . 该 教学 单元 展示 了 可 以 用 图 形 
方法 来 预测 的 某 些 方程 的 解 的 行为 . 
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2. 对 本 节 参 考 文献 中 列 出 的 May 等 人 的 论文 写 一 个 综述 报告 . 

3. 完成 由 Carol Weitzel Kohfeld 写 的 UMAP 教学 单元 UMAP304“ 党 派 支持 的 增长 1， 模 
型 和 估计 ”和 UMAP305“ 党 派 支持 的 增长 I”，UMAP304 提供 了 政治 动员 的 一 个 简单 模型 ， 其 
改进 把 特殊 党 派 的 支持 者 和 可 能 补充 的 非 支持 者 之 间 的 相互 作用 包括 在 内 . UMAP305 研究 了 
一 阶 二 次 差分 方程 模型 的 数学 性 质 ， 该 模型 是 利用 美国 三 个 县 的 数据 来 检验 的 . 
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Tuchinsky, P. M. Man in Competition with the Spruce Budworm，UMAP 综述 专著 . 
在 加 拿 大 和 美国 缅 因 州 东 部 地 区 的 常 绿林 区 内 ， 一 种 极 小 的 毛虫 群 周 期 性 地 猛 增 ， 它们 狼 吞 虎 
咽 地 吞食 树木 的 针 状 叶 ， 造成 了 对 该 地 区 的 经 济 有 重要 影响 的 森林 的 巨大 破坏 . 加 拿 大 新 布 伦 
瑞 克 省 正在 利用 蚜虫 /森林 相互 作用 的 数学 模型 来 力图 规划 和 控制 这 种 破坏 . 该 专著 综述 了 生 
态 情况 ， 并 考察 了 计算 机 模拟 以 及 当前 在 使 用 的 模型 . 
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引言 


第 1 章 中 介绍 了 表示 种 群 量 的 多 少 、 血 流 中 药物 的 浓度 、 各 种 金融 投资 以 及 汽车 租赁 公司 
在 两 个 城市 间 车 辆 分 配 的 图 示 模 型 ， 现 在 我 们 要 更 进一步 考察 数学 建 模 的 过 程 ， 为 进一步 了 解 
数学 建 模 中 的 各 个 过 程 ， 考 虑 图 2-1 中 所 示 的 两 个 世界 .假定 我 们 要 了 解 现实 世界 中 的 某 些 行 
为 或 现象 ， 我 们 也 许 希望 对 该 行为 的 未 来 做 出 预测 并 分 析 各 种 处 境 对 该 行为 的 影响 . 


现实 世界 数学 世界 


图 2-1 现实 世界 和 数学 世界 


例如 ， 当 研究 两 个 相互 作用 的 物种 的 种 群 量 时 ， 我 们 也 许 希望 知道 在 它们 的 环境 中 物种 能 
否 共存 ， 或 者 是 否 可 能 一 个 物种 最 终 占 了 支配 地 位 而 迫使 另 一 个 物种 灭绝 .在 用 药 管理 的 例子 
中 ， 重 要 的 是 要 知道 正确 的 剂量 以 及 在 保持 血 流 中 药物 的 安全 和 有 效 水 平 的 剂量 之 间 的 时 间 . 

应 该 怎样 构建 并 利用 数学 世界 中 的 模型 以 帮助 我 们 更 好 地 了 解 现 实 世 界 的 系统 呢 ? 在 讨论 怎 
样 把 两 个 世界 联系 在 一 起 之 前 ， 先 来 考虑 什么 是 现实 世界 的 系统 以 及 我 们 为 什么 首先 会 对 构建 系 
统 的 数学 模型 感 兴趣 . 

一 个 系统 就 是 由 一 些 有 规律 的 相互 作用 或 内 在 的 依赖 关系 联结 在 一 起 的 对 象 的 集合 体 ， 建 
模 者 希望 了 解 一 个 特殊 的 系统 是 怎样 工作 的 ， 是 什么 造成 了 系统 的 变化 以 及 系统 对 某 些 变化 有 多 敏 
感 . 建 模 者 还 希望 预测 系统 会 发 生 什 么 样 的 变化 以 及 何 时 发 生变 化 ， 怎 样 获取 这 种 信息 呢 ? 

例如 ， 假 定 目标 是 要 从 现实 世界 所 观察 到 的 现象 中 得 出 结论 ， 一 种 过 程 或 步骤 就 是 对 某 些 实 
际 行为 做 试验 或 实验 ， 然 后 观察 它们 对 实际 行为 的 影响 ， 如 图 2-2 左 部 所 示 . 尽管 这 样 一 种 过 程 
可 能 降低 由 不 那么 直接 的 方法 所 引起 的 保 真 性 的 丧失 ， 但 是 某 些 情况 下 我 们 不 希望 遵循 这 种 过 
程 ， 例 如 ， 在 诸如 决定 药物 的 致命 浓度 水 平 或 者 研究 核电 厂 故障 对 附近 人 口 密集 地 区 的 辐射 影响 
时 ， 即 使 是 单个 试验 的 成 本 也 可 能 高 得 令 人 不 敢 问津 .或 者 ， 研 究 有 人 操纵 的 宇宙 飞船 的 热 屏蔽 
不 同 设计 的 时 候 ， 我 们 甚至 可 能 不 愿意 接受 单 次 试验 的 失败 ， 此 外 ， 在 研究 电离 层 组 成 的 特殊 的 
变化 及 其 对 极地 冰 帽 相应 的 影响 时 ， 甚 至 不 可 能 做 试验 ， 而 且 ， 我 们 可 能 希望 推广 在 一 次 试验 中 
超出 实验 特定 条 件 组 (例如 纽约 某 天 的 气候 条 件 为 : 温度 为 82 下、 风力 每 小 时 15~20 英里 、 湿 度 
包 儿 、 多 云 等 ) 的 结论 ， 最 后 ， 即 使 在 某 些 非常 特殊 的 条 件 下 能 成 功 预测 实际 行为 ， 也 未 必 能 解 
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释 为 什么 会 发 生 这 种 特殊 的 行为 (尽管 预测 和 解释 的 能 力 常常 是 紧密 相连 的 ， 预 测 一 种 行为 的 能 
力 并 不 一 定 意味 着 了 解 该 行为 ， 在 第 3 章 中 ， 将 研究 为 帮助 我 们 做 出 预测 而 特别 设计 的 方法 ， 即 
使 不 能 满意 地 解释 行为 的 所 有 方面 )， 上 述 讨论 强调 了 需要 发 展 研究 实际 系统 的 间接 方法 . 

对 图 2-2 的 考察 提示 了 获取 有 关 现实 世界 的 结论 的 另 一 种 方法 ， 首 先 ， 对 正在 研究 的 行为 
做 特定 的 观察 并 识别 看 来 是 有 关联 的 因素 ， 通常 不 可 能 考虑 ， 或 者 甚至 是 识别 行为 中 所 有 有 关 
联 的 因素 ， 所 以 做 出 消去 某 些 因素 的 简化 假设 ， 例 如 ， 当 研究 来 自 核电 厂 故障 造成 的 辐射 影响 
时 ， 至 少 一 开始 时 ， 可 以 选择 忽略 纽约 市 的 湿度 ， 其次， 猜测 所 选择 的 因素 之 间 的 一 些 暂时 的 
关系 ， 从 而 创建 了 一 个 有 关 该 行为 的 粗略 的 模型 ， 有 了 所 建立 的 模型 ， 应 用 适当 的 数学 分 析 来 
导出 有 关 该 模型 的 结论 ， 注意 这 些 结论 只 属于 该 模型 ， 而 不 属于 所 研究 的 真正 的 实际 系统 ， 考 
虑 到 在 构建 模型 时 做 了 某 些 简化 以 及 基于 该 模型 的 观察 误差 和 局 限 总 是 会 有 的 ， 因 此 ， 在 做 出 
有 关 实 际 行为 的 任何 推断 之 前 ， 必 须 仔细 考虑 这 些 异 常 . 

综 上 所 述 ， 我 们 就 有 以 下 的 粗略 的 建 模 步骤 : 

1) 通 过 观察 ， 识 别 有 关 实际 行为 的 主要 因素 ， 可 能 要 做 简化 . 

2) 猜 测 因素 之 间 暂 时 的 关系 . 

3) 将 数学 分 析 用 于 所 得 到 的 模型 . 

4) 借 助 实际 问题 来 解释 数学 的 结论 . 

我 们 曾 在 第 1 章 的 引言 中 画 过 这 个 建 模 过 程 的 流程 图 ， 现 在 图 2-3 中 作为 封闭 系统 再 次 画 
出 .给 定 某 个 实际 系统 ， 收 集 足 够 的 数据 来 形成 一 个 模型 . 其 次 分 析 该 模型 并 得 到 有 关 该 模型 
的 数学 结论 ， 然 后 阐明 该 模型 并 做 出 预测 或 提供 解释 最后， 对照 着 新 的 观察 和 数据 ， 检 验 我 
们 有 关 实 际 系统 的 结论 .然后 我 们 可 能 会 发 现 需要 返回 前 面 的 各 步骤 并 改进 该 模型 ， 以 提高 其 
预测 或 描述 的 能 力 . 也许 会 发 现 该 模型 确实 不 能 精确 地 拟 合 实际 问题 ， 所 以 必须 构建 一 个 新 的 
模型 ， 贯穿 本 书 我 们 将 详细 地 研究 这 种 建 模 过 程 的 各 个 部 分 . 


实际 问题 
的 数据 


数学 的 结论 


图 2-2 获取 有 关 现 实 世界 系统 中 行为 的 结论 . 图 2-3 ”作为 封闭 系统 的 建 模 过 程 


2.1 数学 模型 


我 们 把 数学 模型 定义 为 为 了 研究 特定 的 实际 系统 或 现象 而 设计 的 数学 结构 ， 图 示 、 符 号 、 模 
拟 和 实验 结构 都 包括 在 内 .数学 模型 可 以 进一步 加 以 区 分 .有 些 现 有 的 数学 模型 与 某 个 特殊 的 实 
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际 现象 是 一 致 的 ， 从 而 可 以 用 来 研究 该 现象 ， 有 些 数学 模型 是 专门 来 构建 并 研究 一 种 特定 现象 
的 ， 图 2-4 画 出 了 模型 之 间 的 这 种 区 分 ， 从 某 个 实际 现象 出 发 ， 可 以 通过 构建 一 个 新 的 模型 或 选 [53 


择 一 个 现 有 的 模型 数学 地 表示 该 现象 ， 另 一 方面 ， 可 以 通过 实验 或 某 类 模拟 来 重复 该 现象 . 


模型 构建 


图 2-4 模型 的 性 质 


至 于 构建 数学 模型 的 疑难 问题 ， 各 种 各 样 的 情况 都 可 能 使 我 们 放弃 任何 取得 成 功 的 希望 . 
模型 所 涉及 的 数学 是 如 此 的 复杂 而 且 难 于 处 理 ， 致 使 几乎 没有 希望 来 分 析 或 求解 该 模型 ， 从 而 
失去 了 该 模型 的 实用 性. 

例如 ， 当 我 们 试图 应 用 由 偏 微分 方程 组 或 非 线 性 代数 方程 组 给 出 的 模型 时 ， 就 可 能 出 现 这 
种 复杂 性 .或 者 问题 (就 涉及 的 因素 的 数目 ) 是 如 此 之 大 ， 以 至 于 用 单个 的 数学 模型 不 可 能 抓 住 
所 有 必要 的 信息 ， 预 测 种 群 的 相互 作用 、 资 源 的 利用 以 及 污染 的 的 全 局 影响 就 是 这 种 不 可 能 情 
形 的 例子 ， 在 这 种 情形 ， 我 们 试图 通过 做 各 种 实验 性 的 试验 来 直接 地 重复 该 行为 ， 从 这 些 试验 
中 收集 数据 并 以 某 种 方式 分 析 数 据 ， 可 能 会 用 到 统计 的 方法 或 曲线 拟 合 的 方法 ， 从 这 样 的 分 析 
中 ， 可 能 得 到 某 些 结论 . 

在 其 他 的 情形 中 ， 我 们 可 能 试图 间接 地 复 现 该 行为 ， 可 以 利用 诸如 对 力学 系统 进行 建 模 的 
电流 模拟 器 ， 可 以 利用 诸如 风 洞 中 缩小 了 尺 十 的 超 音 速 飞机 模型 那样 的 缩微 模型 ， 或 者 可 能 试 
图 利用 计算 机 复 现 一 种 行为 ， 例 如 ， 模 拟 种 群 的 相互 作用 、 资 源 的 利用 以 及 污染 的 的 全 局 影响 
或 模拟 早 高 峰 期 间 电 梯 系统 的 运行 . 

图 2-4 中 所 示 的 各 种 模型 类 型 之 间 的 区 别 只 是 为 了 易于 讨论 而 做 的 ， 例如， 实验 和 模拟 之 
间 的 区 别 在 于 观察 是 直接 (实验 ) 还 是 间接 (模拟 ) 得 到 的 .在 实际 的 模型 中 并 非 如 此 严格 ; 一 个 
主要 的 模型 可 以 从 现 有 的 模型 、 模 拟 和 实验 中 选取 若干 模型 作为 子 模型 ， 不 过 ， 对 比 这 些 类 型 
的 模型 并 比较 它们 描绘 现实 世界 的 各 种 能 力 是 能 提供 信息 的 ， 从 而 是 有 益 的 . 

为 此 ， 考 虑 模型 的 以 下 性 质 : 

保 真 性 : 模型 表示 现实 的 精确 性 ; 

成 本 : 建 模 过 程 的 总 费用 ; 

灵活 性 ， 当 收集 到 了 所 需要 的 数据 时 ， 改 变 和 控制 影响 该 模型 的 诸多 条 件 的 能 力 . 

知道 给 定 模型 具有 的 这 些 特 征 中 的 每 一 个 特征 所 处 的 地 位 是 有 用 的 ， 然 而 ， 特 定 的 模型 在 
图 2-4 认 定 的 模型 类 型 中 变化 可 能 会 很 大 ， 我 们 能 够 有 的 最 好 的 期 望 就 是 对 每 个 特征 在 各 类 模 
型 中 的 相对 表现 进行 比较 .这 种 比较 如 图 2-5 中 所 示 ， 其 中 纵 坐 标 表示 各 类 有 效 性 的 程度 ， 

让 我 们 概述 一 下 图 2-5 所 示 的 结果 . 首先 考虑 保 真 性 的 特征 . 为 证 明 最 大 的 保 真性 ， 我 们 
会 期 望 来 自 现实 世界 直接 的 观察 ， 即 便 会 产生 某 种 检验 的 偏差 和 测量 的 误差 。 我 们 会 期 望 实验 
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保 真 性 


图 2-5 各 类 模型 之 间 的 比较 


模型 具有 仅 次 于 现实 的 第 二 大 保 真 性 ， 因 为 行为 是 在 诸如 实验 室 那样 得 到 更 好 控制 的 环境 下 直 
接 观察 到 的 ， 由 于 模拟 融 人 了 间接 的 观察 ， 它 们 就 进一步 失去 了 保 真 性 ， 只 要 构建 了 数学 模 
型 、 简 化 了 现实 世界 的 条 件 ， 结 果 就 会 是 失去 更 多 的 保 真性 ， 最 后 ， 任 何 选择 的 模型 都 是 基于 
附加 的 简化 ， 这 些 简 化 甚至 不 适合 于 特定 的 问题 ， 从 而 意味 着 还 会 进一步 损失 保 真 性 . 

再 来 考虑 成 本 ， 一 般 说 ， 我 们 会 期 望 所 选择 的 数学 模型 成 本 最 小 、 所 构建 的 数学 模型 既然 要 简 
化 所 研究 的 现象 ， 就 要 承担 相应 的 附加 费用 .实验 的 确立 和 操作 通常 是 昂贵 的 ， 类 似 地 ， 模 所 要 用 
到 研制 起 来 十 分 昂贵 的 间接 的 设备 ， 而 且 模 拟 通常 要 包括 大 量 的 计算 机 空间 、 时 间 和 维护 费用 . 

最 后 考虑 灵活 性 。 构建 的 数学 模型 通常 是 最 灵活 的 ， 因 为 可 以 相对 容易 地 选择 不 同 的 假设 和 
条 件 ， 选 择 的 模型 是 不 那么 灵活 的 ， 因 为 它们 是 在 特定 的 假设 下 研制 的 。 不 过 ， 特 定 的 条 件 常常 
可 以 在 广泛 的 范围 内 变化 ， 为 了 略微 改变 假设 和 条 件 ， 模 拟 通 常 需要 研发 一 些 另外 的 间接 设备 . 
实验 就 更 不 灵活 了 ， 因 为 某 些 因素 在 超过 特定 范围 时 是 很 难 控制 的 ， 实 际 行为 的 观察 几乎 没有 灵 
活性 ， 因 为 观察 者 被 限制 在 观察 时 间 适 合 的 特定 条 件 里 ， 此 外 ， 要 创建 其 他 条 件 是 不 大 可 能 或 者 
根本 不 可 能 的 。 了 解 我 们 的 讨论 本 质 上 只 是 定性 的 以 及 对 这 些 一 般 规律 有 许多 例外 是 重要 的 . 


模型 的 构建 


在 上 述 讨论 中 ， 我们 把 建 模 看 作 一 个 过 程 并 且 简要 地 考虑 了 模型 的 形式 ， 现 在 让 我 们 集中 
注意 力 于 数学 模型 的 构建 ， 从 介绍 有 助 于 构建 模型 的 过 程 的 概述 开始 ， 在 下 一 节 中 ， 我 们 要 通 
过 讨论 若干 实际 例子 来 说 明 该 过 程 中 的 各 个 步骤 . 

第 1 步 识别 问题 什么 是 要 探究 的 问题 ? 通常 这 是 困难 的 一 步 ， 因 为 在 现实 生活 中 ， 没 
有 人 会 只 是 简单 地 给 你 一 个 有 待 解决 的 数学 问题 .通常 你 必须 从 大 量 的 数据 中 搜索 以 及 识别 所 
研究 问题 的 某 些 特定 的 方面 . 此外， 考虑 到 要 把 描述 问题 的 口头 陈述 翻译 为 数学 的 符号 表示 ， 
因此 在 阐明 问题 时 要 足够 精确 是 十 分 重要 的 . 通过 下 一 步 来 完成 这 种 翻译 ， 重 要 的 是 要 认识 到 
对 间 题 的 回答 可 能 不 会 直接 导致 合用 的 问题 识别 . 

第 2 步 ”做 出 假设 一 般 来 说 ， 不 能 指望 在 一 个 合用 的 数学 模型 中 抓 住 影响 问题 识别 的 所 有 的 


因素 ， 任 务 在 于 通过 减少 所 考虑 的 因素 的 数目 来 进行 简化 ， 于 是 ， 必 须 确定 余下 的 变量 之 间 的 关系 . 
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再 次 通过 假设 相对 简单 的 关系 ， 就 能 够 降低 问题 的 复杂 性 .因此 做 出 假设 就 有 两 个 主要 的 方面 
”a. 变量 分 类 : 什么 事情 影响 到 第 1 步 中 所 识别 的 问题 的 行为 ? 把 这 些 事情 作为 变量 列 出 
来 ， 模 型 寻求 解释 的 变量 是 因 变 量 ， 可 能 有 几 个 因 变 量 . 余下 的 变量 中 的 一 部 分 是 自 变量 .每 
个 变量 都 被 分 类 为 因 变 量 、 自 变量 或 者 两 者 都 不 是 .© 

你 可 能 出 于 两 个 理由 忽略 某 些 自 变量 .首先 ， 相 比 于 与 该 行为 有 关 的 其 他 因素 ， 这 个 变量 的 
影响 可 能 相对 小 一 点 。 其 次 ， 以 几乎 相同 的 方式 影响 各 种 选择 的 因素 可 能 可 以 忽略 ， 即 使 这 个 因 
京 对 所 研究 的 行为 有 很 重要 的 影响 例如， 考虑 确定 演讲 厅 最 佳 形状 的 问题 ， 其 中 黑板 或 者 投影 仪 
的 易 读 性 是 支配 准则 ， 照 明 肯定 是 关键 因素 ， 但 可 能 会 以 几乎 同样 的 方式 影响 所 有 可 能 的 形状 ， 通 
过 忽略 这 种 在 以 后 可 能 会 融合 进 一 个 分 开 的 、 改 进 的 模型 中 的 因素 分 析 就 可 能 大 大 简化 . 

b. 确定 研究 中 所 选择 的 变量 之 间 的 相互 关系 :在 能 够 假设 变量 之 间 的 关系 之 前 ， 一 般 说 ， 
必须 做 某 些 进一步 的 简化 .问题 可 能 十 分 复杂 以 至 于 不 可 能 看 出 一 开始 确定 的 所 有 变量 之 间 的 
关系 .在 这 种 情形 ， 有 可 能 要 研究 子 模型 ， 即 分 别 研究 自 变量 中 的 一 个 或 几 个 ， 最 后 再 把 子 模 
型 合 在 一 起 .研究 诸如 比例 性 那样 的 方法 会 有 助 于 做 出 变量 之 间 的 假设 关系 . 

第 3 步 ”求解 或 解释 模型 ”现在 把 所 有 的 子 模型 合 在 一 起 看 看 该 模型 告诉 我 们 什么 ， 在 某 
些 情形 ， 该 模型 可 能 包含 为 得 到 我 们 正在 寻求 的 信息 必须 要 求解 的 数学 方程 或 不 等 式 ， 问 题 的 
陈述 常常 要 求 模型 的 最 好 的 或 最 优 的 解 ， 以 后 要 讨论 这 类 模型 . 

常常 会 发 现 为 完成 这 一 步 ， 我 们 的 准备 是 相当 不 够 的 ， 或 者 可 能 会 得 到 一 个 不 会 求解 或 不 
会 解释 的 难于 处 理 的 模型 . 碰 到 这 种 情形 ， 我 们 也 许 应 该 回 到 第 2 步 并 做 出 另外 的 简化 假设 . 
有 时 甚至 要 回 到 第 1 步 去 重新 定义 问题 ， 我 们 将 在 下 面 的 讨论 中 进一步 阐明 这 一 点 . 


第 4 步 ”验证 模型 在 能 够 利用 该 模型 之 前 ， 必 须 检 验 该 模型 . 在 设计 这 些 检验 和 收集 数 


据 ( 这 可 能 是 一 个 昂贵 和 费时 的 过 程 ) 之 前 先 要 问 几 个 问题 . 首先 ， 该 模型 是 否 回答 了 第 1 步 中 
识别 的 问题 ， 或 者 是 否 偏 离 了 我 们 构建 该 模型 的 关键 问题 ? 其 次 ， 该 模型 在 实用 意义 下 有 用 
吗 ;， 即 ， 我 们 确实 能 收集 必要 的 数据 来 运作 该 模型 吗 ? 第 三 ， 该 模型 有 普遍 意义 吗 ? 

一 旦 通过 了 这 种 常识 性 检验 ， 就 要 利用 由 经 验 观察 得 到 的 实际 数据 来 检验 许多 模型 ， 要 小 
心 仔细 地 以 如 下 的 方式 来 设计 该 检验 ， 即 在 实际 应 用 该 模型 时 预期 会 磁 到 各 种 自 变量 的 同样 的 
取 值 范围 内 考虑 观察 结果 ， 在 第 2 步 中 做 的 假设 在 一 个 受 限制 的 自 变量 范围 内 是 合理 的 ， 但 对 
这 个 范围 之 外 的 值 却 是 非常 不 合理 的 例如， 对 牛顿 第 二 运动 定律 的 常用 的 解释 为 作用 在 物体 上 
的 力 等 于 物体 的 质量 乘 上 它 的 加 速度 ， 直 到 物体 的 速度 趋 近 于 光速 之 前 该 定律 都 是 合理 的 模型 

关于 从 任何 检验 中 得 出 的 结论 都 要 小 心 ， 就 像 不 能 简单 地 用 展示 支持 该 定理 的 许多 特殊 情 
形 来 证 明定 理 一 样 ， 类 似 地 ， 不 能 从 模型 收集 到 的 特殊 的 证 据 来 推出 广泛 的 一 般 结论 ， 一 个 横 
型 不 能 成 为 一 条 定律 就 是 因为 定律 是 在 某 些 特定 的 情形 下 重复 得 到 验证 的 ， 更 确切 地 说 ， 是 通 
过 收集 到 的 数据 来 证 实 模型 的 合理 性 . 

第 5 步 ”实施 模型 当然 ,模型 只 呆 在 档案 柜 里 是 不 会 有 用 的 . 要 用 决策 者 和 用 户 能 懂 的 
术语 来 解释 模型 是 否 对 他 们 有 用 . 此外， 如 果 模型 不 是 处 于 用 户 一 好 的 模式 ， 那么 它 很 快 就 会 


〇 ”作者 在 这 里 可 能 把 参数 也 当 作 变 量 了 .一 译 者 注 


[57] 


48 第 2 章 


没 用 . 昂贵 的 计算 机 程序 有 时 候 就 是 因此 而 销声匿迹 的 . 是 否 把 为 推进 运作 模型 必须 的 数据 的 
收集 和 输入 的 额外 一 步 包 括 在 内 ， 往 往 决 定 了 模型 的 成 败 . 

[58] 第 6 步 维修 模型 记 住 模型 是 从 第 1 步 识别 的 特定 的 问题 和 第 2 步 中 所 做 的 假设 推导 出 
来 的 ， 原 先 的 问题 会 有 任何 的 变化 吗 ? 或 者 某 些 先前 忽略 的 因素 会 变 得 重要 吗 ? 子 模型 中 的 一 
个 需要 调整 吗 ? 

图 2-6 中 综述 了 构建 数学 模型 的 步骤 .不 能 太 迷 恋 于 我 们 的 工作 .就 像 任何 模型 那样 ， 过 

程 只 是 一 个 近似 的 过 程 因 而 有 其 局 限 性 ， 例 如 ， 该 过 程 看 来 是 由 导致 有 用 的 结果 的 离散 的 步骤 
组 成 的 ， 但 实际 情形 很 少 这 样 . 在 提供 强调 建 模 过 程 的 迭代 性 质 的 另 一 种 过 程 之 前 ， 先 来 讨论 
图 2-6 中 的 方法 论 的 优点 . 


第 1 步 识别 问题 
第 2 步 ”做 出 假设 
a. 识别 变量 并 对 变量 进行 分 类 
b. 确定 变量 和 子 模型 之 间 的 相互 关系 
第 3 步 求解 模型 
第 4 步 验证 模型 
a. 表述 了 问题 吗 ? 
b. 在 通常 的 意义 下 它 有 意义 吗 ? 
c 用 实际 数据 来 检验 该 模型 . 
第 5 步 ”实施 模型 
维修 模型 


图 2-6 数学 模型 的 结构 


图 2-6 所 示 的 过 程 提 供 了 逐渐 集中 到 我 们 希望 研究 的 问题 的 那些 方面 的 一 种 方法 .而 且 ， 
它 说 明了 创造 性 和 建 模 过 程 中 所 用 的 科学 方法 的 不 寻常 的 融合 ， 头 两 步 具 有 更 为 艺术 和 原创 的 
性 质 ， 它 们 包括 抽象 出 所 研究 问题 的 本 质 特 征 ， 忽 略 被 判定 为 不 重要 的 因素 以 及 做 出 有 助 于 回 
答 由 原 问题 提出 的 议题 的 足够 精确 的 关系 的 假设 ， 这 些 关系 必须 简单 到 能 够 完成 后 面 的 几 步 . 
尽管 这 些 步骤 无 可 和 否认 地 包含 了 一 定 程度 的 创造 技巧 ， 我 们 还 是 要 学 习 评 估 特 定 变量 的 重要 性 
以 及 所 假设 的 关系 的 精确 性 的 科学 方法 ， 可 是 ， 当 完成 了 第 3 和 第 4 步 时 ， 切 记 该 过 程 很 大 程 
度 上 是 不 确切 和 直观 的 . 


例 1 _ 车辆 的 停止 距离 


情景 
考虑 经 常 在 司机 培训 班 上 给 出 的 下 列 规则 : | 
正常 的 驾驶 条 件 对 车 与 车 之 间 的 跟随 距离 的 要 求 是 每 10 英里 的 速率 可 以 允许 一 辆 车 的 跟随 臣 
离 ， 但 是 在 不 利 的 天 气 或 道路 条 件 下 要 有 更 长 的 跟随 距离 ， 做 到 这 点 的 一 种 方法 就 是 利用 2 秒 法 则 ， 
这 种 方法 不 管 车 速 为 多 少 ， 都 能 测量 出 正确 的 跟随 距离 ， 看 着 你 前 面 的 汽车 刚刚 驶 过 的 一 个 高 速 公 
路 上 涂 有 柏油 的 地 区 或 立交 桥 的 影子 那样 的 固定 点 ， 然 后 默 数 “ 一 于 零 一 ， 一 于 零 二 ”这 就 是 2 秒 e. 


”用 英文 读 完 就 用 了 两 秘 钟 ， 一 一 译 者 注 
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如 果 你 在 默 数 完 这 句 话 前 就 到 了 这 个 记号 处 ， 那 么 你 的 车 和 前 面 的 车 靠 得 太 近 了 . 

很 容易 执行 上 述 法 则 ， 但 是 该 法 则 有 什么 好 呢 ? 

识别 问题 

我 们 的 最 终 目 标 是 检验 这 条 法 则 以 及 在 它 失 灵 时 提出 另 一 条 法 则 . 但是， 问题 的 陈述 一 一 
该 法 则 有 多 好 呢 ? 是 模糊 不 清 的 . 我们 需要 更 多 的 细节 并 清楚 地 说 明 问题 ， 或 者 提出 一 个 
问题 ， 该 问题 的 解决 和 回答 有 助 于 在 允许 进行 更 为 精确 的 数学 分 析 的 同时 实现 我 们 的 目标 ， 考 
虑 下 面 的 问题 陈述 ， 预 测 作 为 车 辆 速率 的 函数 的 车 辆 的 总 的 停止 距离 . 

.假设 

用 关于 总 的 停止 距离 的 一 一 个 相当 显然 的 模型 

总 的 停止 距离 二 反应 距离 十 刹车 距离 


来 开始 进行 分 析 ， 
我 们 认为 反应 距离 就 是 从 司机 意识 到 要 停车 的 时 刻 到 真正 刹车 的 时 刻 期 间 车 辆 所 走 过 的 距 
离 ， 刊 车 距离 就 是 刹车 后 使 车 辆 完全 停 下 来 所 滑行 的 距离 . 


首先 对 反应 距离 研究 一 个 子 模型 ， 反 应 距离 是 许多 变量 的 函数 ， 而 我 们 只 是 从 列 出 其 中 的 


两 个 变量 开始 : 
反应 距离 一 矿 反 应 时 间 ， 吉 率 ) 

可 以 通过 我 们 想 要 的 更 多 的 细节 来 继续 研究 子 模型 ， 例 如 ， 反 应 时 间 既 受 个 体 驾驶 因素 也 
受 车 辆 操作 系统 的 影响 ， 系 统 时 间 就 是 从 司机 接触 到 刹车 踏板 到 刹车 从 机 械 上 起 作用 之 间 的 时 
间 .， 对 于 现代 的 车 辆 来 说 ， 大 概 可 以 忽略 系统 时 间 的 影响 ， 因 为 比 之 于 人 的 因素 ， 它 是 相当 小 
的 ， 不 同 司机 的 反应 时 间 取决 于 诸如 反射 的 本 能 、 警 觉 程 度 和 能 见 度 等 许多 事情 .因为 我 们 只 是 
研究 一 个 一 般 的 法 则 ， 只 能 融和 后面 那些 变量 的 平均 值 和 条 件 .一旦 子 模型 中 的 重要 变量 都 已 经 
识别 出 来 ， 就 能 确定 出 它们 之 间 的 相互 关系 .我 们 将 在 下 一 节 中 对 反应 距离 提出 一 个 子 模型 . 

其 次 考虑 刹车 距离 。 车 辆 的 重量 和 速率 肯定 是 要 考虑 的 重要 因素 ， 刹 车 的 效率 、 车 胎 的 类 型 
和 状态 、 道 路 表面 的 情况 以 及 天 气 条 件 是 其 他 合理 的 因素 .和 前 面 一 样 ， 我 们 最 可 能 假设 后 面 那 
些 因素 的 平均 值 和 条 件 。 因 此 最 初 的 子 模型 就 给 出 了 刹车 距离 作为 车 辆 重量 和 速率 的 函数 ， 

刊 车 距离 一 An( 重 量 ， 速 率 ) 
下 一 节 中 我 们 也 会 提出 和 分 析 一 个 刹车 距离 的 子 模型 . 

最 后 ， 我 们 来 简短 地 讨论 一 下 这 个 问题 的 建 模 过 程 中 的 后 三 个 步骤 ， 要 检验 我 们 的 模型 相 
对 于 实际 数据 的 情况 .模型 提供 的 预测 和 实际 驾驶 的 情形 一 致 吗 ?” 如 果 不 符合 ， 就 要 评估 某 些 
假设 ， 或 许 要 重新 构建 我 们 的 两 个 子 模型 中 的 一 个 (或 者 两 个 )， 如 果 模 型 确实 精确 地 预测 了 实 
际 的 驾驶 情形 ， 那 么 本 节 一 开始 陈述 的 法 则 是 否 和 该 模型 一 致 呢 ? 答案 给 出 了 回答 问题 “该 法 
则 有 多 好 ?” 的 一 个 客观 基础 。 不 论 我 们 提出 (为 执行 模型 ) 的 什么 样 的 规则 ， 只 有 易于 理解 并 易 
于 使 用 的 ， 它 才 是 有 效 的 .在 这 个 例子 中 模型 的 维修 看 来 不 是 一 一 个 特别 的 问题 可 是 ， 对 于 诸 
如 机 动 刹 车 或 圆 盘 甸 、 车 胎 设计 的 基本 变化 等 这 些 因素 对 模型 的 影响 ， 我 们 应 该 是 敏感 的 ， 国 

让 我 们 把 图 2-6 中 提出 的 建 模 过 程 和 科学 方法 进行 对 比 ， 如 下 是 科学 方法 ， 

第 工 步 ” 对 现象 做 一 些 一 般 性 的 观察 . 

第 2 步 形成 关于 现象 的 假设 . 

第 3 步 ”研制 检验 该 假设 的 一 种 方法 . 
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第 4 步 ”收集 用 于 该 检验 的 数据 . 

第 5 步 ”利用 该 数据 来 检验 假设 ， 

第 6 步 肯定 或 者 拒绝 该 假设 . 

按照 设计 ， 数 学 建 模 的 过 程 和 科学 方法 有 相似 之 处 ， 例 如 ， 两 个 过 程 都 包括 假设 、 收 集 实 
际 数据 以 及 用 数据 来 检验 或 验证 该 假设 ， 这 些 相似 之 处 并 不 令 人 惊讶 ;虽然 识别 建 模 过 程 中 的 
一 部 分 是 一 种 艺术 ， 但 是 只 要 有 可 能 ， 我 们 还 是 试图 科学 地 和 客观 地 处 理 问题 . 

这 两 个 过 程 之 间 有 着 细微 的 不 同 。 -一 个 不 同 就 在 于 两 个 过 程 的 主要 目标 ， 在 建 模 过 程 中 ， 
在 选择 要 包含 或 者 要 忽略 哪些 变量 以 及 假定 所 包含 的 变量 之 间 的 相互 关系 时 要 做 出 假设 ， 建 模 
过 程 的 目标 是 假设 一 个 模型 ， 但 在 科学 方法 中 证 据 是 收集 来 确证 模型 的 ， 与 科学 方法 不 同 ， 建 
模 过 程 的 目标 不 是 肯定 或 者 拒绝 该 模型 (因为 所 做 的 简化 的 假设 ， 我 们 知道 该 模型 不 是 精确 
的 ) ， 而 是 检验 它 的 合理 性 ， 我 们 可 以 决定 该 模型 是 相当 满意 和 有 用 的 ， 从 而 选择 接受 它 ， 或 
者 确定 该 模型 需要 改进 或 简化 ， 在 极端 的 情形 中 ， 甚 至 可 能 要 在 完全 拒绝 该 模型 的 意义 下 重新 
定义 问题 ， 在 后 面 几 章 中 将 会 看 到 这 种 决定 过 程 实际 上 构成 了 数学 建 模 的 核心 . 


模型 构建 的 迭代 性 质 


模型 构建 是 一 种 选 代 过 程 . 从 考察 某 些 系统 以 及 识别 我 们 希望 预测 或 解释 的 特定 的 行为 开 
始 ， 其 次 识别 变量 和 简化 假设 ， 然 后 生成 一 个 模型 .一 般 是 从 一 个 相当 简单 的 模型 开始 ， 然 后 
根据 我 们 确认 过 程 所 指示 的 结果 来 修改 模型 ， 如 果 我 们 不 能 提出 一 个 新 模型 或 者 不 能 求解 我 们 
已 有 的 模型 ， 就 必须 简化 模型 (图 2-7). 这 是 通过 把 某 些 变量 当 作 常 数 处 理 、 忽 略 或 者 集成 某 
些 变量 、 在 子 模型 中 假设 (诸如 线性 那样 的 ) 简单 关系 或 者 进一步 限制 所 研究 的 问题 来 完成 的 . 
另 一 方面 ， 如 果 结 果 不 够 精确 ， 就 必须 改进 该 模型 (图 2-7). 


识别 行为 和 
做 出 假设 


不 能 接受 的 结果 


把 结果 用 
十 该 模型 


做 出 预测 并 上 
/或 者 解释 


图 2-7 模型 构建 的 迭代 性 质 
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改进 一 般 与 简化 相反 : 引进 额外 的 变量 、 假 设 变量 之 间 的 更 为 复杂 的 关系 或 者 扩展 问题 的 
范围 ， 通 过 简化 和 改进 ， 我 们 确定 了 模型 的 一 般 性 、 现 实 性 和 精确 性 ， 不 能 过 分 强调 这 种 过 
程 ， 但 是 这 种 过 程 构 成 了 建 模 的 艺术 . 这 些 思想 总 结 在 表 2-1 中 . 

衷 2-1 数学 建 模 的 艺术 : 根据 需要 简化 或 改进 模型 


模型 简化 模型 改进 
1. 限制 问题 的 识别 . 1. 扩展 问题 . 
2. 忽略 一 些 变量 . 2. 考虑 额外 的 变量 . 
3. 若干 变量 合并 的 效果 . 3. 仔细 地 考虑 每 个 变量 . 
4. 令 某 些 变量 为 常数 . 4. 允许 变量 中 的 变化 
5. 假设 简单 的 (线性 ?关系 5. 考虑 非 线性 关系 . 
6. 融入 更 多 的 假设 6 


.减少 假设 的 数量 . 


我 们 通过 介绍 在 描述 模型 时 有 用 的 若干 术语 来 结束 本 节 ， 一 个 模型 称 其 为 强健 的 
Crobust)， 如 果 其 结论 并 不 依赖 于 精确 地 满足 其 假设 的 话 . 一 个 模型 是 脆弱 的 (fragile)， 如 果 
其 结论 依赖 于 要 精确 地 满足 其 某 些 假 设 ， 术语 敏感 性 (sensitivity) 是 指 当 模型 的 结论 所 依赖 的 
某 个 条 件 变化 时 模型 的 结论 变化 的 程度 ; 变化 越 大 ， 该 模型 对 该 条 件 的 敏感 性 越 大 . 


习题 


在 习题 1~8 中 ， 情 景 是 模糊 地 陈述 的 .从 这 些 模糊 的 情景 中 识别 要 研究 的 问题 ， 哪 些 变 
硬 影 响 到 问题 识别 中 你 已 经 识别 的 行为 ? 哪些 变量 最 重要 ? 记 住 ， 实际 上 没有 正确 的 答案 . 
1. 单 种 群 的 总 量 增长 . 
2. 一 家 零售 店 要 建造 一 个 新 的 停车 场 ， 停 车 场 应 该 怎样 照明 ? 
3. 一 位 农民 期 望 他 的 地 里 种 植 的 粮食 农作物 的 产量 达到 最 大 ， 他 正确 地 识别 了 问题 吗 ? 
试 讨 论 另 一 种 目标 . 
. 怎样 设计 一 个 供 大 班级 用 的 演讲 厅 ? 
一 个 物体 从 很 高 的 地 方 掉 下 来 ， 何 时 它 撞 击 到 地 面 ? 撞击 到 地 面 的 力度 有 多 大 ? 
. 某 种 产品 的 制造 商 应 该 怎样 决定 每 年 应 该 生产 多 少 件 产品 ， 以 及 每 件 产品 应 该 标价 多 少 ? 
. 美国 食品 及 药物 管理 局 (FDA) 想 要 了 解 一 种 新 药 对 控制 人 口中 的 某 种 疾病 是 否 有 效 . 
. 滑雪 者 滑 下 山坡 有 多 快 ? 
对 于 习题 9 一 17 中 提出 的 情景 ， 识 别 值得 研究 的 的 问题 并 列 出 会 影响 你 已 经 识别 的 行为 的 
变量 ， 哪 些 变量 可 以 完全 和 忽略? 哪些 变量 在 开始 时 可 以 认为 它们 是 常数 ? 你 能 识别 出 你 想 仔 细 
研究 的 子 模型 吗 ? 识别 任何 你 想 收集 的 数据 . 
9. 一 位 植物 学 家 有 兴趣 研究 叶子 的 形状 以 及 影响 叶子 长 成 这 种 形状 的 各 种 支配 力量 ， 她 
从 一 棵 白 橡 树 的 底部 剪 下 几 片 叶子 ， 发 现 叶 子 相 当 宽 没有 很 明显 的 锯齿 形 ， 当 她 到 树 
的 顶部 去 看 时 ， 她 发 现 有 很 明显 的 锯齿 形 而 几 乎 没有 展 得 很 宽 的 叶子 .， 

10. 不 同 大 小 的 动物 其 他 特性 也 不 同 ， 小 动物 比 之 于 较 大 的 动物 ， 叫 声 尖 细 、 心 跳 较 快 以 
及 呼吸 次 数 更 多 .， 另 一 方面 ， 较 大 的 动物 的 骨骼 比 小 动物 的 骨骼 更 为 强健 ， 较 大 的 动 
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物 的 的 直径 和 体 长 之 比 大 于 小 动物 ， 所 以 ， 当 体格 从 小 到 大 增加 时 ， 存 在 着 以 和 动物 
尺寸 的 比例 相应 的 规则 的 变形 . 

11. 一 位 物理 学 家 想 要 研究 光 的 性 质 ， 他 想 了 解 当 光线 从 空气 进入 平滑 的 湖 中 ， 特 别 是 在 
两 种 不 同 介质 的 交界 处 ， 光 线 的 路 径 . 

12. 拥有 一 队 卡 车 的 一 家 公司 面临 着 因 卡 车 使 用 年 限 和 油耗 而 增加 的 维修 费用 . 

13. 人 们 偏爱 于 计算 机 的 速度 . 哪些 计算 机 系统 提供 了 最 快 的 速度 ? 

14. 怎样 提高 我 们 的 能 力 ， 使 得 每 学 期 都 能 报名 上 最 好 的 班级 ? 

15. 怎样 才能 节约 我 们 的 一 部 分 收入 ? 

16. 考虑 在 竞争 市 场 情 况 下 一 家 刚 开始 运转 的 生产 单一 产品 的 新 公司 ， 讨 论 该 公司 营业 初 
期 的 短期 和 长 期 目标 . 这 些 目标 会 怎样 影响 到 雇员 工作 的 指派 ? 该 公司 有 必要 决定 短 
期 运行 的 最 大 利润 吗 ? 

17. 讨论 利用 模型 来 预测 实际 系统 和 利用 模型 来 解释 实际 系统 之 间 的 差别 .想像 某 些 你 要 利用 
模型 来 解释 实际 系统 的 情景 ;类 似 地 ， 想 像 某 些 你 要 利用 模型 来 预测 实际 系统 的 情景 


-研究 课题 


1. 考虑 冲 泡 获 罪 的 味道 问题 . 什么 是 影响 味道 的 变量 ? 哪些 变量 一 开始 可 以 忽略 ?假定 
除了 水 温 外 ， 已 经 固定 了 所 有 的 变量 .多 数 咖啡 壹 都 用 沸水 以 某 种 方式 从 底部 的 咖啡 中 蒜 馏 出 
滋味 . 你 认为 用 沸水 是 产生 最 佳 滋 味 的 最 优 方式 吗 ? 你 将 怎样 检验 这 个 子 模型 ? 你 将 收集 什么 
样 的 数据 以 及 怎样 去 收集 数据 ? 

2. 一 家 运输 公司 正在 考虑 用 直 升 飞机 在 纽约 市 摩天 楼 之 间 运 送 人 员 . 你 被 聘 为 顾问 确定 
所 需 直 升 飞机 的 数量 ， 精确 地 识别 适当 的 问题 ， 运 用 模型 构建 的 过 程 来 确定 你 所 选 定 的 变量 之 
间 的 关系 所 需要 的 数据 ， 当 你 着 手 进行 时 ， 可 能 需要 重新 定义 你 的 问题 . 

3. 考虑 酿酒 问题 .提出 若干 商业 制造 商 可 能 会 有 的 目标 ， 把 考虑 品位 作为 一 个 子 模型 ， 
什么 是 影响 品位 的 变量 ? 哪些 变量 一 开始 就 可 以 忽略 ?怎样 把 余下 的 变量 关联 起 来 ? 为 确定 这 
些 关 系 ， 什 么 样 的 数据 将 是 有 用 的 ? 

4. 一 对 夫妇 应 该 买房 子 还 是 租房 子 ? 因为 抵押 的 费用 上 涨 ， 直 观 上 看 ， 似 乎 存在 一 个 抵 
押 费 用 的 价位 ， 高 于 这 个 价格 决 不 要 去 抵押 贷款 买房 ， 什 么 变量 决定 了 总 的 抵押 费用 ? 

5. 考虑 一 家 诊所 的 运作 问题 ., 病人 个 人 的 病历 档案 必须 保存 ， 而 会 计 程 序 是 一 项 日 常 工 
作 ， 该 诊所 应 该 购买 或 者 租用 一 个 小 型 的 计算 机 系统 吗 ? 提出 可 能 要 考虑 的 目标 ， 什 么 变量 你 
会 加 以 考虑 ? 你 怎样 建立 变量 之 间 的 关系 ? 为 决定 你 所 选择 的 变量 之 间 的 关系 ， 需 要 什么 样 的 
数据 ? 为 什么 不 同 诊 所 对 这 个 问题 会 有 不 同 的 解决 办 法 ? 。 

6. 什么 时 候车 主 应 该 更 新 汽车 ? 什么 因素 会 影响 到 做 出 决定 ?哪些 变量 一 开始 可 以 忽略 ? 
识别 你 要 的 数据 以 决定 所 选择 的 变量 之 间 的 关系 . 

7. 一 个 人 能 跳 多 远 ? 在 1968 年 墨西哥 城 举行 的 奥运 会 上 ， 美 国 的 鲍 勃 。 比 蒙 把 世界 纪录 
提高 了 10% ， 该 记录 一 直 保持 到 1996 年 的 奥运 会 ， 列 出 影响 跳远 距离 的 变量 ， 你 认为 墨西哥 
城 的 低空 气 密度 可 以 解释 这 个 10% 的 差别 吗 ? 

8, 上 大 学 是 一 项 可 靠 的 金融 投资 吗 ? 四 年 里 没有 收入 ， 而 且 大 学 的 费用 极 高 ， 什 么 因素 
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决定 大 学 教育 的 总 费用 ? 怎么 确定 为 使 这 项 投资 有 利 可 图 的 必要 条 件 ? 


2.2 利用 比例 性 进行 建 模 
我 们 在 第 1 章 中 介绍 了 比例 性 概念 ， 回 忆 
y cc z 。 当 上 且 仅 当 对 某 个 常数 & > 0, 有 y 一 kx (2-1) 
当然 ， 如 果 yccz， 那 么 zccy， 因 为 方程 (2-1) 的 常数 上 大 于 零 从 而 有 zx 一 (二)y， 下 面 是 比例 
关系 的 其 他 例子 ; 


yx 当 且 仅 当 y= kr 当 名 为 常数 (2-2) 
ycc lnz 当 且 仅 当 > = kolnx 当 上 ,为 常数 (2-3) 
ycce 当 且 仅 当 yy 二 ke” 当心 为 常数 | (2-4) 


在 方程 (2-2) 中 ，y 一 hz，k>0， 所 以 也 有 zocy'*， 因 为 z 一 ( 寺 )y'*， 这 就 引导 我 们 考虑 怎 


样 把 比例 性 联结 在 一 起 的 比例 性 传递 法 则 : ) 
3?ccz 而 且 xoz, 那么 yccx 
因此 ， 与 同样 一 些 变量 成 比例 的 所 有 的 变量 之 间 是 成 比例 的 . 
现在 来 探究 一 下 比例 性 的 几何 解释 .在 方程 (2-1) 中 ，y 二 kx 
给 出 了 三 y/z， 因此 ,上 可 以 解释 为 图 2-8 所 示 的 角度 为 9 的 切 
线 的 斜率 ， 而 关系 yccz 定义 了 平面 上 倾角 为 9 的 直线 上 的 点 集 . 
把 比例 性 关系 的 一 般 形式 y= 二 kr 和 直线 方程 y= 二 mz 十 4 进行 比 
较 ， 可 以 看 到 比例 性 关系 是 一 条 通过 原点 的 直线 .如 果 画 模型 (2-2) 图 2-8 ”yccx 的 几何 解释 
一 (2-4) 的 比例 变量 的 图 形 ， 我 们 得 到 图 2-9 给 出 的 直线 图 形 . 


b) c) 


图 2-9 模型 a(2-2)，b(2-3) 和 ce(2-4) 的 几何 解释 


重要 的 是 要 指出 并 非 所 有 的 直线 都 表示 比例 性 关系 : y 截 距 必须 为 零 ， 所 以 直线 通过 原 
点 ， 当 应 用 我 们 的 模型 时 ， 如 果 没 有 认识 到 这 一 点 可 能 会 导致 错误 的 结果 ， 例 如， 假定 我 们 有 
兴趣 预测 已 载 货 船只 的 排水 量 . .因为 浮 体 排出 的 水 量 等 于 排出 水 的 重量 ， 所 以 可 以 试 着 假设 排 
出 的 总 水 量 y 与 已 装载 货物 的 重量 成 比例 ， 可 是 ， 因 为 未 载 货 的 船只 早已 排出 了 相当 于 它 自 
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重 的 水 量 ， 这 个 假设 是 有 缺点 的 . 尽管 排出 的 总 水 y 
量 对 已 装载 货物 的 重量 的 图 形 是 一 条 直线 ， 但 它 不 
是 一 条 过 原点 的 直线 (图 2-10)， 所 以 比例 性 假设 是 
不 正确 的 . 

然而 ， 比 例 性 关系 可 能 是 一 个 依赖 于 y 截 距 的 
大 小 以 及 该 直线 的 斜率 的 合理 的 简化 假设 ， 自 变量 EECTTTT 
的 定义 域 还 可 能 有 意义 ， 因 为 对 于 较 小 的 z 值 ， 相 
对 误差 (y, 一 y,)/y。 更 大 ， 这些 特征 图 示 在 2-11 中 . 
如 果 斜 率 几 乎 为 零 ， 那 么 比例 性 可 能 是 一 个 很 差 的 
假设 ， 因 为 与 初始 的 排水 量 相 比 ， 载 货 重 量 的 影响 
显得 小 了 ， 例 如 ， 在 已 经 装载 了 好 几 吨 货物 的 机 舱 里 再 装 400 磅 货物 实际 上 没有 什么 影响 ， 另 
一 方面 ， 如 果 初 始 的 排水 量 比较 小 而 斜率 很 大 ， 那 么 初始 的 排水 量 的 影响 很 快 就 会 变 小 ， 从 而 
比例 性 就 是 一 个 好 的 简化 假设 . 


排出 的 水 景 


图 2-10 排出 的 总 水 量 和 已 装载 货物 的 
重量 之 间 存 在 着 线性 关系 但 不 是 比例 
性 关系 ， 因 为 该 直线 不 通过 原点 


比例 性 模型 


比例 性 模型 


图 2-11 比例 性 作为 一 种 简化 假设 


例 1 Kepler( 开 普 勒 ) 第 三 定律 


为 帮助 我 们 进一步 理解 比例 性 的 思想 ， 考 察 表 2-2 中 的 一 个 著名 的 比例 性 实例 ， 开 普 勘 第 
三 定律 ，1601 年 ， 德 国 天 文学 家 开 普 勒 成 为 布拉格 天 文 台 的 台 长 ， 开 普 勒 曾经 帮助 第 谷 
《Tycho Brahe) 收 集 了 13 年 有 关 火 星 的 相对 运动 的 观察 资料 ， 到 1609 年 开 普 勒 已 经 形成 了 他 
的 头 两 条 定律 ; 

1) 每 个 行星 都 沿 一 条 椭圆 轨道 运行 ， 太 阳 在 该 椭圆 的 一 个 焦点 处 . 

2) 对 每 个 行星 来 说 ， 在 相等 的 时 间 里 ， 该 行星 和 太阳 的 联 线 扫 过 相等 的 面积 . 

开 普 勤 花 了 许多 年 来 验证 并 形成 了 表 2-2 中 的 第 三 定律 ， 它 建立 了 轨道 周期 与 从 太阳 到 行 
星 的 平均 距离 之 间 的 关系 ， 表 2-3 中 的 数据 来 自 1993 年 的 世界 年 鉴 . 

图 2-12 画 出 了 周期 对 平均 距离 的 3/2 次 方 的 图 形 .该 图 形 近 似 于 一 条 通过 原点 的 直线 
任 取 过 原点 的 这 条 直线 上 的 两 点 ， 很 容易 地 估计 其 斜率 (比例 常数 )， ， 


一 220865 一 216 六 0. 410 
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估计 其 模型 为 了 一 0. 410R: “. 国 


表 2-2 著名 的 比例 性 
Hooke( 虎 克 ) 定 律 ，F 一 AS， 其 中 下 是 被 拉 长 或 压缩 S 距离 的 弦 中 的 恢复 力 . 
Newton( 牛 顿 ) 定 律 F 一 ma 或 a 一 二 F， 其 中 a 是 在 纯 外 力 下 作用 下 质量 为 m 的 物体 的 加 速度 . 
Ohm( 欧 姆 ) 定 律 : V 二 iR， 其 中 i 是 电压 V 通过 电阻 为 R 的 导线 时 引起 的 电流 . 
Boyje( 波 义 耳 ) 定 律 ， V= 广 ， 其 中 在 常温 k 下 的 体积 V 与 压力 p 成 反比 . 


Einstein( 爱 因 斯 坦 ) 的 相对 论 : E=c*M， 其 中 在 不 变 的 光速 的 平方 下 ， 能 量 下 与 物体 的 质量 M 成 比例 . 
Kepler( 开 普 勒 ) 第 三 定律 T=cR3 ， 其 中 全 是 周期 (天 数 ) 而 R 是 到 太阳 的 平均 距离 . 


表 2-3 轨道 周期 与 从 太阳 到 行星 的 平均 距离 


行星 周期 (天 数 ) 平均 距离 ( 百 万 英里 ) 
水 星 88.0 36 
金星 224.7 67. 25 
地 球 365.3 93 
火星 687.0 141. 75 
木星 4331. 8 483. 80 
土星 10 760.0 887. 97 
天 王 星 30 684.0 1764. 50 
海王 星 60 188. 3 2791. 05 
冥王 星 90 466.8 3653. 90 
90 000 
疾 
60 000 
EN 
到 30 000 


0 R32 
0 40000 80 000 120 000 160 000 200 000 
(英里 x 104) 


图 2-12 作为 比例 性 的 Kepler 第 三 定律 


对 车 辆 的 停止 距离 建 模 


再 次 考虑 第 2. 1 节 例 1 中 提出 的 情景 .回忆 每 10 英里 /小 时 的 速率 可 人 允许 一 辆 车 的 长 度 的 间 
距 这 个 一 般 法 则 ， 该 法 则 还 说 它 和 允许 两 辆 车 之 间 间 隔 两 秒 钟 走 过 的 距离 是 一 样 的 ， 该 法 则 实际 
上 不 同 于 (至少 对 大 多 数 汽车 适用 的 ) 另 一 条 法 则 .为 使 这 两 条 法 则 是 一 样 的 ， 在 10 英里 /小 时 的 


情形 下 它们 都 应 该 允许 一 辆 车 的 长 度 : 


67 
68 
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一 辆 车 的 长 度 = 距离 = (以 英尺 计 的 速率 / 秒 )(2 秒 ) 
一 〈10 英里 / 小 时 )(5280 英尺 / 英里 )(1 小 时 /3600 秒 ) (2 秒 ) 
二 29. 33 英尺 
对 于 15 英尺 的 平均 车 长 来 说 ， 这 是 一 个 不 合理 的 结果 ， 所 以 这 两 条 法 则 是 不 一 样 的 . 
从 几何 上 来 解释 一 辆 车 的 长 度 ， 如果 假设 车 长 为 15 英尺 ， 根 据 这 条 法 则 可 以 得 到 图 2-13 
中 所 示 的 图 形 ， 它 表明 该 法 则 允许 的 距离 间隔 和 速率 成 比例 ， 事 实 上 ， 如 果 我 们 画 以 每 秒 英尺 
计 的 速率 的 图 形 ， 比 例 常 数 将 会 以 秒 为 单位 而 且 表 示 使 得 方程 D=kv 有 意义 的 总 时 间 ， 此 外 ， 
对 于 车 长 15 英尺 的 情形 ， 得 到 的 比例 常数 如 下 : 


_15 英尺 _ 15 英尺 一 50 秒 


.一 辆 车 的 车 长 (15 英尺) 
速率 10 英里 /小 时 


以 英尺 计 的 距离 
a 


10 20 30 40 50 60 70 80 
(14) (29) (44) . (59) (73) (88) (103) (117) 


以 英里 /小 时 (英尺 / 秒 ) 计 的 速率 
图 2-13 一 辆 车 长 法 则 的 几何 解释 


在 以 前 对 这 个 问题 的 讨论 中 ， 提 出 了 模型 
总 的 停止 距离 一 反应 距离 十 刹车 距离 
[69] 我 们 来 考虑 反应 距离 和 刹车 距离 的 子 模 型 . 
回想 第 2. 1 节 例 1 中 有 
反应 距离 一 (反应 时 间 ， 速 率 ) 
现在 假设 从 司机 决定 需要 停车 到 刹车 起 作用 的 时 间 里 车 辆 继续 以 常 速 行驶 ， 在 这 个 假设 
下 ， 反 应 距离 4d, 只 是 反应 时 间 1, 和 速度 v 的 乘积 ; 
d, = tv (2-5) 
为 检验 子 模型 (2-5)， 画 出 测量 得 到 的 反应 距离 对 速度 的 图 形 ， 如 果 这 样 得 到 的 图 形 近 似 
于 一 条 过 原点 的 直线 ， 我 们 就 能 估计 斜率 二， 从 而 对 该 子 模型 相当 有 信心 ， 另 一 种 方法 ， 我 们 
可 以 检验 第 2. 1 节 例 子 所 做 的 假设 中 的 一 组 司机 代表 并 直接 估计 7.. 
其 次 ， 考 虑 刹车 距离 : 
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乔 车 距离 一 记 ( 重 量 ， 速 率 ) 
假定 是 懂 懂 张 张 地 停车 而 且 在 整个 停车 过 程 中 作用 的 是 最 大 的 刹车 力 F， 刹 曾 基 本 上 是 一 种 能 
量 - 耗 散 的 设备 ， 即 ， 刹 曾 确 实 作 用 在 车 辆 上 使 之 损失 部 分 的 动能 而 造成 速度 的 变化 ， 于 是 ， 
它 所 做 的 功 就 是 力 F 和 刹车 距离 d， 的 乘积 ， 这 个 功 必须 等 于 动能 的 变化 ， 即 ， 在 这 种 情况 下 


就 是 简单 的 孝 mv， 因此， 我们 有 


所 做 的 功 = Fd。 = mo (2-6) 


接着 ， 我 们 再 考虑 力 玉 和 车 的 质量 是 怎样 的 关系 . 合理 的 设计 准则 应 该 是 按 以 下 的 方式 
来 制造 车 辆 ， 即 不 管 车 的 质量 为 多 少 ， 当 作用 上 最 大 的 刹车 力 时 ， 最 大 的 减速 是 不 变 的 ， 否 
则 ， 乘 客 和 司机 从 踩 刹 车 到 车 辆 完全 停止 这 个 期 间 将 遭受 不 安全 急 推 .这 个 假设 的 意思 是 和 刹车 
系统 的 设计 应 使 得 诸如 卡 迪 拉克 那样 较 大 的 车 和 诸如 本 田 那 样 较 小 的 车 的 急 推 减速 是 一 样 的 ， 
而 且 ， 在 整个 紧急 刹车 过 程 中 减速 是 不 变 的 .因此 由 牛顿 第 二 定律 =ma 知道 力 下 和 质量 成 
比例 .把 这 个 结果 和 方程 (2-6) 结 合 起 来 就 给 出 比例 关系 

dsocv’ 

此 时 我 们 可 能 想 设计 一 种 对 这 两 个 子 模型 的 检验 ,或 者 可 以 对 由 美国 公路 局 在 表 2-4 中 提 
供 的 数据 来 检验 子 模型 . 

图 2-14 利用 表 2-4 中 的 数据 画 出 了 司机 反应 距离 对 速度 的 图 形 . 这 个 图 形 是 通过 原点 的 
斜率 约 为 1. 1 的 直线 ; 结果 太 好 了 ! 因为 我 们 总 是 预期 实验 结果 会 有 偏差 ， 所 以 我 们 还 是 应 该 
持 怀疑 的 态度 .事实 上 ， 表 2-4 的 结果 是 基于 子 模型 (2-5) 的 ， 其 中 的 平均 反应 时 间 3/4 秒 是 
独立 得 到 的 ， 所 以 以 后 可 以 决定 对 该 子 模型 设计 另 一 种 检验 . 


表 24 观察 到 的 反应 距离 和 刹车 距离 
司机 的 反应 距离 (英尺 ) 刹车 距离 “(英尺 ) 


速率 (英里 /小 时 ) 总 的 停止 距离 (英尺 ) 


20 18 二 22 (20) 40 一 44 (42) 
25 28 25 一 31 (28) 53 一 59 (56) 
30 33 36 一 45 (40. 5) 69 一 78 (73. 5) 
35 39 47 一 58 (52.5) 86 一 97 (91. 5) 
40 44 64 一 80 (72) 108 一 124 (116) 
45 50 82 一 103 (92. 5) 132 一 153 (142. 5) 
50 55 105 一 131 (118) 160 一 186 (173) 
55 61 132 一 165 (148. 5) 193 一 226 (209. 5) 
60 66 162 一 202 (182) 228 一 268 (248) 
65 72 196 一 245 (220. 5) 268 一 317 (292. 5) 
70 77 237 一 295 (266 ) 314 一 372 (343) 
75 283 一 353 (318) 366 一 436 (401) 


334 一 418 


(376) 422 一 506 (464) 


* ”所 给 的 区 间 包 括 了 基于 美国 公路 局 实施 的 测试 的 85% 的 观察 数据 . 括号 中 的 数字 表示 平均 值 . 
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以 英尺 计 的 及 应 距离 
二 


10 20 30 40 50 6 70 80 
以 英里 /小 时 计 的 速率 


图 2-14 反应 距离 和 速率 的 比例 性 


为 检验 刹车 距离 的 子 模型 ， 画 出 表 2-4 中 记录 的 观察 到 的 刹车 距离 对 vw 的 图 形 ， 如 
图 2-15 所 示 .看 来 在 较 低 的 速率 下 比例 性 是 一 个 合理 的 假设 ,尽管 在 较 高 的 速率 下 结果 看 来 


dp 


以 英尺 计 的 刹车 距离 


266 


c = 1900 ~ 0054 


所 以 由 ~ 0.054v2 


1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 
以 英里 /小 时 的 半 方 计 的 速率 


图 2-15 剩 车 距离 和 速率 的 平方 的 比例 性 
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不 那么 令 人 信服 .对 数据 图 形 地 拟 合 一 条 直线 ， 估 计 其 斜率 从 而 得 到 子 模型 : 
d, 一 0.054 了 2 (2-7) 
我 们 将 在 第 3 章 中 学 习 怎 样 解析 地 对 数据 拟 合 模型 . 
总 结子 模型 (2-6) 和 (2-7)， 得 到 以 下 的 总 停止 距离 4 的 模型 : 

d = 1.1v++0.054v’ (2-8) 
模型 (2-8) 的 预测 以 及 表 2-4 中 记录 的 实际 观察 到 的 停止 距离 都 画 在 图 2-16 中 了 ， 考虑 到 假设 
的 粗糙 性 以 及 数据 的 不 精确 性 ， 该 模型 看 来 直到 70 英里 /小 时 都 和 观察 数据 相当 合理 地 一 致 . 
每 10 英里 /小 时 速率 间隔 一 辆 车 长 (15 英尺 ) 的 经 验 法 则 也 画 在 图 2-16 中 . 可 以 看 到 在 速率 超 
过 40 英里 /小 时 时 ,该 法 则 大 大 低估 了 总 停止 距离 . 


d 


500 e 观察 数据 
o 模型 预测 的 数据 . 

EE 
re 2 
0 
站 300 9 
于 号。 
二 200 9 一 辆 车 的 车 长 (15 英 尺 )/ 
os 速率 10 英 里 /小 时 


以 英里 /小 时 计 的 速率 


图 2-16 总 停止 距离 


我 们 提出 另 一 种 易于 理解 和 使 用 的 经 验 法 则 ， 假 设 在 观察 的 确切 时 刻 尾 随 车 辆 的 司机 必须 
在 到 达 前 面 车 辆 所 占据 的 位 置 的 时 刻 之 前 完全 停止 。 因此， 要 么 基于 模型 (2-8)， 要 么 基于 表 
2-3 中 的 观察 数据 ， 该 司机 在 总 停止 距离 中 必须 尾随 前 面 的 车 辆 ， 最 大 停止 距离 很 容易 转换 成 
尾随 时 间 ， 对 所 观察 的 距离 (85% 的 司机 都 能 在 这 个 距离 停 下 来 ) 的 计算 结果 在 表 2-5 中 给 出 . 
这 些 计算 暗示 了 以 下 的 一 般 法 则 : 


速率 (英里 /小 时 ) 指示 的 时 间 ( 秒 ) 
0~10 | 1 


10~40 2 
40~60 3 
60~75 4 
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表 2-5 人 允许 适当 的 停止 距离 所 需要 的 时 间 


最 大 停止 距离 所 
速率 (英里 /小 时 ) | 速率 (英尺 / 秒 ) 停止 距离 人 


人 中 Dooinmn 居 旭 2o 中 二 


* ”包括 了 基于 美国 公路 局 所 实施 的 测试 的 85% 的 观测 数据 . 

会” 停止 距离 下 面 括号 中 的 数字 表示 最 大 值 并 用 于 计算 尾随 时 间 . / 

这 个 可 供 选 择 的 法 则 图 示 在 2-17 中 .采用 这 种 法 则 的 方案 也 许 能 说 服 厂商 修改 现 有 的 束 
度 计 ,根据 方程 (2-8) 对 车 速 v 来 计算 停止 距离 和 时 间 . 0 2 
再 次 讨论 刹车 距离 问题 . 


500 @ 观察 数据 . 
o 模型 预测 的 数据 和 
三 
二 。 
己 O 
sx : 
> 室 3 秒 
Se 【3 
20 一 辆 车 的 车 长 (15 英尺 )/ 
全 速率 10 英 里 /小 时 


以 英里 /小 时 计 的 速率 
图 2-17 总 停止 距离 和 另 一 种 一 般 法 则 ， 图 示 的 观察 数据 取 自 表 2-4 中 的 最 大 值 


习题 
1. 图 解 地 说 明 比 例 性 yccx/v 的 意义 . 
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2. 如 果 一 根 弹 筑 被 14 磅 的 力 拉 长 了 0. 3 英寸 ,那么 9 磅 的 力 会 拉 长 多 少 ? 22 磅 的 力 又 会 
拉 长 多 少 ? 假设 断言 拉 长 的 距离 与 作用 力 成 比例 的 虎 克 定律 成 立 . 

. 如 果 一 张 建 筑 制图 中 0. 75 英寸 表示 4 英尺， 那么 27 英尺 用 多 长 表示 呢 ? 

4. 试 决定 下 列 数 据 是 否 支持 对 yccz“ “的 比例 性 论证 . 如果 是 的 话 ， 估 计 其 斜率 . 


CD 


5. 在 竖 王 星之 外 与 太阳 之 间 的 平均 距离 为 4004 百 万 英里 的 地 方 发 现 了 一 颗 新 的 行星 ， 利 
用 开 普 勒 第 三 定律 ， 估 计 该 行星 绕 太 阳 在 轨道 上 运行 一 圈 所 需 时 间 . 

6. 对 于 车 辆 停止 距离 模型 ， 设 计 一 个 确定 平均 响应 时 间 的 检验 ,设计 一 个 确定 平均 反应 
距离 的 检验 ， 讨 论 这 两 种 统计 量 之 间 的 差别 ， 要 是 你 用 这 些 检 验 的 结果 来 预测 总 停止 
距离 的 话 ， 你 会 用 到 平均 反应 距离 吗 ? 解释 你 的 理由 . 

. 在 车 辆 停止 距离 模型 中 涉及 刹车 距离 的 子 模型 ， 你 将 怎样 设计 刹车 系统 ,使 得 对 所 有 
的 车 辆 ,不论 其 质量 如 何 ， 它 们 的 最 大 减速 都 是 一 样 的 ? 试 考虑 阅 垫 的 表面 积 以 及 产 
生 压 力 的 液压 系统 的 容量 . 


~ 


研究 课题 


1. 考虑 汽车 的 悬挂 系统 ， 试 建立 一 个 关于 支撑 汽车 质量 的 弹簧 的 拉 长 (或 压缩 ) 的 模型 . 
通过 测量 弹簧 的 太 寸 对 弹簧 支撑 的 质量 的 变化 收集 数据 . 人 如 果 它 
是 合理 的 ， 求 出 比例 性 常数 . 

2. 研究 并 准备 一 个 10 分 钟 的 有 关 虎 克 定 律 的 报告 . 


2. 3 ”利用 几何 相似 性 进行 建 模 


几何 相似 性 是 一 个 与 比例 性 有 关 的 概念 而 且 有 助 于 简化 数学 建 模 的 过 程 . 
定义 ”如 果 两 个 物体 各 点 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 ， 使 得 对 应 点 之 间 的 距离 之 比 对 所 有 可 能 
的 点 对 都 不 变 (等 于 同一 个 常数 )， 则 称 这 两 个 物体 是 几何 相似 的 . 
例如 ， 考 虑 图 2-18 中 夯 的 两 个 盒子 ， 令 ! 表示 图 2-18a 中 的 点 A 和 8B 之 间 的 库 离 ， 而 / 
表示 图 2-18b 中 的 相应 点 A' 和 8B 之 间 的 距离 。 在 这 两 个 图 形 中 其 他 相应 的 点 以 及 相应 点 之 间 
相关 的 距离 都 以 同样 的 方式 表示 . 对 于 几何 相似 的 盒子 ， 对 某 个 常数 上 汪 0， 下 式 必 为 真 
人 YU h 


th ds 
我 们 从 几何 上 来 解释 上 述 等 式 ， 在 图 2-18 中 ， 考 虑 三 角形 ABC 和 A'B'C'， 如 果 两 个 盒子 是 
几何 相似 的 ， 这 两 个 三 角形 必定 相似 ， 同 样 的 论证 可 以 应 用 于 诸如 CBD 和 CB'D' 那 样 相应 的 
三 角形 对 . 因此 ， 对 应 角 相 等 的 物体 是 几何 相似 的 .换言之 ， 对 于 两 个 几何 相似 的 物体 来 说 ， 
它们 的 形状 是 一 样 的 ， 而 且 一 个 物体 只 是 另 一 个 物体 的 简单 放大 复制 而 已 ， 我 们 可 以 把 几何 相 


72 
74 


L7Z5 


[76 
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图 2-18 两 个 几何 相似 的 物体 


似 的 物体 设想 为 互相 按 比例 确定 的 复制 品 ， 就 像 在 建筑 制图 中 所 有 的 尺寸 都 是 按 某 个 常数 因子 
& 简单 地 按 比 例 确定 的 : 

当 两 个 物体 是 几何 相似 时 ， 这 些 结果 的 一 一 个 优点 就 是 诸如 体积 和 表面 积 那样 的 量 的 某 些 计 
算 的 简化 ， 对 于 图 2-18 中 所 画 的 盒子 ， 考 虑 下 面 的 有 关 体 积 了 和 V' 之 比 的 论证 : 


P= (2-9) 
类 似 地 ， 它 们 的 总 表面 积 S 和 S’ 之 比 由 
Ci 
Sh Townh ovr * (2-10) 


给 出 ， 
一 旦 规定 了 比例 因子 k， 不 但 立即 知道 这 些 量 的 比 ， 而 且 可 以 把 表面 积 和 体积 的 比例 性 通 
过 某 个 选 定 的 特征 维 数 表 示 出 来 。 选 择 长 度 /作为 特征 维 数 ， 于 是 由 于 i/1 一 &， 有 


Ciena 
所 以 ， 
语 一 启 一 沉 娄 
对 任何 两 个 几何 相似 的 物体 成 立 ， 即 ， 表 面积 总 是 和 特征 维 数 长 度 的 平方 成 比例 ; 
: 4 SG cc 2 
类 似 地， 体积 和 长 度 的 立方 成 比例 : 
VocB 
所 以 ， 如 果 对 依赖 于 一 个 物体 的 长 度 、 表 面积 和 体积 的 某 个 函数 ， 例 如 
y = f(1,S,V) 
有 兴趣 ， 可 以 把 所 有 的 函数 变量 用 菜 个 选择 好 的 、 a 给 出 
y= g(,L ,0) 


几何 相似 性 是 一 种 强 有 力 的 简化 假设 . 
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例 1 从 不 动 的 云层 落下 的 雨滴 


Fa | 空气 阻力 


人 两 清 


F, |, 


假定 对 从 不 动 的 云层 落下 的 雨滴 的 终极 速度 有 兴趣 .考察 上 面 的 自由 落体 的 图 解 ， 作 用 在 十 
滴 上 的 力 仅 有 重力 和 阻力 ， 假 设 作用 在 雨滴 上 的 空气 阻力 与 雨滴 的 表面 积 S 和 雨滴 速度 v 的 平方 
的 乘积 成 比例 .雨滴 的 质量 m 和 雨滴 的 重量 成 比例 (在 牛顿 第 二 定律 中 假设 重力 是 不 变 的 )， * 
F=F.—F,=ma 
在 终极 速度 处 (假设 此 时 的 速度 v 记 为 v,) 有 a=0， 所 以 牛顿 第 二 定律 简化 为 
F,—F,=0 
或 
F,= FF 
假设 FuccSu 以 及 Fx 和 重量 w 成 比例 、 因 为 mccw， 有 Fem. 
其 次 我 们 假设 所 有 的 雨滴 都 是 几何 相似 的 ， 这 个 假设 使 我 们 能 把 面积 和 体积 联系 起 来 使 得 
对 任何 特征 维 数 ! 有 
SeccP 和 Vos 
因此 ，/LccS'?ccV'””， 这 蕴涵 着 | 
SocV’’ 
因为 重量 和 质量 与 体积 成 比例 ， 比 例 性 的 传递 规则 给 出 
SG cc m’’ 
从 方程 已 一 已 ， 现 在 有 mocm*"* 吕 ， 对 终极 速度 求解 ， 有 
mocv 或 m'*socv, 


所 以 ， 雨 测 的 终极 速度 与 其 质量 的 六 分 之 一 次 方 成 比例 . 
检验 几何 相似 性 


几何 相似 性 的 原则 提供 了 确定 所 收集 的 对 象 之 间 是 否 有 比例 性 的 一 种 方便 的 检验 方法 ， 因 
为 几何 相似 性 的 定义 要 求 对 所 有 的 点 对 ， 相 应 的 点 对 之 间 的 距离 之 比 是 一 样 的 ， 所 以 我 们 可 检 
验 这 种 要 求 来 看 看 给 定 集合 中 的 物体 是 否 是 几何 相似 的 . 

例如 ， 我 们 知道 圆 都 是 几何 相似 的 (因为 所 有 的 圆 其 形状 都 是 一 样 的 ， 只 可 能 有 大 小 的 变 
化 )。 如 果 c 表示 圆 的 周 长 ，d 是 其 直径 而 s 是 给 定 ( 不 变 的 ) 圆 心 角 9 所 对 应 的 弧 长 ， 从 几何 学 
知道 


[77 
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[79 ] 
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c 二 xd 和 s= ($) 
因此 ， 对 任何 两 个 圆 
Cl ndi di 
CC nd; d 


以 及 
$1 __ (di1/2)0 元 过 di 


52 (d;,/2)0 al2 
即 ， 当 我 们 沿 任何 两 个 圆周 行走 时 ， 它 们 的 相应 点 之 间 的 距离 之 比 总 是 等 于 它们 的 直径 之 比 . 


这 种 观察 支持 了 圆 是 几何 相似 的 的 合理 性 . 
例 2 钓鱼 比赛 中 的 建 模 


出 于 保护 的 目的 ， 垂 钓 俱乐部 想 鼓 励 其 会 员 在 钓 到 鱼 后 马上 把 它们 放生 .， 该 俱乐部 还 希望 
根据 钓 到 鱼 的 总 重量 来 给 予以 下 奖励 : 100 磅 俱乐部 的 荣誉 会 员 、 大 奖 赛 期 间 的 钓鱼 总 重量 冠 
军 ， 等 等 ， 垂钓 者 怎么 确定 所 钓 到 的 鱼 的 重量 呢 ? 你 可 能 会 建议 每 位 垂钓 者 带 一 个 便携 秤 ， 可 
是 ， 这 样 的 征用 起 来 不 方便 而 且 称 起 来 ， 特 别 是 对 小 鱼 ， 并 不 准确 . 

识别 问题 

我 们 可 以 如 下 地 识别 该 问题 : 根据 某 个 容易 测量 的 量 来 预测 鱼 的 重量 . 

假设 

容易 识别 出 许多 影响 鱼 的 重量 的 因素 .根据 不 同 种 类 的 鱼 的 不 同 的 部 位 和 肉 、 骨 头 的 密度 
等 等 情况 ， 它 们 会 有 不 同 的 形状 和 不 同 的 单位 体积 平均 重量 (重量 密度 )， 人 性 别 也 起 着 重要 的 作 
用 ， 特 别 是 在 产 卵 季节 . 不同 的 季节 可 能 对 重量 有 相当 大 的 影响 . 

因为 要 寻求 垂钓 的 一 般 法 则 ， 所 以 一 开始 只 是 考虑 单一 的 鱼 种 ,例如 鲈鱼 ， 并且 假 设 这 种 
鱼 的 平均 重量 密度 是 不 变 的 . 以后， 如 果 发 现 结果 不 满意 或 确定 密度 的 巨大 变化 确实 存在 的 
话 ， 那 么 改进 模型 可 能 是 值得 做 的 ， 此 外 ， 还 忽略 性 别 和 季节 的 因素 . 因此， 一 开始 我 们 预测 
鱼 的 重量 只 是 其 大 小 (体积 ) 和 不 变 的 重量 密度 的 函数 . 

假设 所 有 的 鲈鱼 都 是 几何 相似 的 ， 任 何 鲈鱼 的 体积 都 和 某 个 特征 量 的 立方 成 比例 ， 注 意 我 
们 没有 假设 任何 特定 的 形状 ， 而 只 是 假设 鲈鱼 是 互相 成 比例 的 模型 ， 当 对 于 所 有 可 能 的 点 对 ， 
两 条 不 同 鲈鱼 相应 的 点 对 之 间 的 距离 之 比 保持 常数 时 ， 鲈 鱼 的 基本 外 形 可 以 是 很 不 规则 的 .这 
种 思想 体现 在 图 2-19 中 . 


图 2-19 几何 相似 的 鱼 只 是 简单 地 互相 成 比例 的 模型 


现在 选 鱼 的 长 度 1 作为 特征 量 . 因 此， 鲈鱼 的 体积 具有 比例 性 
Vo 


因为 重量 W 是 体积 乘 上 平均 重量 密度 ， 并 且 我 们 假设 平均 重量 密度 是 常数 ， 由 此 立即 得 到 


建 模 过 程 、 上 比例 性 和 几何 相似 性 65 


WoF 
验证 模型 
检验 我 们 的 模型 .考虑 在 垂钓 大 奖 赛 期 间 收 集 的 数据 : 


长 度 ，!( 英 寸 ) | 14.5 12:5 17. 25 14.5 12.625 17.75 14.125 12.625 
27 


重 其 ，W (内 司 ) 17 41 26 17 49 23 16 


如 果 模 型 是 正确 的 ， 那么 W 对 的 图 形 应 该 是 一 条 过 原点 的 直线 ， 图 2-20 给 出 了 展示 为 近似 、 
直线 的 图 形 ( 注 意 这 里 的 这 种 判定 是 定性 的 ， 在 第 3 章 我 们 要 研究 决定 所 收集 的 数据 的 最 佳 拟 
合 模 型 的 解析 方法 ). 


长 度 
1400 2800 4200 5600 7000 (长 度 ) 


图 2-20 ”如 果 模 型 是 正确 的 ， 那么 W 对 43 的 图 形 应 该 是 -- 条 过 原点 的 直线 


根据 迄今 给 出 的 少量 的 数据 ， 至 少 是 为 了 进一步 检验 该 模型 ， 我 们 接受 该 模型 ， 因 为 数据 
点 (14. 5 ，26) 位 于 我 们 在 图 2-20 中 画 出 的 直线 上 ， 可 以 估计 得 到 该 直线 的 斜率 为 26/3049 一 
0. 008 53， 从 而 给 出 了 模型 

W = 0. 008 53£ (2:11) 

当然 ， 如 果 把 直线 画 得 稍微 不 同一 点 ， 那 么 就 会 得 到 稍微 不 同 的 斜率 ， 在 第 3 章 中 ， 将 要 
求 你 们 解析 地 证 明 使 得 模型 W = kL 和 给 定数 据点 之 间 的 平方 偏差 之 和 极 小 的 系数 为 上 = 
0. 008 437， 模型 (2-11) 的 图 形 如 图 2-21 所 示 ， 其 中 还 展示 了 原来 数据 点 的 散 点 图 . 

模型 (2-11) 提 供 了 一 种 方便 的 普遍 法 则 ， 例 如 ， 从 图 2-21 可 以 估计 12 英寸 长 的 鲈鱼 的 重 
量 约 为 1 磅 . 意 即 18 英寸 长 的 鲈鱼 的 重量 应 该 约 为 (1.5)’ 二 3.4 磅 而 24 英寸 长 的 鲈鱼 的 重量 
应 该 约 为 2 一 8 磅 ， 垂 钓 大 奖 赛 组 织 者 把 垂钓 者 所 钓 到 的 鱼 的 长 度 转 换 为 以 兽 司 或 磅 为 单位 的 [80] 
重量 ， 把 标明 重量 的 卡 发 给 他 们 ， 当 此 法 则 广泛 应 用 以 后 ， 应 该 把 标 有 转换 刻度 的 布 带 或 可 回 
收 的 金属 带 发 给 每 个 垂钓 者 .模型 (2-11) 的 转换 刻度 如 下 ; 

长 度 ( 英 寸 12 13 14 ee 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 


重量 (次 司 )i 15 19 23 29 35 12 50 59 68 79 91 104 118 133 150 
重量 ( 磅 ) 0.9 12 15 1.8 2.2 26 3.1 3.7 4.3 4.9 5.7 6.5 7.4 8.3 9.4 
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2 4 6 8 10 12 14 16 18 


图 2-21 模型 W=0.008 538 的 图 形 


即使 根据 所 得 到 的 有 限 的 数据 来 看 ， 法 则 似乎 是 合理 的 ， 垂 钓 者 也 可 能 不 喜欢 这 个 法 则 ， 
因为 该 法 则 并 不 奖励 钓 到 肥 鱼 : 该 模型 以 同样 的 方式 来 对 待 肥 鱼 和 瘦 鱼 ， 我 们 来 讨论 一 下 ， 用 
鱼 的 横 截 面 是 相似 的 假设 来 代替 鱼 都 是 几何 相似 的 假设 . 这 并 不 意味 着 横 截 面 要 有 特殊 的 形 
状 ， 而 是 只 要 求 满足 几何 相似 性 的 定义 ， 我们 选 后 面 要 定义 的 腰围 ，g， 作 为 特征 量 
现在 假设 鱼 的 重量 的 主要 部 分 来 自 鱼 的 主体 ， 鱼 的 头 和 尾 占 总 重量 的 比重 相对 要 小 一 点 ， 
以 后 如 果 证 明 我 们 的 模型 应 该 改进 的 话 ， 可 以 把 常数 项 加 进去 ， 其 次 假设 主体 的 横 截面 是 可 变 
的 ， 于 是 鱼 的 体积 就 可 以 通过 平均 横 截 面 的 面积 Ase 乘 上 其 有 效 长 度 /.r 来 求 得 ， 
Vo ln Aa) 
怎样 测量 有 效 长 度 i 和 平均 模 截面 的 面积 A, 呢 ?垂钓 参赛 者 和 以 前 一 样 ， 测 量 鱼 的 长 度 
! 并 假设 比例 性 /nccli， 为 估计 平均 模 截 面 面 积 ， 每 个 垂钓 者 要 带 一 个 布 制 量 尺 并 测量 鱼 的 最 
[81] 宽 处 的 周 长 ， 称 这 个 测量 值 为 腰围 g。 假 设 平均 模 截 面 的 面积 和 腰围 的 平方 成 比例 ， 把 这 两 个 


比例 性 假设 结合 起 来 就 给 出 
Voc lg’ 
最 后 ， 和 以 前 一 样 假设 密度 不 变 ，WocV， 使 得 对 某 个 正常 数 上 有 
Wo= kg? (2-12) 


做 出 了 若干 假设 之 后 ， 可 以 对 我 们 的 模型 做 一 个 初步 的 检验 ， 再 次 考虑 以 下 的 数据 . 


长 度 (英寸 ) 
厢 围 g( 英 寸 ) 
重量 W (元 司 ) 


14. 5 12. 5 17. 25 14.5 12.625 17.75 14.125 12.625 


9.75 8.375 11.0 9.75 


8.5 12.5 9.0 8.5 


27 17 41 26 17 49 23 16 


因为 模型 提出 了 W 和 ig? 之 间 的 比例 性 ， 考 虑 W 对 ig? 的 散 点 图 ， 如 图 2-22 所 示 ， 散 点 
数据 近似 位 于 一 条 过 原点 的 直线 上 ， 所 以 比例 性 假设 看 来 是 合理 的 ， 现 在 对 应 于 鱼 的 重量 为 
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41 得 司 的 人 2-22 所 示 的 直线 上 ， 所 以 可 以 估算 其 斜率 为 
41 


0.0196 
(17.25)(11)?. 


于 是 计算 就 导致 了 模型 
W = 0. 0196lg? (2-13) 


600 1200 1800 2400 3000 EE) 


图 2-22 检验 W 和 ig? 之 间 的 比例 性 


在 第 3 章 中 我 们 将 解析 地 证 明 用 给 定数 据点 的 平方 偏差 之 和 为 极 小 的 方式 来 选择 斜率 ， 这 将 导 [2] 
致 模型 
W = 0.01871g? 
垂钓 者 可 能 会 对 新 法 则 (2-13) 感 到 高 兴 ， 因 为 腰围 增加 一 倍 导致 鱼 的 重量 增长 到 原来 的 四 
倍 . 另 一 方面 ， 该 模型 用 起 来 似乎 更 方便 .因为 1/0. 0196>:50.9， 把 它 含 人 为 50， 就 有 垂钓 
者 可 用 的 一 个 简单 法 则 ; 


W = 各 ,W 以 郑 司 计 而 /4\e 以 英寸 计 


W= Ww 以 磅 计 而 / 、.g 以 英寸 计 


然而 ， 用 前 面 两 种 法 则 都 可 能 要 求 垂钓 者 记录 下 每 条 鱼 的 长 度 和 腰围 ， 然 后 用 计算 器 来 计 
算 重 量 ， 或 许 应 该 给 垂钓 者 一 张 对 不 同 的 长 度 和 腰围 显示 正确 重量 的 二 维 的 卡 ， 垂钓 参赛 者 可 
能 更 喜欢 一 张 简单 的 塑料 盘 ， 可 以 把 腰围 和 长 度 的 测量 输入 该 盘 ， 在 该 盘 的 窗口 处 读 出 重量 . 
在 下 面 的 习题 中 将 要 求 你 们 设计 一 张 这 样 的 盘 . 


习题 


1. 假定 在 描 图 纸 上 按 不 同比 例 尺 画 了 同一 个 国家 的 两 张 地 图 并 且 把 它们 又 在 一 起 ， 在 把 其 中 一 
张 合 在 另 一 张 之 前 有 一 张 地 图 可 能 转动 了 一 下 ， 证 明 两 张 地 图 上 只 有 一 个 地 点 能 重合 . 
2. 考虑 站 着 的 3 英尺 高 20 磅 重 的 粉红 色 火 烈 岛 ， 而 它 的 腿 有 2 英尺 长 ， 试 对 100 磅 的 火 
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烈 鸟 的 高 度 和 腿 长 进行 建 模 ， 什 么 假设 是 必要 的 ? 它们 是 合理 的 假设 吗 ? 
3. 一 个 物体 在 倾角 为 6 弧度 的 坡 面 上 滑 下 ， 在 滑 到 底 之 前 达到 其 终极 速度 ， 假 设 由 于 空气 
造成 的 阻力 与 Sv* 成 比例 ， 其 中 S 是 垂直 于 运动 方向 的 横 截面 的 面积 ， 而 v 是 速率 . 
进一步 假设 物体 和 坡 面 之 间 的 滑动 摩擦 和 物体 的 常规 重量 成 比例 .决定 终极 速度 和 物 
体 的 质量 之 间 的 关系 ， 如 果 两 个 重量 分 别 为 600 磅 和 800 磅 的 盒子 被 推 下 坡 面 ， 求 它 


们 的 终极 速度 之 间 的 关系 . 
4. 假设 在 某 些 情况 下 物体 的 热 损失 与 它 暴露 在 外 的 面积 成 比例 ， 建 立 边 长 为 6 英寸 和 边 
[83] 长 为 12 英寸 的 两 个 立方 体 的 热 损失 之 间 的 关系 . 然后 再 考虑 诸如 两 艘 潜艇 那样 的 两 个 


不 规则 的 物体 ， 建 立 长 度 为 70 英尺 的 潜艇 和 7 英尺 的 潜艇 模型 的 按 比例 模型 的 热 损 失 
之 间 的 关系 .假定 你 对 维持 潜艇 内 部 温度 不 变 所 需要 的 总 能 量 感 兴趣 ， 建 立 实 际 潜艇 
所 需要 的 能 量 和 比例 模型 所 需要 的 能 量 之 间 的 关系 ， 详 细 说 明 你 的 假设 . 
.考虑 实际 上 处 于 休息 状态 以 及 在 同样 的 条 件 下 (就 像 在 动物 园 里 ) 的 两 头 成 年 温 血 动 物 的 
情形 ， 假 设 它们 保持 相同 的 体温 ， 以 及 为 保持 这 个 温度 可 利用 的 能 量 与 提供 给 它们 的 食 
物 成 比例 ， 质 询 这 个 假设 ， 如果 你 愿意 假设 动物 都 是 几何 相似 的 ， 那 么 建立 为 保持 它们 
的 体温 所 需要 的 食物 与 它们 的 长 度 和 体积 之 间 的 关系 (提示 : 参见 习题 4)， 列 出 你 的 所 有 
假设 ， 为 建立 所 需要 的 食物 和 保持 它们 的 体重 之 间 的 关系 ， 还 需要 哪些 附加 假设 ? 
6. 设计 一 个 塑料 盘 来 完成 模型 (2-13) 给 出 的 计算 . 
. 考虑 模型 (2-11) 和 (2-13). 和 
章 中 将 要 求 你 们 解析 地 比较 这 两 个 模型 . 
. 在 什么 情况 下 ， 如 果 存 在 的 话 ， 模 型 (2-11) 和 (2-13) 是 一 i 
考虑 模型 Wocl?g 和 Wocg*. 从 几何 上 解释 这 两 个 模型 中 的 每 一 个 ， 分 别 解释 这 两 个 
模型 与 模型 (2-11) 和 (2-13) 怎 样 不 同 ， 是 否 存在 这 四 个 模型 一 致 的 情况 ? 这 种 情况 
是 什么 ? 你 认为 哪个 模型 在 预测 W 时 会 做 得 最 好 ? 为 什么 ? 在 第 3 章 中 将 要 求 你 们 
解析 地 比较 这 四 个 模型 . 
(a) 设 4(z) 表 示 鲈 鱼 的 典型 的 横 蕉 面 的 面积 ，0 受 z 委 '， 其 中 / 表示 鱼 的 长 度 ， 利 用 微 

积分 中 的 中 值 定理 证 明 鱼 的 体积 V 由 

V=/.A 


ba | 


~ 了] 


tO oo 


给 出 ， 其 中 A. 是 A(z) 的 平均 值 . 
(b) 假 设 A 与 腰围 g 的 平方 成 比例 而 且 鲈 鱼 的 重量 密度 是 常数 ， 证 明 
Wo lpg? 


研究 课题 


1. 超级 明星 在 电视 节目 “超级 明星 "中 来 自 各 种 运动 项 目的 顶尖 运动 员 在 各 种 活动 中 互 
L841] 相 竞争 ， 运 动员 在 高 度 和 体重 方面 差别 很 大 .为 了 在 举重 比赛 中 对 此 做 出 补偿 ， 要 从 运动 员 举 
起 的 重量 中 减 去 其 体重 . es hen 

1996 年 奥林匹克 运动 会 上 优胜 者 的 举重 成 绩 : 
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级 别 最 大 体重 (千克 ) 抓举 (千克 ) 
(1) 54 132.5 
(2) 、 59 137. 5 
(3) 64 147.5 
(4) 70 162.5 
(5) 76 167.5 
(6) 83 180 
(7) 91 187.5 
(8) 99 185 
(9) 108 195 
(10) 超过 108 197.5 
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挺举 (千克 ) 
155 
170 
187.5 
195 
200 
212.5 
213 
235 
235 
260 


已 经 提出 的 生理 学 论证 建议 肌肉 的 强度 和 其 横 截面 的 面积 成 比例 . 


动员 都 是 几何 相似 的 吗 ? 用 所 提供 的 数据 来 检验 你 的 模型 . 


现在 来 考虑 前 一 个 模型 的 改进 . 假定 体重 中 有 一 部 分 是 与 成 年 人 的 尺寸 无 关 的 ， 提出 一 个 
把 这 种 改进 融合 进去 的 模型 并 对 提供 的 数据 做 检验 . 

讨论 前 面 数据 使 用 中 的 优 缺 点 ， 为 给 举重 运动 员 设置 障碍 ， 你 真正 想 要 的 是 什么 数据 ? 按 
照 你 的 模型 ， 谁 是 最 优秀 的 举重 运动 员 ? 对 超级 明星 节目 提出 一 种 经 验 法 则 ， 给 举重 运动 员 设 


前 障碍 . 


2. 鸟 的 心 捕 率 ” 温 血 动物 通过 身体 表面 散发 热量 ， 因 此 要 花 大量 能 量 来 维持 体温 ， 事 实 


总 重量 (千克 ) 


287.5 
307. 5 批 界 纪 录 
335.0 
357.5 世界 纪录 
367.5 ， 
392. 5 世界 纪录 
402. 5 
420.0 世界 纪录 
430. 0 
457. 5 


上 ， 生 物 学 家 相信 一 头 正在 休息 的 温 血 动物 的 主要 能 量 就 是 为 了 保持 其 体温 . 


(a) 建 立 一 个 数学 模型 把 通过 心脏 的 血 流量 和 体重 联系 起 来 .假设 可 利用 的 能 量 的 总 量 和 


通过 肺 ( 它 是 氧 的 来 源 ) 的 血 流量 成 比例 . 
总 能 量 等 于 保持 体温 要 用 掉 的 总 能 量 . 


(b) 下 列 数据 把 某 些 鸟 的 体重 和 根据 它们 每 分 钟 心跳 次 数 测 得 的 心 搏 率 联系 起 来 ， 建 立 一 


个 将 两 者 联系 起 来 的 模型 .讨论 你 的 模型 中 的 假设 .利用 该 数据 来 检验 你 的 模型 . 


体重 ( 克 ) 
20 
300 
341 . 
658 
1100 
2000 
‘ 2300 
8750 
71 000 


脉搏 率 ( 心 跳 次 数 / 分 钟 ) 


60 


1000 
185 
378 
300 
190 
312 
240 
193 

一 70 


数据 来 自 A. J. Clark、Comparative Physiology of the Heart (New York: Macmillian, 1977), p99. 


利用 这 个 强度 子 模型 ， 
建立 一 个 表示 举重 能 力 和 体重 之 间 关系 的 模型 . 列 出 所 有 的 假设 .是 否 必须 假设 所 有 的 举重 运 


假设 (血液 ) 循 环 需要 的 最 小 血 量 ， 可 利用 的 


[85 ] 
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3. 哺乳 动物 的 心 捕 率 ”下列 数 据 把 某 些 哺 乳 动物 的 体重 和 根据 它们 每 分 钟 心跳 次 数 测 得 
的 心 搏 率 联系 起 来 .基于 在 研究 课题 2 中 给 出 的 通过 心脏 的 血 流量 和 体重 的 关系 的 讨论 ， 建 立 
联系 心 捕 率 和 体重 的 模型 ， 讨 论 你 的 模型 所 做 的 假设 .利用 以 下 的 数据 来 检验 你 的 模型 . 


哺乳 动物 名 体重 ( 克 ) 脉搏 率 ( 心 跳 次 数 /分 钟 ) 
蝙蝠 4 660 
鼠 25 670 
大 鼠 200 420 
豚鼠 300 300 
锡 ， 2000 205 
小 狗 5000 120 
大 狗 30 000 85 
羊 50 000 70 
人 70 000 72 
马 450 000 38 
牛 500 000 40 
象 _ 3 000 000 48 


数据 来 自 A. J. Clark，Comparative Physiology of the Heart (New York: Macmillian, 1977) ，p99. 


4. 木材 切 审 者 ”木材 切割 者 希望 利用 容易 得 到 的 测量 数据 来 估计 木材 的 板 英尺 数 9， 他 们 
测量 树木 腰 高 处 的 直径 (以 英寸 计 )， 构 建 一 个 将 预测 板 英尺 数 与 直径 联系 起 来 的 函数 的 模型 
利用 下 列 数 据 供 检验 之 用 . 


变量 z 是 以 英寸 计 的 美国 黄 松 的 直径 ，y 是 板 英尺 数 除 以 10. 
(a) 考 虑 两 个 不 同 的 假设 ， 每 个 假设 生成 一 个 模型 .充分 分 析 每 个 模型 ， 
i 假设 所 有 的 树木 都 是 正 圆柱 体 而 且 高 度 大 致 相同 . 
让 假设 所 有 的 树木 都 是 正 圆柱 体 而 且 其 高 度 与 直径 成 比例 . 
(b) 哪 个 模型 看 起 来 更 好 些 ? 为 什么 ? 证 明 你 的 结论 的 正确 性 . 
5. 比赛 用 轻 赛 艇 ”如 果 你 看 过 赛 艇 比赛 ， 你 可 能 观察 到 船上 划 桨 手 越 多 ， 船 就 前 进 得 越 


快 . 研究 在 船 的 速率 和 船上 划 桨 手数 目 之 间 是 否 存在 一 种 数学 关系 ， 在 形成 模型 过 程 中 ， 考 虑 


《部 分 列 出 的 ) 下 列 假设 : 
(a) 在 整个 比赛 中 ， 对 于 一 个 特定 的 赛 艇 来 说 ， 全 体 划 桨 手 施加 在 船上 的 合力 是 常数 


(b) 当 赛 艇 在 水 中 运动 时 ， 其 阻力 与 速度 的 平方 和 船体 受 湿 表 面 面 积 的 乘积 成 比例 . 
(c) 功 定义 为 力 乘 距 离 。 功 率 定义 为 单位 时 间 内 所 做 的 功 . 


OO 板 英 尺 ; See 和 泵 英美 各 国 材积 单位 ， 缩 写 为 b 人 、B，F. 或 bd. 
f， 一 一 译 者 注 
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划 效 手数 距离 ( 米 ) 1 号 赛 笑 ( 秒 2 号 赛 秀 ( 秒 ) 3 号 赛 艇 ( 秒 、4 号 赛 秀 ( 秒 ) 5 号 赛 艇 ( 秒 ) 6 号 赛 艇 ( 秒 ) 


1 2500 20 : 53 22 : 21 22 : 49 26 : 52 

2 2500 19:11 19 : 17 20 : 02 

4 2500 16 : 05 16 : 42 16 : 43 16 : 47 16 : 51 17 : 25 
8 2500 9 : 19 9 :29 9 : 49 9 :51 10: 21 10 : 33 


提示 : 当 额 外 的 划 浆 手 加 入 到 赛 艇 时 总 力 是 否 和 艇 上 划 桨 手数 目 成 比例 或 者 总 功率 是 否 和 
艇 上 划 桨 手数 成 比例 并 不 显然 ， 哪 个 假设 看 来 更 合理 些 呢 ? 哪个 假设 会 产生 更 精确 的 模型 ? 

6. 按 比 例 缩放 乔 丰 系统 假定 有 了 几 年 经 验 之 后 ， 你 的 汽车 公司 为 它 享有 声望 的 标准 尺 
寸 汽车 的 刹车 系统 重新 进行 了 优化 设计 ， 即 ,刹车 所 需 滑 行距 离 在 同 级 重量 的 汽车 中 最 短 ， 而 
且 车 上 的 人 都 感觉 系统 非常 平稳 ， 你 们 的 公司 决定 制造 重量 较 轻 一 级 的 汽车 ， 讨 论 如 何 按 比例 
缩放 当前 汽车 的 刹车 系统 ， 使 得 较 小 的 刹车 系统 具有 同样 的 性 能 . 要 有 把 握 地 考虑 液压 系统 和 
刹 闸 片 的 尺寸 ， 是 理 只 需要 简单 地 利用 几何 相似 性 就 够 了 ? 让 我 们 假定 对 所 有 的 汽车 型 号 ， 车 
轮 的 比例 缩放 都 是 按 以 下 方式 做 的 ， 即 作用 在 (静止 状态 ) 车 胎 上 的 压力 是 不 变 的 ， 对 轻型 车 的 
刹 闸 片 ， 应 该 如 何 按 比 例 缩放 呢 ? 


2.4 汽车 的 汽油 里 程 


情景 

在 由 于 石油 短缺 和 禁 运 造成 的 能 源 危机 期 间 ， 人 们 总 是 想 要 了 解 油料 开支 是 怎么 因 车 速 而 
变化 的 ， 我 们 觉得 以 低速 率 和 低速 排挡 行驶 时 ， 汽 车 转换 能 量 的 效率 相对 不 高 ， 而 高 速 行驶 时 
作用 在 汽车 上 的 阻力 会 迅速 增加 ， 于 是 ， 以 下 的 期 望 看 来 是 合理 的 ， 即 存在 一 个 或 多 个 速率 ， 
汽车 以 这 些 速率 行驶 会 产生 最 优 的 燃油 里 程 ( 一 加 仑 燃油 能 行驶 的 最 大 英里 数 )， 如 果 确 实 如 
此 ， 超 过 该 最 优 速率 ， 燃 油 里 程 就 会 减少 ， 了 解 这 种 减少 是 怎样 产生 的 会 很 有 益处 ， 此 外 ， 这 
种 减少 显著 吗 ? 考虑 以 下 的 报刊 文章 的 摘录 ( 那 时 有 全 国 性 的 每 小 时 55 英里 的 限 速 ) ， 

说 说 每 小 时 55 英里 的 全 国 性 高 速 公路 限 速 ， 时 速 超过 50 英里 /小 时 后 ， 每 增加 5 英里 /小 时 就 要 损失 行驶 一 英 
里 所 消耗 的 汽油 ， 在 佛罗里达 州 Jacksonville 的 Ryder 货车 公司 ， 那 些 坚持 以 每 小 时 55 英里 速度 行驶 的 司机 已 经 减 
少 了 12 中 的 油耗 -每 年 节省 631 000 加 仑 的 燃油 ， 一 般 认 为 驾驶 最 佳 油 效 的 范围 在 每 小 时 35~45 英里 之 间 @ 


要 特别 注意 对 于 时 速 超过 50 英里 /小 时 ， 每 增加 5 英里 /小 时 就 要 损失 行驶 一 英里 所 消耗 
的 加 仑 燃油 .这 个 一 般 法 则 有 什么 好 处 ? 

识别 问题 

什么 是 汽车 的 速率 和 它 的 燃油 里 程 之 间 的 关系 ? 通过 对 这 个 问题 的 回答 ， 我 们 可 以 评估 这 
条 法 则 的 精确 性 . 

假设 

让 我 们 来 考虑 影响 燃油 里 程 的 因素 ， 首先， 存在 着 推动 汽车 前 进 的 动力 ， 这 些 力 取决 于 燃 
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油 燃烧 类 型 能 提供 的 功率 、 发 动机 转换 潜在 功率 的 效率 、 齿 轮 比 、 空 气 的 温度 以 及 包括 车 速 在 

内 的 许多 其 他 因素 . 其次， 存在 着 阻碍 汽车 前 进 的 阻力 ， 阻力 包括 依赖 于 汽车 重量 的 摩擦 效应 、 

车 胎 的 类 型 和 状况 以 及 路 面 的 状况 空气 阻力 是 另 一 种 阻力 ， 它 依赖 于 车 速 、 车 辆 的 表面 积 和 形 

状 、 风 以 及 空气 密度 ， 影 响 燃油 里 程 的 另 一 个 因素 与 司机 的 驾驶 习惯 有 关 ， 以 常 速 驾驶 或 是 不 断 

地 加 速 ? 路 面 平坦 还 是 崎 邮 ? 因此 ， 燃 油 里 程 是 总 结 在 下 面 的 方程 中 的 若干 因素 的 函数 ， 
燃油 里 程 二 (推进 力 ， 阻 力 ， 驾 驶 习惯 ， 等 等 ) 

很 清楚 ， 如 果 要 考虑 车 型 、 司 机 以 及 道路 情况 的 所 有 可 能 的 组 合 ， 对 原 问 题 的 回答 将 会 很 
琐碎 ， 因 为 做 这 样 的 研究 实在 是 心 有 余 而 力 不 足 ， 所 以 我 们 要 限制 待 处 理 的 问题 

限制 问题 的 识别 

对 于 一 位 特定 的 司机 来 说 ， 某 一 天 驾驶 着 汽车 在 平坦 的 高 速 公路 上 ， 为 了 节省 燃油 而 在 最 
优 速 率 附 近 以 不 变 的 高 速 公 路 速率 行驶 这 个 事实 就 提供 了 一 个 定性 的 解释 ， 解 释 了 随 着 速率 的 
微小 的 增加 燃油 开支 的 变化 . 

在 这 样 的 限制 问题 下 ， 可 以 认为 诸如 空气 的 温度 、 空 气 密度 以 及 道路 状况 那样 的 环境 条 件 
都 是 不 变 的 ， 因 为 我 们 已 经 规定 了 司机 正在 驾驶 着 的 车 ， 确 定 了 车 胎 的 状况 、 车 的 形状 和 表面 
以 及 燃油 的 种 类 .通过 限制 高 速 公路 的 驾驶 速率 是 在 最 优 速率 附近 ， 得 到 了 发 动机 效率 不 变 以 
及 在 车 速 变化 小 时 齿轮 比 不 变 的 简化 假设 ， 限 制 原来 提出 的 问题 是 获得 容易 处 理 的 模型 的 强 有 
力 的 方法 . ， 

报刊 上 的 文章 ( 正 是 由 此 引导 出 现在 讨论 的 问题 ) 还 给 出 了 1 
一 个 经 验 法 则 ， 即 超过 50 英里 /小 时 的 每 5 英里 /小 时 就 要 损失 
行驶 一 英里 所 消耗 的 加 仑 汽油 ， 我 们 来 图 示 这 个 法 则 .如 果 你 
画 出 每 加 仑 损失 的 英里 数 对 速率 减 50 的 图 形 ， 那 将 是 图 2-23 显 
示 的 一 条 过 原点 的 直线 .我 们 来 看 看 这 个 线性 图 形 是 否定 性 
正确 . 

因为 汽车 是 以 常 速 率 行驶 的 ， 所 以 加 速度 为 零 ， 于 是 ， 牛 
顿 第 二 定律 给 出 合力 必 为 零 ， 或 者 推进 力 和 阻力 必须 相 


ww 


侠 加 仓 损失 的 英里 数 
一 iD 


.0 5 10 5 20 25 


速率 减 50( 英 里 /小 时 ) 

等 ， 即 ， 
FF, 图 2-23 超过 50 英里 / 
其 中 F, ,表示 推 进 力 而 表示 阻力 . 小 时 的 每 个 5 英里 /小 时 


首先 考虑 推进 力 ， 每 加 仑 汽油 包含 一 定 的 能 量 ， 例 如 ， 记 ”0 
为 K 的 能 量 ， 如 果 C, 表示 单位 时 间 燃 伐 掉 的 燃油 的 量 ， 那 么 Ree 
C.K 就 表示 该 车 可 利用 的 功率 ， 假 设 功率 转换 率 是 不 变 的 ， 由 此 得 出 转换 后 的 功率 与 CK 成 
比例 。 因 为 对 于 常 力 而 言 ， 功 率 等 于 力 和 速度 的 乘积 ， 这 种 论证 就 给 出 下 面 的 比例 性 关系 
CK 


F, cc 一 一 
也 
通过 进一步 假设 燃油 转换 成 能 量 的 比率 K 不 变 ， 上 面 的 比例 性 关系 就 简化 为 
F, x (2-14) 


现在 来 考虑 阻力 。 因 为 我 们 把 问题 限制 为 高 速 公路 上 的 速率 ， 与 空气 阻力 相 比较 ， 假 设 麻 
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擦 力 很 小 是 合理 的 ， 在 高 速 公 路 的 速率 下 ， 这 些 阻力 的 一 个 有 意义 的 子 模型 为 

下 ,cc Su? 
其 中 S 是 垂直 于 汽车 运动 方向 的 汽车 的 横 截面 面积 (对 于 中 型 汽车 ， 这 是 工程 中 一 个 常用 的 假 
设 ). 因为 在 我 们 的 限制 问题 中 S 是 常数 ， 由 此 得 到 


F,oc vw 
应 用 条 件 下, 二 =F, 以 及 比例 性 (2-14) 就 给 出 
2 Cy 
vy 
或 
Coc 让 (2-15) 


比例 性 (2- 15) 给 出 了 燃油 消耗 率 应 该 以 速度 的 立方 增加 的 定性 信息 . 但是， 燃油 消耗 率 并 不 能 
很 好 地 反映 燃油 效率 ， 尽 管 比例 性 (2-15) 说 明 汽 车 高 速 行驶 时 在 单位 时 间 里 用 掉 更 多 的 燃油 ， 
但 是 汽车 也 开 得 更 快 了 ， 所 以 ,我们 定义 燃油 里 程 如 下 : 


。 距离 
| 燃油 里 程 一 酒 肝 
把 距离 vt 和 油耗 C,: 代入 就 给 出 比例 性 
燃油 里 程 二 之 ccv? (2-16) 


Cr: 

因此 ， 汽 油 里 程 和 速度 的 平方 成 反比 . 

模型 (2-16) 能 够 帮助 我 们 解释 汽车 油耗 的 某 种 有 用 的 定量 信息 .首先 ， 应 该 置疑 图 2-23 
中 所 画 的 线性 图 形 上 暗示 的 经 验 法 则 . 对 我 们 自己 导出 的 结论 应 该 小 心 . a 16) 中 的 能 
量 关系 看 起 来 给 人 印象 深刻 ,但 它 只 是 在 限制 的 速度 范围 内 才 是 有 效 的 .。 有赖 于 比例 常数 的 大 
小 ， 在 那个 限制 范围 里 这 个 关系 才 可 能 是 几乎 线性 的 .不 要 忘记 在 我 们 的 分 析 中 曾经 忽略 了 许 
. 多 因素 ， 而 且 假 设 了 某 些 重要 的 因素 是 不 变 的 (常数 )， 因 此 ， 我 们 的 模型 的 用 途 也 只 限于 在 限 
制 速率 的 范围 上 的 定性 解释 ， 但 是 从 另 一 方面 看 ， 这 正好 说 明了 我 们 是 怎样 识别 问题 的 过 程 . 


习题 


1. 在 汽车 的 燃油 里 程 例子 中 ,假定 画 出 每 加 仑 英里 数 对 速率 的 图 形 作 为 一 般 法 则 的 图 形 


表示 (替代 图 2-23 所 画 的 图 ). 解释 为 什么 从 这 个 图 形 难 于 导出 比例 性 关系 . 

2. 在 汽车 的 燃油 里 程 例子 中 ， 假 设 阻力 和 Sv 成 比例 ， 其 中 S 是 垂直 于 汽车 运动 方向 的 汽 
车 横 截 面 面 积 而 v 是 速率 ， 你 能 得 出 什么 结论 ? 对 该 阻力 子 模型 ， 讨 论 可 能 影响 倾向 
于 选择 Sv 而 不 选 Sv 的 那些 因素 ， 你 怎样 检验 该 子 模 型 ? 

3. 讨论 在 汽油 里 程 问题 的 分 析 中 被 完全 忽略 的 几 个 因素 . 


2.5 体重 和 上身 高、 力量 和 灵活 性 


体重 和 身高 
几乎 所 有 的 美国 人 都 想得到 答案 的 一 个 问题 就 是 ， 我 应 该 有 多 重 ? 常常 给 予 愿 意 参 加 马 拉 
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松 长 跑 的 人 的 一 条 法 则 是 : 每 英寸 身高 的 体重 为 2 磅 ， 这 样 看 起 来 较 矮 的 马拉松 运动 员 比较 高 
的 马拉松 运动 员 更 容易 满足 这 条 法 则 .已 经 设计 了 很 多 表 ， 对 不 同 目的 提出 了 有 关 体重 的 建 
议 ， 医生 关心 的 是 出 于 健康 的 目的 应 有 的 合理 体重 ， 而 美国 人 寻求 基于 体形 的 体重 标准 ， 此 
外 ， 诸 如 陆军 那样 的 组 织 关 心 的 是 身体 条 件 并 制定 可 接受 的 体重 上 界 . 经 常 是 把 这 些 体重 表 以 
某 种 方式 进行 分 类 ， 例 如 ， 表 2-6 给 出 了 年 龄 在 17 一 21 岁 之 间 的 男子 的 可 接受 的 体重 上 限 ( 该 
表 没 有 诸如 上 骨骼 结构 那样 的 进一步 的 描述 ). 

表 2-6 


身高 (英寸 ) 身高 (英寸 ) 


如 果 计 算 表 2-6 中 相 邻 体重 项 之 间 的 差 以 确定 每 增加 一 英寸 的 身高 允许 增加 的 体重 ， 可 以 
看 到 该 表 的 大 部 分 是 允许 每 英寸 5 磅 的 体重 增加 (在 上 部 和 下 部 分 别 出 现 若干 4 磅 和 6 磅 的 增 
加 )， 无 疑 ， 上述 法 则 比 前 面 推荐 给 马拉松 运动 员 的 每 英寸 2 磅 的 法 则 要 宽松 .本 节 我 们 将 定 
性 地 考察 体重 和 身高 应 该 怎样 变化 . 

体重 依赖 于 许多 因素 ， 其 中 一 些 我 们 已 经 提 到 过 .除了 身高 外 ， 肯 密度 可 能 是 一 个 因素 . 
骨 密 度 会 有 大 的 变化 吗 ， 或 者 骨 密 度 本 质 上 是 不 变 的 吗 ? 骨骼 所 占 的 相对 体积 大 约 为 多 少 ? 这 
个 体积 本 质 上 是 不 变 的 吗 ， 或 者 有 重 的 、 中 等 的 和 轻 的 骨 结构 ? 什么 是 身体 密度 的 因素 呢 ? 怎 
么 考虑 骨骼 、 肌 肉 和 脂肪 密度 的 差别 ? 这 些 密度 是 变化 的 吗 ? 考虑 到 随 着 年 龄 变 老 时 肌肉 、 骨 
骼 和 脂肪 的 相对 组 成 会 变化 ， 身 体 密度 一 般 是 年 龄 和 性 别 的 函数 吗 ? 在 同样 年 龄 的 男性 和 女性 
之 间 ， 存 在 着 不 同 的 肌肉 和 脂肪 组 成 吗 ? 

我 们 (通过 接受 一 个 上 限 ) 来 定义 问题 使 得 骨骼 密度 是 不 变 的 ， 而 预测 体重 作为 身高 、 性 别 、 
年 龄 和 身体 密度 的 函数 .体重 表 的 目的 或 根据 也 必须 详细 说 明 ， 所 以 该 表 是 基于 体形 来 制定 的 ， 

识别 问题 

我 们 识别 问题 如 下 : 对 于 各 种 身高 、 性 别 和 年 龄 的 人 群 ， 决 定 基于 体形 表示 最 大 可 接受 水 
平 的 体重 上 限 . 

假设 

如 果 我 们 想 成 功 地 预测 体重 与 身高 的 函数 关系 ， 那 么 有 关 身 体 密度 的 假设 是 必需 的 ， 作 为 
一 种 简化 假设 ， 假 定 身体 的 某 些 部 分 是 由 不 同 密度 的 内 部 核心 和 外 部 核心 组 成 的 ， 还 假设 导致 
不 同 密度 的 内 部 核心 主要 是 由 骨骼 和 肌肉 材料 组 成 的 ， 而 外 部 核心 主要 是 由 脂肪 材料 组 成 的 
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(图 2-24)， 接 着 来 建立 子 模 型 以 解释 每 个 核心 的 重量 怎样 随身 内 部 核心 有 一 种 密度 
高 而 变化 . 

体重 是 怎样 随身 高 变化 的 呢 ? 一 开始 ， 假 设 对 于 成 人 来 说 ， 
不 局 的 人 身体 的 某 个 部 位 ， 诸 如 头 ， 具 有 同样 的 体积 和 密度 . 
因此 成 人 的 体重 由 


‘ 
W Se kl 十 Wi 二 Wo (2-17) 外 部 核心 有 有 荔 一 种 密度 


给 出 ， 其 中 久之 0 为 不 同 的 个 体 具有 相同 的 体积 和 密度 的 那些 部 a hoe 
分 的 不 变 的 重量 ， 而 Wi 和 分别 是 内 部 核心 和 外 部 核心 的 pag 
重量 . . 
其 次 ， 把 注意 力 转向 内 部 核心 ， 四 肢 和 躯干 的 体积 是 怎样 随 着 身高 而 变化 的 ? 我 们 知道 人 
不 是 几何 相似 的 ， 因 为 他 们 具有 不 同 的 形状 ， 四 肢 和 躯干 的 相对 比例 不 同 ， 因 而 看 起 来 不 像 是 
互相 按 比例 的 模型 ， 然而， 根据 要 识别 的 问题 ， 我 们 关心 的 是 基于 体形 的 上 限 体重 ， 虽 然 这 有 
点 主观 ， 但 以 下 的 看 法 似乎 是 合理 的 ， 即 无 论 是 什么 样 的 可 以 看 见 的 形象 ， 作 为 74 英寸 高 的 
人 的 可 接受 的 上 限 标准 应 该 是 和 65 英寸 高 的 人 成 比例 的 形象 ， 因 此 ， 就 我 们 的 问题 而 言 ， 个 
体 的 几何 相似 性 是 一 个 合理 的 假设 .注意 不 需要 假设 特定 的 形状 ,而 只 是 假设 个 体 相应 点 之 间 
的 距离 之 比 是 相同 的 ， 在 这 个 假设 下 ， 我 们 正在 考 虚 的 每 个 组 成 部 分 的 体积 与 一 个 关于 身高 h 
的 特征 量 的 立方 成 比例 ， 由 此 ， 各 组 成 部 分 体积 之 和 必须 和 身高 的 立方 成 比例 ， 或 者 
| Va och’ (2-18) 

现在 ， 关 于 内 部 核心 的 平均 体重 密度 应 该 做 什么 样 的 假设 呢 ? 假设 内 部 核心 是 由 肌肉 和 肯 
骼 组 成 的 ， 它 们 的 密度 是 不 同 的 ， 内 部 核心 的 总 体积 中 有 百 分 之 几 是 骨骼 呢 ?” 如 果 假设 骨骼 的 
直径 是 和 身高 成 比例 ， 那 么 骨骼 占据 的 总 体积 与 身高 的 立方 成 比例 .这 就 意味 着 骨骼 在 内 部 核 
心 总 体积 中 所 占 的 百分比 在 几何 相似 的 个 体 中 是 常数 ， 由 此 而 产生 的 论证 得 出 平均 体重 密度 
pm 也 是 常数 ， 例 如 ， 考 虑 体积 V 的 平均 体重 密度 os，YV 包含 两 部 分 体积 V 和 V, ， 其 密度 分 
别 为 mw 和 pp， 于 是 

V=Vi+V, 
以 及 
pagV =W = piVi 十 pV 

就 给 出 


V 
Pavg 一 +e 有志 7 


所 以 ， 只 要 Vi/V 和 Vs/V 不 变 ， 那 么 平均 体重 密度 po 就 是 常数 ， 把 这 个 结果 应 用 于 内 部 核心 
就 推出 平均 体重 密度 ps 是 常数 ， 从 而 给 出 
Wi = Viapon cc 请 
或 者 
Wu 一 Ri 对 包 盖 0 (2-19) 
注意 前 述 子 模型 包括 了 比 肌 肉 和 骨骼 两 种 材料 更 多 的 具有 不 同 密度 所 有 材料 的 情形 (例如 ， 腿 、 
韧带 和 器 官 )， 只 要 这 些 材 料 所 占 的 内 部 核心 总 体积 的 百分比 是 常数 . 
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现在 考虑 由 脂肪 组 成 的 外 部 核心 ， 因 为 该 表 是 根据 个 人 的 体形 制定 的 ， 可 以 认为 不 管 高 度 如 
何 ， 外 部 核心 的 厚度 应 该 是 常数 (参见 习题 3)、 如 果 + 表示 这 个 厚度 ， 那 么 外 部 核心 的 重量 为 
Wo EE Zou Su 
其 中 So 是 外 部 核心 的 表面 积 而 oo 是 外 部 核心 的 密度 ， 其 次 假设 对 象 是 几何 相似 的 ,由 此 得 
出 表面 积 和 高 度 的 平方 成 比例 .如 果 假 设 由 脂肪 材料 组 成 的 外 部 核心 的 密度 对 所 有 的 个 体 都 是 


Wo oc h? 
i 如 果 假 设 外 部 核心 的 厚度 和 高 度 成 比例 ， 那么 
Wo cc 和 
本 
Wo 二 kh? 十 有 ja ,其 中 ,k, 宇 0 (2-20) 


这 里 允许 常数 和 &, 取 零 值 . 

综合 由 方程 (2-17)，(2-19) 和 (2-20) 表 示 的 子 模型 来 确定 体重 的 模型 ， 就 给 出 

厂 王 所 十 名 居 十 和 ji 对 ki,ks 汪 >0 而 如 守 0 (2-21) 

其 中 ;二 ks 十 k,， 注 意 模型 (2-21) 间 接地 表明 体重 有 比 有 的 一 次 方 的 次 数 要 高 的 变化 ， 如 果 这 
个 模型 有 效 ， 那 么 较 高 的 人 确实 不 易 满足 早先 给 出 的 线性 法 则 ， 然 而 ， 眼 下 我 们 的 判断 只 是 定 
性 的 ， 因 为 我 们 还 没有 验证 我 们 的 子 模型 ， 有关 怎样 去 检验 模型 的 一 些 想法 将 在 习题 中 讨论 . 
此 外 ， 我 们 还 没有 对 出 现在 方程 (2-21) 中 的 高 阶 项 提出 任何 相对 的 意义 ， 在 统计 学 的 研究 中 ， 
回归 方法 是 用 来 提供 理解 模型 中 各 项 的 意义 的 方法 . 

模型 的 解释 

让 我 们 根据 子 模型 来 解释 早先 给 出 的 一 般 法 则 ， 该 法 则 允许 对 额外 的 每 英寸 的 高 度 有 一 个 
不 变 的 体重 增加 ， 考 虑 躯 于 长 度 的 增加 可 能 导致 的 体重 .因为 给 定 的 法 则 对 每 英寸 增高 的 总 的 
可 允许 的 体重 增加 都 已 假设 为 常数 ， 所 以 躯干 长 度 的 增加 所 允许 的 体重 增加 的 部 分 也 可 以 假设 
为 常数 ， 为 了 允许 不 变 的 体重 增加 ， 躯 干 必须 在 增加 其 长 度 的 同时 保持 其 同样 的 模 截面 的 面 
积 .这 就 意味 着 , 例如， 腰围 的 尺寸 保持 不 变 ， 假 定 在 17~21 岁 的 范围 内 ， 由 于 身高 为 66 英 
二 的 男子 的 体形 的 原因 ， 判 定 的 可 接受 的 腰围 的 上 限 为 30 英寸 每 英寸 2 磅 的 法 则 也 允许 身 
高 72 英寸 的 男子 有 30 英寸 的 腰围 ， 另 一 方面 ， 基于 几何 相似 性 的 模型 暗示 相应 点 之 间 的 所 有 
距离 都 应 该 按 相 同 的 比例 增加 ， 因 此 ， 身高 72 英寸 的 男子 的 腰围 应 该 类 似 地 按 比例 增加 ， 为 
30X(72/66) 英 寸 ， 约 为 32. 7 英寸 ， 比 较 这 两 个 模型 ， 得 到 以 下 的 数据 ; 


身高 线性 模型 几何 相似 性 模型 
(英寸 ) (英寸 ， 腰围 度量 ) (英寸 ， 腰围 度量 ) 
66 30 30.0 
72 30 32.7 
78 30 35.5 
84 30 38.2 


CC 


-现在 我 们 就 明白 为 什么 遵从 每 英寸 2 磅 法 则 的 高 个 子 马拉松 运动 员 都 显得 很 瘦 . 
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力量 和 灵活 性 


考虑 各 种 身高 、 体 重 和 年 龄 的 男女 运动 员 参 加 一 项 比试 力量 (例如 举重 ) 或 灵活 性 (例如 障 
碍 赛跑 的 体育 竞赛 ， 你 怎样 为 这 种 竞赛 设置 障碍 (不 利 条 件 )? 我 们 定义 问题 如 下 . 

识别 问题 

对 各 种 身高 、 体 重 、 性 别 和 年 龄 的 群体 确定 他 们 和 竞技 体育 中 的 灵活 性 的 关系 ， 

假设 

始 先 忽 略 性 别 和 年 龄 .假设 灵活 性 和 力量 与 体重 之 比 成 比例 ， 还 进一步 假设 力量 和 竞 

赛 中 所 用 到 的 肌肉 的 尺寸 成 比例 ， 并 假设 用 肌肉 的 横 截面 面积 来 测量 这 种 尺寸 (参见 第 2. 3 节 
中 的 研究 课题 1 )， 还 要 回忆 一 下 体重 是 和 体积 成 比例 的 (假设 常 体重 密度 )， 如 果 假 设 所 有 的 
参赛 者 都 是 几何 相似 的 ， 那 么 有 


力量 1 
灵活 性 < 征 重 > ol 


这 显然 是 灵活 性 和 特征 量 ! 之 间 的 一 种 非 线 性 关系 . ee 
间 所 具有 的 非 线 性 关系 .你 怎样 为 你 的 模型 收集 数据 ? 你 怎样 检验 并 验证 你 的 模型 ? 


习题 


1. 为 检验 支持 模型 (2-21) 的 各 种 子 模 型 ， 详 细 描 述 你 想 收集 的 数据 ， 你 怎样 去 收集 这 些 
数据 ? 

2. 为 测量 身体 脂肪 的 百分比 ， 有 多 种 检测 方法 . 假设 这 些 检 测 方法 都 是 精确 的 而 且 有 大 
量 细心 收集 到 的 数据 可 供 利用 .你 可 以 详细 说 明 其 他 的 统计 数据 ， 例 如 你 想 收 集 的 腰 
转 和 身高 的 数据 ， 解 释 能 怎样 安排 数据 来 检验 支配 本 节 子 模型 的 假设 例如， 假定 考 
察 了 具有 不 变 身体 脂肪 和 高 度 的 年 龄 在 17 一 21 岁 之 间 的 男性 的 数据 ， 解 释 怎么 检验 内 
部 核心 的 密度 为 常数 这 一 假设 . 

3, 身体 状况 和 个 人 体形 的 流行 的 测量 方法 就 是 夹 痛 测试 ， 为 做 这 种 测试 ， 你 通过 夹 痛 的 
办 法 来 测量 身体 所 选择 的 部 位 的 外 部 核心 的 厚度 ， 在 什么 部 位 以 及 怎样 做 这 种 夹 痛 测 
试 ? 什么 样 的 夹 痛 厚 度 是 允许 的 ? 允许 夹 痛 厚 度 随身 高 而 变化 吗 ? 

4. 人 们 说 体操 是 一 项 需要 极 大 灵活 性 的 运动 ， 利 用 本 节 研 究 的 有 关 灵 活性 的 模型 和 假设 
来 论证 为 什么 很 少 有 高 个 体操 运动 员 . 


研究 课题 


1. 考虑 只 测量 有 氧 健身 情况 的 耐力 测验 ， 这 种 测验 可 能 是 游泳 测验 、 赛 跑 测 验 或 自行 车 
测验 ， 假 设 我 们 要 求 所 有 的 参赛 者 都 做 同样 的 功 ， 试 创建 一 个 数学 模型 来 反映 参赛 者 所 做 的 功 
和 某 个 诸如 身高 或 体重 那样 的 可 测量 的 特征 量 之 间 的 关系 .然后 利用 你 的 模型 中 的 动能 来 做 出 
改进 ， 对 这 些 有 氧 测 验 中 的 一 种 运动 收集 某 种 数据 并 决定 这 些 模型 的 合理 性 , 
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在 数学 建 模 过 程 中 ， 需 要 根据 不 同 目的 分 析 数 据 . 我 们 前 面 也 已 经 看 到 , 如 何 由 假定 引导 
出 一 个 特殊 形式 的 模型 ， 例 如， 在 第 2 章 中 ， 分 析 汽 车 刹车 后 能 立即 安全 停 稳 的 距离 时 ， 我 们 
的 假定 引出 了 一 个 下 列 形式 的 子 模型 . 

ds, = Cv’ 
这 里 d。 是 使 汽车 停 稳 所 要 求 的 距离 ，v 是 刹车 时 刻 汽 车 的 速度 ，C 是 需要 确定 的 比例 常数 .这 
样 ， 就 能 够 通过 收集 和 分 析 足 够 的 数据 ， 以 确定 假定 是 否 是 合理 的 ， 如 果 合 理 ， 则 要 确定 常数 
C， 从 一 族 刹 车 距离 子 模型 y 一 Cv 中 选择 某 一 成 员 . 

我 们 会 遇 到 由 不 同 的 假定 引导 出 不 同 的 子 模型 的 情况 . 例如 ， 当 研究 质子 在 空气 等 介质 中 
的 运动 时 ， 能 对 阻力 的 特征 做 出 不 同 的 假定 ， 如 阻力 正比 于 或 等 甚至 可 完全 忽略 阻力 . 
而 另 一 个 例子 ， 当 我 们 确定 汽车 消耗 的 燃料 随 着 速度 如 何 变化 时 ， 关 于 阻力 的 不 同 的 假定 ， 能 
够 引导 出 预测 的 行驶 里 程 按照 Cv ' 或 Cv 这样 的 规律 变化 的 模型 ， 这 样 产生 的 问题 能 按 如 
下 方式 考虑 : 首先 ， 用 -- 些 收集 到 的 数据 按 某 一 方法 选择 C, 和 C: ， 该 方法 从 每 一 族 可 能 的 曲 
线 中 选取 一 条 能 最 好 地 拟 合 数据 的 曲线 ， 然 后 选择 一 个 最 适合 于 研究 的 状态 的 模型 . 

当 问 题 很 复杂 而 难以 建立 能 够 解释 该 特殊 情形 的 模型 时 ， 会 有 另 一 种 情况 . 例如 ， 当 子 模 


型 涉及 偏 微分 方程 ， 而 它们 没有 封 闲 形 式 的 解 时 ， 那 么 构造 一 个 主 模型 ， 在 不 使 用 计算 机 的 情 


况 下 得 到 解答 并 进行 分 析 的 可 能 性 很 小 。 或者， 问题 中 涉及 的 有 显著 影响 的 独立 变量 太 多 ， 人 
们 甚至 不 想 去 构造 一 个 明确 的 模型 ， 在 这 种 时 候 ， 为 了 在 数据 所 在 的 范围 内 研究 独立 变量 的 行 
为 ， 可 能 必须 进行 一 些 实验 研究 . 

在 分 析 一 个 数据 集合 时 ， 前 面 的 讨论 实际 上 指明 了 三 个 可 能 需要 解决 的 任务 : 

1. 按照 一 个 或 一 些 选 出 的 模型 类 型 对 数据 进行 拟 合 . 

2. 从 一 些 已 经 拟 合 的 类 型 中 选取 最 合适 的 模型 ， 例如， 我 们 需要 判断 最 佳 拟 合 指数 模型 
是 否 比 一 个 最 佳 多 项 式 模型 更 好 . 

3, 根据 收集 的 数据 做 出 预报 . 

在 前 两 个 任务 中 ， 可 能 存在 一 个 或 多 个 模型 ， 似 乎 都 能 解释 已 观测 到 的 行为 ， 这 一 章 将 围 
绕 着 模型 拟 合 来 讨论 这 两 种 情形 ， 在 第 三 种 情形 中 ， 不 存在 一 个 解释 已 观测 到 的 行为 的 模型 ， 
而 是 存在 一 个 数据 点 的 集合 ， 该 集合 能 用 来 预测 某 个 你 所 感 兴趣 的 数量 范围 内 的 行为 ， 从 本 质 
上 来 看 ， 我 们 希望 基于 收集 到 的 数据 构造 一 个 经 验 模 型 ， 第 4 章 将 围绕 着 内 插 来 研究 构造 这 样 
的 经 验 模型 ， 了 解 模型 的 拟 合 和 内 插 在 哲学 上 和 数学 上 的 差异 是 重要 的 . 
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模型 的 拟 合 和 内 插 间 的 关系 


让 我 们 来 分 析 前 一 段落 指出 的 三 个 任务 ， 以 便 确定 在 每 一 情形 必须 做 些 什 么 ， 在 任务 1， 
必须 明确 最 佳 模型 的 正确 意义 ， 以 及 由 此 而 产生 的 需要 解决 的 数学 问题 . 在 任务 2， 为 了 比较 
不 同类 型 的 模型 需要 有 一 个 判定 准则 . 在 任务 3 中 ,为 了 决定 如 何在 观测 的 数据 点 间 做 出 预 
测 ， 也 要 有 明确 一 个 判定 准则 . 

要 注意 在 上 述 每 种 情况 中 建 模 者 的 态度 上 的 差异 ， 在 前 两 个 模型 拟 合 的 任务 中 ， 要 极力 猜 
测 出 某 种 关系 . 建 模 者 愿意 接受 模型 和 收集 到 的 数据 点 间 的 某 些 偏差 ， 以 便 有 一 个 满意 地 解释 
所 研究 的 问题 的 模型 ， 实 际 上 ， 建 模 者 会 预想 到 模型 和 数据 两 者 都 可 能 有 误差 ， 另 一 方面 ， 在 
插值 时 ， 建 模 者 会 受到 细心 收集 和 分 析 过 的 数据 的 强力 引导 ， 曲 线 应 追踪 数据 的 趋向 ， 在 数据 
点 间 做 出 预测 ， 这 时 ， 建 模 者 一 般 很 少 会 对 插值 曲线 附加 明确 的 意义 ， 在 各 种 情况 ， 可 能 建 模 
者 最 终 都 想 用 模型 进行 预测 ， 然 而 ， 做 模型 拟 合 时 ， 建 模 者 更 强调 为 数据 提供 模型 ， 而 做 插值 
时 ， 建 模 者 对 收集 到 的 数据 给 予 了 更 大 的 信任 ， 而 较 少 注意 模型 的 形式 意义 ， 在 此 意义 上 ， 解 
释 性 的 模型 是 理论 推动 的 ， 而 预测 模型 是 数据 推动 的 . 

用 一 个 例子 说 明 前 面 的 看 法 . 假设 为 了 研究 两 个 变量 y 和 x 之 间 的 关系 ， 我 们 收集 到 
图 3-1 所 画 出 的 数据 ,如果 建 模 者 仅 根 据 图 中 的 数据 做 出 预测 ， 他 可 以 使 用 样 条 插值 之 类 的 技 
术 ( 我 们 在 第 4 章 研究 此 技术 ,让 光滑 的 多 项 式 通过 这 些 点 ， 见 图 3-2). 


全 


X1X2 X3 Xs XL X2 X3 X4 Xs 


Xx 
图 3-1 变量 y 和 x 的 观测 什 图 3-2 ”用 光滑 多 项 式 对 数据 进行 插值 


注意 ， 图 3-2 内 插曲 线 通过 数据 点 ， 在 观测 点 的 整个 全 范围 内 追踪 变量 间 的 趋势 . 

假设 在 研究 图 3-1 所 示 的 特定 行为 时 ， 建 模 者 做 出 假定 ， 引 导出 一 个 ?一 Ciz 十 Coz 十 C 
形式 的 二 次 式 模型 或 抛物 线 的 预想 ， 这 时 图 3-1 的 数据 将 用 于 确定 常数 C, 、C。 和 C;， 以 选择 
最 佳 的 抛物 线 (图 3-3)， 抛物线 可 能 与 某 些 数据 点 甚至 全 部 
点 有 些 偏 离 ， 这 应 是 无 关 紧 要 的 . 要 注意 图 3-2 和 3-3 中 曲 
线 在 值 r 和 xs 附近 所 做 预测 值 间 的 差异 . 

建 模 者 可 能 会 发 现在 同一 问题 中 需要 拟 合 一 个 模型 ， 同 
时 还 需要 进行 插值 ， 一 个 给 定 类 型 的 最 佳 拟 合 模型 可 能 被 证 
明 是 难于 控制 的 甚至 是 不 可 能 的 ， 因 为 接 下 来 的 分 析 可 能 会 Wm 3 
涉及 到 积分 、 微 分 之 类 的 操作 ， 这 个 时 候 模型 可 以 用 插值 曲 ”图 3-3 对 数据 点 拟 合 抛物 线 


> 


线 ( 如 多 项 式 ) 代 蔡 . 以 便 更 容易 对 其 微分 或 积分 例如 为 了 2 一 CI 十 C27 十 Cs 
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简化 后 续 的 分 析 ， 一 个 用 来 对 方 波 建 模 的 阶梯 函数 可 以 替换 为 三 角 近似 ， 在 这 些 例 子 中 ， 建 模 
者 希望 用 捅 值 曲线 近似 并 能 贴近 所 代替 的 函数 的 基本 特征 .这 种 类 型 的 插值 通常 称 为 还 近 ， 这 
通常 在 导论 性 的 数值 分 析 课 程 中 有 介绍 . 


建 模 过 程 中 的 误差 来 源 


在 讨论 基于 曲线 拟 合 还 是 基于 插值 的 决策 所 依据 的 准则 之 前 ， 我 们 需要 考察 建 模 过 程 中 何 处 
会 引起 误差 .如 果 和 忽视 考虑 误差 ， 过 于 信任 中 间 结 果 ， 会 在 后 续 的 阶段 中 招致 失败 的 决策 ， 我 们 
的 目标 是 保证 建 模 的 整个 过 程 在 计算 上 是 适宜 的 ， 并 考虑 到 前 面 各 步 带 来 的 累积 误差 的 影响 . 

为 了 容易 讨论 ， 将 误差 分 为 下 列 几 类 ， 

1) 公 式 化 的 误差 

2) 截 断 误差 

3) 舍 人 误差 

4) 测 量 误 差 

公式 化 的 误差 

其 产生 可 源 于 : 一 些 变量 可 忽略 的 假设 条 件 ， 或 在 各 种 子 模 型 中 描述 变量 间 关 系 的 过 分 简 
化 ， 例 如 ， 为 第 2 章 的 刹车 距离 确定 一 个 子 模型 时 ， 我 们 完全 忽略 了 路 的 摩擦 力 ， 并 假定 由 空 
气 阻力 引起 的 阻力 有 很 简单 的 特征 关系 . 即使 在 最 佳 模 型 中 ， 也 会 有 公式 化 的 误差 . 

截断 误差 

可 归 因 于 解 一 个 数学 问题 所 用 的 数值 方法 ， 例如， 可 能 要 用 寡 级 数 表 示 的 多 项 式 近 似 sinz， 


本 
I 
sinz 一 工 一 二 -十 


当 级 数 截 尾 后 用 多 项 式 近似 时 将 引起 一 个 误差 . 
舍 入 误差 


这 是 由 计算 时 使 用 有 限 小 数位 的 机 器 引起 的 .因为 仅 用 有 限 位 不 能 精确 地 表示 全 部 的 数 ， 总 


是 有 伟人 误差 ， 例如， 考虑 一 个 8 位 的 计算 器 或 计算 机 ， 数 1/3 表示 成 0. 333 333 33， 这 样 3 倍 的 
1/3 是 0.999 999 99 而 不 是 真实 的 值 1. 误差 10 ?是 伟人 引起 的 .理想 的 实数 1/3 是 小 数 
0. 333 333 33 的 无 穷 循 环 ， 但 一 个 计算 器 或 计算 机 能 做 的 算术 运算 仅 能 用 有 限 精 度 的 数 . 当 连 
续 完 成 许多 算术 运算 时 ， 每 一 次 有 自己 的 合 人 ， 累 积 的 伟人 能 够 显著 地 改变 答案 的 数值 ， 当 我 
们 使 用 计算 装置 时 ， 舍 入 正 是 一 个 我 们 必须 面 对 并 谨慎 处 理 的 事情 . 

测量 误差 

它 是 由 数据 收集 过 程 中 的 不 精确 性 引起 和 的， 不 精确 性 可 以 包含 ， 记录 或 报告 一 个 数据 时 的 
人 为 错误 ,或 实验 室 设备 的 测量 精度 限制 等 多 种 情况 ， 例 如， 在 刹车 距离 问题 中 ， 应 预期 到 在 
反应 距离 和 刹车 距离 的 数据 中 会 有 应 该 考虑 的 测量 误差 . 


3.1 用 图 形 为 数据 拟 合 模型 


假定 建 模 者 已 做 了 某 些 假定 ， 引 出 了 某 种 模型 。 一 般 模型 会 包含 一 个 或 多 个 参数 ， 要 收集 


[59] 
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充足 的 数据 来 确定 这 些 参数 ， 现 在 来 考虑 数据 收集 的 问题 . 

采集 多 少 个 数据 点 ， 要 在 观测 它们 的 费用 和 模型 所 要 求 的 精度 间 进 行 权衡 ， 至 少 需 要 与 模 
型 遇 线 中 任意 常数 一 样 多 的 数据 点 ， 要 用 最 佳 的 拟 合 方法 ， 确 定 出 每 二 个 任意 常数 ， 要 求 有 更 
多 的 点 ， 将 要 使 用 的 模型 的 范围 决定 了 独立 变量 的 区 间 端 点 

在 此 区 间 中 ， 数 据点 的 跨度 也 是 一 个 重要 问题 ， 因 为 区 间 中 模型 必须 拟 合 得 特别 好 的 一 部 
分 可 以 用 不 等 的 跨度 进行 加 权 ， 在 预期 模型 使 用 特别 多 的 地 方 或 独立 变量 会 突然 变化 的 地 方 应 
选取 更 多 的 数据 点 . 

即使 试验 已 精心 设计 ， 并 极其 细心 地 执行 ， 建 模 者 仍 需 
在 拟 合 模型 前 评估 数据 的 精确 性 ， 数据 是 如 何 收集 的 ? 收集 
过 程 中 测量 设备 的 精度 如 何 ? 有 无 有 疑问 的 点 ? 在 评价 或 删 
除 (替换 ) 有 疑问 的 数据 时 ， 应 将 一 个 数据 点 看 做 是 一 个 置信 
区 间 而 不 是 一 个 单独 的 点 .图 3-4 表示 了 这 一 想法 ， 每 一 区 
间 的 长 度 应 与 在 数据 收集 过 程 中 的 误差 的 评估 相 一 致 . Ot 


对 原始 数据 拟 合 视 觉 观 测 的 模型 图 3.4 每 一 点 看 做 一 个 可 信 的 区 间 


假设 想 要 对 图 3-4 所 示 数 据 拟 合 模型 y= 二 ax 十 6， 应 如 何 选 择 a 和 0， 使 直线 最 好 地 拟 合 数 
据 ? 从 图 上 看 ， 当 存在 两 个 以 上 点 时 ， 不 能 期 望 它们 均 精 确 地 处 于 一 直线 上 ， 尽 管 一 条 直线 精 
确 地 做 出 了 变量 x 和 y 间 关 系 的 模型 ， 一 些 数据 点 和 直线 间 总 存在 一 些 纵向 差异 ， 我 们 称 这 些 
纵向 差异 为 绝对 偏差 (图 3-5)， 最 佳 拟 合 直线 可 极 小 化 这 些 绝 对 偏差 的 和 ， 这 就 引出 图 3-5 中 


图 3-5 中 的 D， 如 果 建 模 者 对 一 个 数据 点 的 精确 度 有 信心 ， 则 能 由 拟 合 的 直线 在 该 点 的 邻近 处 
做 出 预测 .再 看 另 一 种 选择 ， 按 极 小 化 任 一 点 的 最 大 偏差 选择 直线 ， 对 数据 点 运用 这 一 准则 ， 
则 会 绘 出 图 3-6 的 直线 . 


y 


~- 门 
绝对 偏差 人 “ 


2 (x4, yx4)) 
a 
A eB 


XI X22 Xa 


如 22 X3 4 


图 3-5 极 小 化 拟 合 直 线 


带 来 的 绝对 偏差 和 图 3-6 极 小 化 拟 合 直线 


带 来 的 最 大 偏差 
虽然 这 些 对 数据 点 拟 合 一 条 直线 的 视觉 方法 不 是 十 分 精确 ， 但 这 些 方法 的 不 精确 性 往往 与 
建 模 过 程 的 精度 相称 ， 假 定 的 粗糙 和 数据 收集 中 涉及 的 不 精确 性 ， 可 能 无 法 保证 更 先进 的 分 
析 . 在 这 种 状态 下 ,盲目 应 用 3. 2 节 给 出 的 某 一 分 析 方 法 ， 可 能 会 使 模型 远 不 如 人 们 图 形 观 测 
到 的 合适 ， 对 数据 图 形 模型 拟 合 的 进一步 视觉 检查 会 立刻 给 出 拟 合 是 否 好 以 及 何 处 拟 合 得 好 的 印 
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象 ， 然 而 ， 在 由 计算 机 解析 地 拟 合 大 量 数据 的 问题 中 ， 常 会 疏漏 这 些 重 要 的 考虑 .因为 建 模 过 程 
的 模型 拟 合 部 分 比 其 他 阶段 似乎 更 为 精细 ， 更 多 分 析 ， 存 在 着 不 恰当 地 信任 数值 计算 的 倾向 . 
变换 数据 


多 数 人 视觉 上 仅 限 于 拟 合 直线 ， 那 如 何 用 图 示 拟 合 曲线 作为 模型 呢 ? 例如 ， 表 3-1 收集 到 
的 数据 ， 猜 想 用 > 一 Ce 形式 的 关系 作为 子 模型 . 


表 3-1 收集 的 数据 襄 3-2 由 甫 3-1 变换 出 的 数据 


模型 说 > 正比 于 ee， 如 果 画 一 个 y 对 e’ 的 图 ， 几 乎 会 近似 于 一 条 直线 ， 图 3-7 描述 了 这 
一 状况 ， 由 于 画 出 的 数据 点 近似 地 沿 过 原点 的 一 条 直线 散布 ， 可 得 到 结论 : 假定 正比 是 有 道理 
的 ， 从 图 上 看 ， 直 线 的 斜率 近似 为 
. 165 一 60. 1 


C10 
现在 先 来 考虑 另 一 在 多 种 问题 中 使 用 的 技术 ， 在 方程 y=Ce’ 的 两 边 取 对 数 ， 得 
lny = lnC 十 并 


这 一 表达 式 在 变量 Iny 和 < 之 间 是 一 直线 方程 ， 数 InC 是 z=0 时 的 截 距 ， 变 换 后 的 数据 列 在 
表 3-2 中 ,图画 在 图 3-8 中 ， 当 有 大 量 数据 时 ， 可 使 用 半 对 数 坐 标 纸 或 计算 机 画图 . 
从 图 3-8， 可 近似 确定 截 距 lnC 是 1. 1， 给 出 C=e''~3.0， 与 前 面 一 致 . 


J 


6 

165 5 
4 

3 

2 

CG 

ex pg 
2.7 7.4 20.1 54.6 ,J 2 3 4 


图 3-7 用 表 3-1 的 数据 两 的 > 对 e’ 的 图 图 3-8 表 3-2 数据 的 Iny 对 .x 的 图 


可 执行 各 种 其 他 曲线 的 类 似 的 变换 ， 使 变换 后 产生 的 变量 间 形 成 线性 关系 ， 例 如 ， 如 果 
y 二 7" ,那么 
jny = alnz 
变换 后 的 变量 Iny 和 lnz 间 是 线性 关系 .因此 有 大 量 数据 画图 时 可 用 log-log 坐标 纸 或 计算 机 ， 
现在 做 一 项 重要 的 观察 . 假设 我 们 像 图 3-8 那样 ， 做 一 个 变换 ， 画 Iny 对 xz 的 图 ， 找 出 直 
线 ， 成 功 地 极 小 化 了 变换 后 数据 点 的 绝对 偏差 和 ， 那 么 直线 确定 了 lnC， 逆转 过 程 后 为 正比 例 
常数 C， 虽 然 不 是 很 明显 ， 但 在 ke 形式 的 指数 曲线 族 中 ,已 得 到 的 模型 y= Ce* 不 是 极 小 化 
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原始 数据 点 的 极 小 化 绝对 偏差 和 的 指数 曲线 ( 画 y 对 工 的 图 )， 在 后 面 的 讨论 中 ， 在 图 示 和 分 析 中 
都 将 涉及 这 一 重要 的 见解 。 当 进行 y= Inz 形式 的 变换 时 ， 距 离 的 概念 受到 破坏 ， 虽 然 从 图 形 分 
析 观 察 到 的 固有 限制 来 看 ， 拟 合 是 适宜 的 ， 但 建 模 者 必须 认识 到 这 个 破坏 ， 并 且 应 该 用 图 解 核查 
模型 ， 从 图 解 中 做 出 预测 或 结论 ， 这 儿 提 及 的 是 原始 数据 的 y 对 的 图 而 不 是 变换 变量 的 图 ， 

现在 用 一 个 例子 说 明 变换 如 何 破坏 了 zy 平面 的 距离 .考虑 图 3-9 画 出 的 数据 ， 假 定数 据 
期 望 拟 合 一 个 > 一 Ce' 形式 的 模型 ， 使 用 前 面 的 对 数 变换 .有 

Iny = 二 十 jnC 

按 原始 数据 lny 对 1/z 的 点 图 如 图 3-10， 从 图 可 注意 到 变换 如 何 破坏 了 原始 数据 点 间 的 距离 ， 
它 将 全 部 点 挤 在 一 起 ， 如 果 对 图 3-10 中 变换 后 的 数据 点 拟 合 一 条 直线 ， 绝 对 偏差 相当 小 ( 即 用 
图 3-10 的 尺度 计算 是 小 的 ， 而 不 是 图 3-9 的 尺度 )， 如 果 对 图 3-9 的 数据 画 出 拟 合 模型 y= 
Ce'“”， 将 看 到 曲线 拟 合 数 据 效 果 相当 差 ， 如 图 3-11. 


Iny 


图 3-9 收集 的 数据 点 的 图 图 3-10 变换 后 数据 点 的 图 


从 上 一 例子 可 以 看 到 ， 如 果 建 模 者 使 用 变换 时 不 是 很 总 
小 心 ， 他 可 能 会 选中 一 个 相当 差 的 模型 ， 在 比较 可 选 模型 
时 ， 这 一 情况 特别 重要 . 

必须 与 原始 数据 (我 们 例子 中 图 解 3-9 所 画 的 ) 一 起 进 
行 全 部 比较 ， 不 然 在 选择 最 佳 模型 时 会 导致 非常 严重 的 错 


x 


误 . 那样 会 导致 可 能 会 根据 变换 的 特点 选取 最 佳 模 型 ， 而 10 30 50 70 
不 是 根据 模型 的 价值 以 及 拟 合 原始 数据 的 程度 ， 虽 然 从 这 图 3-11 从 图 3-10 取 值 jnC=0.9 
幅 图 中 可 以 很 明显 地 看 出 进行 变换 的 风险 ， 但 由 于 许多 计 的 y= 二 Ce 有 曲线 图 


算 机 程序 在 拟 合 数据 时 先进 行 了 转换 ， 建 模 者 如 果 不 是 特 

别 明白 的 话 ， 还 是 会 受到 愚弄 .如 果 建 模 者 企图 运用 一 些 指示 量 ， 如 绝对 偏差 和 ， 来 确定 某 _- 
特别 子 模型 是 否 适当 或 在 备 选 的 子 模型 中 做 选择 ， 建 模 者 首先 必须 明确 这 些 指示 量 是 如 何 计 
算 的 . 


习题 


1. 正常 情况 下 ， 图 3-2 的 模型 会 用 来 预测 x, 和 zx; 之 间 的 状况 ， 用 模型 预测 x 小 于 xz， 或 
大 于 zs 时 的 y 会 有 什么 危险 ? 不 妨 设 我 们 是 在 为 投 挤 棱 球 的 弹道 建 模 . 
2. 下 表 给 出 了 在 一 根 钢丝 上 施加 拉力 S( 单 位 : 磅 /平方 英寸 ) 后 每 英寸 的 伸 长 e( 单 位 ， 英 
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寸 / 英 寸 ). 画 出 数据 ， 检验 模型 e 一 Cl19， 从 图 上 估计 ca. 


SC(X10-3) 5 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
e(X105) 0 19 57 94 134 173 216 256 297 343 390 


3. 下 面 的 数据 中 ，x 是 美国 黄 松 在 树 身 中 部 测 得 的 直径 (单位 英寸 )，y 是 体积 的 度量 ， 即 
用 10 除 后 的 板 英尺 数 ， 变 换 数据 画图 ， 检 验 模型 v* 一 az*， 如 果 模 型 看 似 合适 ， 从 图 上 
估计 模型 的 参数 和 总， 


T 17 19 20 22 23 25 28 31 32 33 36 37 38 39 41 
y 19 25 32 351 57 71 113 141 123 187 192 205 252 259 294 


”4. 下 面 的 数据 , V 代表 一 个 平均 的 步行 速率 ，P 代表 人 群 总 体 的 人 数 . 我 们 希望 知道 是 [105 
否 能 通过 观测 人 们 的 步行 速度 来 预测 总 体 的 人 数 . 画 出 数据 图 ， 猜 测 有 何 种 关系 ? 画 
出 适当 的 变换 数据 ， 检 验 下 列 模型 . 
(a)P=aV’ 
(b)P=alnV 


V 2.27 2.76 3.27 3.31 3.70 3. 85 4. 31 4. 39 4. 42 


P .| 2500 365 23 700 5491 14000 78200 70700 138 000 304 500 


5. 62 
P 341 948 49 375 260 200 867 023 1 340 000 1 092 759 


5. 下 面 数据 反映 了 在 六 个 星期 时 间 中 果 蝇 群体 的 增长 . 对 一 个 适当 的 数据 集 画 图 ， 检 验 
下 列 模 型 ， 估 计 模 型 的 参数 . 
(a)P 一 ci | 
(b)P=ae* 


1( 天 数 ) 7 14 21 28 35 42 
已 (观测 到 的 果 蝇 的 数目 ) 8 41 133 250 280 297 
6. 下 面 的 数据 表示 以 1990 年 为 基准 的 (假设 的 ) 能 源 消 费 ， 画 出 数据 图 ， 画 出 变换 数据 . 
检验 模型 Q=ae* ， 用 图 形 估 出 模型 的 参数 . 


消 费 


0 1900 1.00 60 1960 66. 69 
10 1910 2.01 70 1970 134. 29 
20 1920 4.06 80 1980 270. 43 
30 1930 8.17 90 1990 544.57 


1096. 63 


106] 
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7. 1601 年 ， 开 普 勒 成 为 布拉格 天 文 台 的 台 长 ， 开 普 勒 曾经 带 助 Tycho Brahe 收集 了 13 年 
有 关 火 星 的 相对 运动 的 观察 资料 ， 到 1609 年 开 普 勤 已 经 形成 了 他 的 头 两 条 定律 ，; 
i ) 每 个 行星 都 沿 一 条 椭圆 轨道 运行 ， 太 阳 在 该 椭圆 的 -- 个 焦点 处 . 
i ) 对 每 个 行星 来 说 ， 在 相等 的 时 间 里 该 行星 和 太阳 的 联 线 扫 过 相等 的 面积 . 
开 普 勒 花 了 许多 年 证 实 这 些 定律 ， 并 构造 出 第 三 条 定律 . 该 定律 与 运行 轨道 的 周 
期 和 距离 太阳 的 平均 距离 有 关 . 
(a) 使 用 当今 的 数据 画 出 周期 时 间 工 对 平均 距离 7 的 图 . 


行星 周期 (天 )》 到 太阳 的 平均 距离 ( 百 万 公里 ) 
水 星 88 57.9 
金星 225- 108.2 
地 球 365 149. 6 
火星 687 227. 9 
木星 4329 778. 1 
土星 10 753 1428.2 
天 王 星 30 660 2837. 9 
海王 星 60 150 4488. 9 
冥王 星 90 670 5876.7 
(b) 假 定 关系 的 形式 为 
于 一 (Cr 


画 出 InT 对 lnr 的 图 ， 用 图 确定 参数 C 和 a. 模型 合适 吗 ? 试 构造 开 普 勒 第 三 定律 . 


3.2 模型 拟 合 的 解析 方法 


在 这 一 节 研 究 对 收集 的 数据 点 拟 合 曲 线 的 几 个 准则 . 每 一 准则 提供 了 一 个 从 给 定 的 族 中 选 
出 最 佳 的 曲线 的 方法 .依照 这 一 准则 ， 曲 线 最 精确 地 代表 了 数据 ， 另 外 还 讨论 了 几 个 准则 是 如 
何 相 联系 的 . 


Chebyshev 近似 准则 


在 前 一 节 我 们 对 一 个 数据 点 集 用 图 形 拟 合 一 条 直线 ， 所 用 的 最 佳 拟 合 准则 之 一 是 极 小 化 直 
线 到 任 一 对 应 的 数据 点 的 最 大 距离 ， 现 在 来 分 析 这 一 几何 结构 .给 定 m 个 数据 点 的 集合 (x,， 
31)， i 二 1，2，…，m， 用 直线 > 一 wz 十 6 拟 合 该 集合 ， 确 定 参 数 a 和 4， 使 任 一 数据 点 (xz ， 
yi) 和 其 对 应 的 直线 上 的 点 (x;，azx; 十 ) 间 的 距离 最 小 ， 也 就 是 对 整个 数据 点 集 极 小 化 最 大 绝对 
偏差 | y% 一 y(zi) | .现在 将 这 一 准则 推广 . 
给 定 某 种 函数 类 型 y= f(z) 和 m 个 数据 点 (zx;，y;) 的 一 个 集合 ， 对 整个 集合 极 小 化 最 大 绝 
对 偏差 | yw 一 >(Czi) | ， 即 确定 函数 类 型 y= f(z) 的 参数 从 而 极 小 化 数量 
Maximum | y;— f(r)| i=1,2,.,m (3-1) 
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这 一 重要 的 准则 常 称 为 Chebyshev 近似 准则 . Chebyshev 准则 的 困难 在 于 实际 应 用 中 通常 
很 复杂 ， 至 少 是 仅 用 初等 演算 时 很 复杂 . 应 用 这 一 准则 所 产生 的 最 优化 问题 可 能 需要 高 级 的 数 
学 方法 ， 或 者 要 用 计算 机 的 数值 算法 . 

例如 ， 设 我 们 要 度量 图 3-12 表示 的 线段 AB、BC 和 AC， 假 定 你 的 测量 产生 估计 AB= 
13、BC=7、AC=19. 


A B GC 


3-12 线段 AC 分 成 AB 和 BC 两 段 


可 以 预想 到 在 一 次 实地 的 测量 中 会 有 矛盾 的 结果 . 这 时 ，AB 和 BC 值 加 起 来 是 20 而 不 是 
估 出 的 AC=19. 现在 用 Chebyshev 准则 来 解决 这 一 个 单位 的 差异 ， 也 就 是 用 一 个 方法 为 三 个 
线段 指定 数值 ， 使 得 指定 的 和 观测 的 任 一 对 应 数 对 间 的 最 大 偏差 达到 极 小 ， 假 定 对 每 一 次 测量 
有 相同 的 信任 度 ， 这 样 每 一 测量 值 有 相等 的 权 值 . 这 种 情况 下 ， 差 异 应 等 可 能 地 分 配 到 每 一 线 
段 ， 结 果 会 预测 AB= 12 也 ，BC 一 6 子 ，4C=19 二， 每 一 绝对 偏差 为 1/3， 减 少 任 一 偏差 全 
招致 另 一 个 偏差 的 增加 ( 记 住 AB 十 BC 必须 等 于 AC). 现在 把 这 一 问题 用 公式 表达 出 来 . 
令 zi 代表 线段 AB 长 度 的 真 值 ，zz 代表 BC 的 真 值 ， 为 易于 表示 ， 令 r, 、r;、r; 表示 真 
值 和 测量 值 间 的 差异 . 即 
ZX1 一 13 二 nn( 线 段 AB) 
zz 一 7 二 rj (线段 BC) 
X11 十 XxX; 一 19 二 rs;( 线 段 AC) 
数值 mm 、r: 、r; 称 为 残 差 . 
如 果 用 Chebyshev 近似 准则 ， 应 指定 六 、r; 、z; 的 值 ， 使 三 个 数值 | | 、| 王 | 、 nm | 的 
最 大 者 达到 最 小 .如果 记 最 大 的 数 为 >， 那么 我 们 要 求 . 
最 小 化 
约束 有 三 个 条 件 : 
ln |l<r 或 一 r+ 过 7 声 7 
| rz | 委 > 或 一 +r 过 rs 之 r 
| rs <r 或 一 r 志 r; 声 r 
这 些 条 件 的 每 一 个 可 替换 为 两 个 不 等 式 ， 例 如 | m | 三 r 能 替换 为 + 一 之 0 和 7 十 宇 0. 
对 每 一 条 件 均 这 样 做 ， 问 题 则 叙述 为 经 典 的 数学 问题 


最 小 化 
满足 约束 条 件 
六) 十 13 之 0 (Cr 一 六 闻 0) 
7 六 十 Zi 一 13 之 0 (rr 这 0) 
r 一 zz 十 7 之 0 (r 一 r; 之 0) 


r 十 Tz 一 7 宇 0 (rr 十 rs 守 0) 
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rr 一 xri—Zzxs+19 守 0 (Cr 一 方志 0) 
r 十 zi 十 zz 一 190 (r 十 r; 之 0) 

这 一 问题 称 为 线性 规划 问题 . 在 第 7 章 将 讨论 线性 规划 .即使 很 大 的 线性 规划 也 能 由 计算 
机 通过 执行 著名 的 单纯 形 方法 的 算法 解 出 ， 在 前 面 线 段 的 例子 中 ， 单 纯 形 方法 产生 r= 二 1/3 的 
极 小 值 和 x 二 12 部， xz 一 6 3 

推广 这 一 过 程 ， 给 定 某 -函数 类 型 y= f(x)， 其 参数 侍 定 ， 以 及 给 定 m 个 数据 点 (x;，y,) 的 
一 个 集合 ， 并 确定 出 残 差 为 ;二 y 一 y(xi;)， 如 果 r 代表 这 些 残 差 的 最 大 绝对 值 ， 那 么 问题 表示 成 

最 小 化 r 
满足 约束 条 件 : 
rr; 之 0 
r 二 ri 之 0 

虽然 在 第 7 章 讨论 线性 规划 ,但 这 上 儿 要 强调 这 一 过 程 产生 的 模型 并 不 都 是 线性 规则 ， 例 
如 ， 考 虚拟 合 函 数 /(x) = sinkr， 还 要 注意 许多 计算 机 执行 单纯 形 算法 ， 仅 允许 变量 为 非 负 
值 ， 用 简单 的 蔡 换 即 可 完成 这 一 要 求 (参看 问题 5). 

我 们 将 要 看 到 ， 有 另 一 准则 能 方便 地 解决 最 优化 问题 . - 正 是 由 于 这 一 原因 ， 在 对 有 限 的 数 
据点 拟 合 一 条 曲线 时 不 常 使 用 Chebyshev 准则 .然而 当 极 小 化 最 大 绝对 偏差 很 重要 的 时 候 仍 应 
考虑 使 用 这 一 准则 (在 第 7 章 考虑 这 一 准则 的 几 个 应 用 ). 进一步 在 用 一 函数 代替 一 个 区 间 上 定 
义 的 另 一 个 函数 时 ， 构 成 Chebyshev 准则 的 原则 是 极其 重要 的 ， 在 该 区 间 上 两 个 函数 间 的 最 大 
差异 必须 达到 最 小 ， 逼 近 论 研究 这 一 论题 ， 而 且 导 论 性 的 数值 分 析 中 都 有 这 部 分 内 容 


极 小 化 绝对 偏差 之 和 


在 3. 1 节 用 图 示 为 数据 拟 合 直线 时 ， 准 则 之 一 是 极 小 化 数据 点 和 拟 合 线 上 对 应 的 点 间 绝 对 
偏差 的 总 和 ， 这 一 准则 可 归纳 为 ， 给 定 某 一 函数 类 型 y= 二 f(x)， 以 及 mn 个 数据 点 (zx;，y) 的 集 
合 ， 极 小 化 绝对 偏差 | % 一 y(zi) | 的 和 ， 也 就 是 确定 函数 类 型 y= f(x) 的 参数 ， 极 小 化 


对 i 二 1,2,.… ,mm 


Dn (3-2) 
如 果 令 R,;= | yi f(xi) | , i=1， 2，…，70， 代表 每 一 绝对 偏差 ， 那么 前 面 的 准则 (3-2) 可 
解释 成 将 由 一 条 数量 R, 加 在 一 起 构成 的 一 直线 的 长 度 极 小 化 ， 图 3-13 说 明了 m=2 的 情况 . 
He 一 P 一 一 
0 有 RI+R, 


图 3-13 极 小 化 绝对 偏差 和 的 --- 个 几何 解释 
虽然 在 3. 1 节 当 函数 类 型 y= f(x) 为 直线 时 ,采用 几何 方法 应 用 了 这 一 准则 ， 但 一 般 性 准 
则 梭 露 出 严重 的 问题 . 使 用 计算 解决 最 优化 问题 ， 必 须 将 和 式 (3-2) 对 f(x) 的 参数 求 导 ， 以 找 
出 临界 点 。 然 而 由 于 出 现 了 绝对 值 ， 这 个 和 式 的 各 种 微分 不 是 连续 的 . 所 以 下 面 不 以 这 一 准则 
为 目标 。 在 第 7 章 我 们 考虑 这 一 准则 的 另 一 应 用 ， 给 出 数值 近似 解 的 技术 . 
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最 小 二 乘 准则 


现在 最 常用 的 曲线 拟 合 准则 是 最 小 二 乘 准则 .使 用 与 前 面相 同 的 记号 ， 问 题 是 确定 函数 类 
型 y= f(x) 的 参数 ， 极 小 化 和 数 | 


Dy fo (3-3) 


用 此 方法 解决 产生 的 最 优化 问题 仅 需 使 用 几 个 变量 的 演算 ， 所 以 容易 普及 ， 然 而 在 现代 数 
学 规划 技术 上 的 进展 (比如 解决 许多 Chebyshev 准则 应 用 的 单纯 形 方法 ) 以 及 准则 (3-2) 的 近似 
解 的 数值 方法 上 的 进步 ， 削 弱 了 这 一 优势 ， 当 从 概率 角度 加 以 考虑 ， 假 定 误差 是 随机 分 布 时 ， 
会 提高 对 使 用 最 小 二 乘 方法 的 评价 ， 但 我 们 到 下 一 章 的 最 后 才 会 讨论 到 概率 . 
现在 给 出 最 小 二 乘 准则 的 几何 解释 ， 考 虑 三 个 点 的 情 
况 ， 以 Ri= | y 一 >(zi) | 记 观测 到 的 和 预测 的 值 间 的 绝对 
偏差 ，i 一 1，2，3， 将 Ri 考虑 为 偏差 向 量 的 一 个 数量 分 量 ， 
绘 在 图 3-14 中 ， 那 么 向 量 R= Rii 十 Rj 十 Rsk 代表 了 观测 
值 和 预测 值 间 产 生 的 偏离 ， 这 一 偏离 向 量 的 长 度 给 定 为 A. 
| RI=VRI+R+R x 
要 极 小 化 | 民 ! 可 以 极 小 化 | R | “(参看 问题 1 )， 所 以 最 “图 3.14 最 小 一 次 准 则 的 几何 解 基 
二 乘 问题 是 ， 确 定 函数 类 型 ”一 A(z) 的 参数 ， 以 便 极 小 化 


| 入 |: 一 DR Dy) 
也 就 是 ， 可 以 解释 最 小 二 乘 准则 为 极 小 化 向 量 的 长 度 该 向 量 的 坐标 代表 了 观测 值 和 预测 
值 之 间 的 绝对 偏差 . 


谈 谈 准则 


三 个 曲线 拟 合 准 则 的 几何 解释 有 助 于 在 量化 描述 方面 比较 准则 . 极 小 化 绝对 偏差 和 将 赋予 
每 一 数据 点 相等 的 权 值 来 平均 这 些 偏差 . Chebyshev 准则 对 潜在 有 大 偏差 的 单个 点 给 予 更 大 的 
权 值 ， 最 小 二 乘 准 则 是 根据 与 中 间 某 处 的 远近 来 加 权 ， 其 权 与 单个 点 具有 的 显著 偏离 有 关 ， 由 
于 解析 地 运用 Chebyshev 和 最 小 二 乘 准则 更 方便 些 ， 我 们 现在 寻求 一 个 方法 来 谈 谈 用 这 两 个 准 
则 产生 的 偏差 . 

假设 用 Chebyshev 的 准则 ， 并 解 出 所 产生 的 优化 问题 ， 产 生 函 数 f(x)， 拟 合 产 生 的 绝对 
偏差 定义 为 


Rii+ Ryj + Rak 


fyi— fi(zi) [= 0c, i= 1,2,.,m 
现在 定义 cw 为 绝对 偏差 c; 中 的 最 大 者 . co 有 一 个 相连 的 显著 特征 ， 因 为 函数 f(x) 的 参 
数 是 按 极 小 化 cx 的 值 确定 的 ，co 是 可 获得 的 最 小 的 极 大 绝对 偏差. 
另 一 方面 ， 假 设 应 用 最 小 二 乘 准则 ， 解 出 所 产生 的 优化 问题 ， 产 生 函 数 户 (z)， 由 拟 合 产 
生 的 绝对 偏差 ， 如 下 给 定 ， 


]11 
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种 3 全 


| 入 一 CCzi) |[=d;，i= 1,2,…,m 


定义 dm 为 这 些 绝对 偏差 d; 的 最 大 者 ， 对 于 前 面 讨论 的 co 的 特殊 特征 ， 现 在 还 仅 能 说 
dnax 至少 比 es 但 可 更 精确 些 谈 谈 dmax 和 Cmax 。 
最 小 二 乘 准则 涉及 d; 的 特殊 特征 是 它们 的 平方 和 是 可 获得 的 此 类 平方 和 中 的 最 小 者 ， 这 


必然 有 


i 


由 于 对 每 个 i 有 ci 二 cm， 这 些 不 等 式 推演 出 


或 


di+ d+ etd, < mc 


2 2 pe 2 
Aa EA 
m 


为 了 方便 讨论 ， 定 义 


那么 


站 =V 引 士 灾 十 汝 十 到 


m 


D 委 Cmax 二 dmax 


最 后 的 这 一 关系 式 是 很 有 启发 性 的 . 假设 在 一 个 运用 最 小 二 乘 准 则 更 方便 的 特殊 状态 ， 但 又 涉 
及 可 产生 的 最 大 绝对 偏差 cx ， 如 果 我 们 计算 D， 则 获得 一 个 cow 的 下 界 ， 而 Wis 给 出 了 一 个 
上 界 . 这 样 如 果 D 和 4d 之 间 有 巨大 的 差异 ， 那 么 建 模 者 应 考虑 应 用 Chebyshev 准则 . 


习题 


1 


2: 


用 初等 演算 ， 说明 y 二 f(x) 的 最 小 值 点 和 最 大 值 点 出 现在 y= f(x) 的 最 小 值 点 和 最 大 
值 点 之 间 ， 假 定 f(x) 宇 0， 为 什么 能 通过 极 小 化 严 (z) 来 极 小 化 f(z)? 

对 下 列 每 一 数据 集 ， 构 造 数 学 模型 写 出 公式 ， 极 小 化 数据 和 直线 y=ax 十 6 间 的 最 大 仿 
差 . 如 果 有 计算 机 可 用 ， 解 出 c 和 2 的 估计 . 


(a) 7 1.0 2.3 3.7 4.2 6.1 7.0 
y 3.6 ， 3.0 3.2 5.1 5.3 6.8 


48.2 
0. 0821 


72.7 | 
0. 123 


92.0 
0. 154 


118 140 165 199 
0. 197 0. 234 0.274 0.328 


(ce) 入 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5. 5 
y 4. 32 4.83 4.27 5.74 6.26 6.79 7. 23 


0. 0493 


对 下 列 数据 ， 构 造 数学 模型 写 出 公式 ， 极 小 化 数据 和 模型 y= cizz 十 cxz 十 cy 间 的 最 大 


偏差 、 如 果 有 计算 机 可 用 ， 解 出 c  、c: 和 cs 的 估计 . 


I 0.1 0.2 0.3 0. 4 0. 5 
y 0.06 0.12 0.36 0. 65 0. 95 
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4. 对 下 列 数据 ， 构 造 数学 模型 写 出 公式 ， 极 小 化 数据 和 模型 P==ae* 间 的 最 大 偏差 .如果 
有 计算 机 可 用 ， 解 出 a 和 4 的 估计 . 


上 7 14 21 28 35 42 
P 8 41 133 250 280 297 


5. 设 变量 zi 可 以 是 任意 实数 值 ， 说 明 下 列 使 用 非 负 变 量 zx 和 x, 的 替换 允许 x 取 任 意 实 
数值 
jy Xl 无 限制 
且 
zz 之 0 和 xzs 辫 0 
这 样 ， 倘 若 计算 机 只 允许 用 非 负 变量 ， 这 一 代替 允许 解 出 变量 xx 和 zs 的 线性 规划 ， 
然后 再 找 出 变量 zi 的 值 . | 


3.3 应 用 最 小 二 乘 准则 


假设 我 们 预想 到 一 个 确定 形式 的 模型 ， 并 且 已 经 收集 了 数据 并 进行 了 分 析 ， 在 这 一 节 用 最 
小 二 乘 准则 来 估计 各 种 类 型 曲线 的 参数 . 
拟 合 直 线 
设 预期 模型 的 形式 为 y 二 Az 十 B， 并 决定 用 m 个 数据 点 (zx;，y;)，i 二 1，2，…，m， 来 估 
计 A 和 B. 用 y=ax 二 6b 记 作 y= 二 Ax 十 B 的 最 小 二 乘 估 计 ， 这 时 运用 最 小 二 乘 准 则 (3-3)， 则 
要 求 极 小 化 
S= DLyi— for) 一 Se al 


最 优 的 一 个 必要 条 件 是 两 个 偏 导数 3 S/ 3 a 和 3 S/ 95 等于零， 得 方程 


395_ 
Da 


一 2 > Cy —ari— br, 一 0 
i=1 
as 
86 = 22 orb) 一 0 
重 写 这 些 方程 得 出 


a Da to = Dry, 
i=1 i=1 i=1 

a Dtm = Py, 
i=1 i=1 


将 z; 和 y; 的 全 部 值 带 入 ， 从 前 面 的 方程 可 解 出 c 和 65， 用 消去 法 很 容易 得 到 参数 a。 和 6 的 解 
(参看 本 节 末 问题 1)， 得 出 


(3-4) 
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DD MP 钊 (3-5) 
m Dri (DOr) 
p= PE 截 距 (3-6) 
m Dz? 一 (人 Dr) 


对 任 一 数据 点 集 ， 容 易 写 出 计算 机 计算 a 和 6 值 的 程序 ， 方 程 (3-4) 称 为 正规 方程 

拟 合 赛 曲 线 、 

现在 对 一 个 给 定 的 数据 点 集 用 最 小 二 乘 准则 拟 合 > 一 Az" 形式 的 曲线 ，” 为 固定 数 ， 研 究 
模型 /(x) 二 ax" 的 最 小 二 乘 估计 ， 应 用 该 准则 要 求 极 小 化 


$= Dy fF = Dy ~ arr 
最 优化 的 必要 条 件 为 导数 dS/da 等 于 零 ， 给 出 方程 


从 方程 解 出 a， 得 
人 ez (7 


记 住 方程 (3-7) 中 ，n 是 固定 的 . 

同样 可 以 将 最 小 二 乘 准则 用 于 其 他 模型 . 应 用 该 方 法 的 限制 在 于 计算 最 优化 过 程 中 要 求 的 
各 种 导数 ， 令 这 些 导 数 为 零 ， 解 这 些 得 到 的 方程 ， 求 出 模型 类 型 中 的 参数 . 

例如 ， 用 表 3-3 给 出 的 数据 拟 合 y 二 Ar*， 并 预测 z 一 2. 25 时 y 的 值 . 


表 3-3 拟 合 y= 二 4x 数据 集 
x 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 
y 0.7 3.4 7. 2 12.4 20.1 


这 时 ， 最 小 二 乘 估 计 a 给 定 为 
Dx?y: 
> 7 
计算 出 27z = 61.1875, 》)x?y, = 195. 0. 得 到 a = 3.1869( 到 小 数 点 后 四 位 ). 这 一 计算 给 
出 了 一 个 最 小 二 乘 近似 模型 


a 三 


y= 3.1869x’ 
当 x 二 2. 25 时 ， 预 测 y 值 为 16. 1337. 
经 变换 的 最 小 二 乘 拟 合 
在 理论 上 最 小 二 乘 准则 很 易 应 用 ， 但 在 实践 上 可 能 是 有 困难 的 ， 例 如 ， 用 最 小 二 乘 准 则 拟 
合 模型 > 一 Ae"， 研 究 模型 的 最 小 二 乘 估计 f(x) 二 ae” ， 应 用 该 准则 极 小 化 
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9 一 DLy: 一 (zi) = Ly 一 ae 和 下 

最 优化 的 必要 条 件 是 ，a S/ ga== 9 S/ 9395 二 0. 列 出 条 件 式 ， 解 这 个 非 线 性 方程 组 是 不 容 
易 的 ， 许 多 简单 的 模型 会 产生 很 复杂 的 求解 过 程 ， 或 者 很 难 解 的 方程 组 .基于 这 一 原因 ， 我 们 
要 使 用 变换 ， 得 出 近似 的 最 小 二 乘 模型 . 5 

在 3. 1 节 对 数据 拟 合 直线 ， 经 常 发 现 先 变换 数据 再 对 变换 后 的 数据 拟 合 直线 很 方便 ， 例 
如 ， 图 形 拟 合 > 一 Ce ， 可 以 画 出 Iny 对 xz 的 图 ， 对 变换 后 的 数据 拟 合 直线 .同样 的 想法 可 用 
于 最 小 二 乘 准则 ， 简 化 拟 合 过 程 的 计算 ， 特 别 地 ， 如 果 找 到 一 个 方便 的 变换 ， 间 题 变 成 在 变换 
后 的 变量 X 和 并 间 采 用 Y 一 人 X 十 召 的 形式 ， 那 么 方程 (3-4) 可 用 来 为 变换 后 的 变量 拟 合 -一 条 
直线 ， 用 上 面 的 例子 来 说 明 这 一 技术 . 

假设 我 们 想 对 一 数据 点 集 拟 合 容 曲线 > 一 Azx, 用 a 记 A 的 估计 , 2 记 六 的 估计 ， 方程 y 
二 ax" 两 边 取 对 数 得 

lny = lna 十 ninx (3-8) 

在 变量 Iny 对 inz 的 图 中 ,方程 (3-8) 构 成 一 条 直线 .在 图 上 lna 是 zx 一 0 时 的 截 距 ，n 是 
直线 的 斜率 .用 变换 后 变量 和 m=5 个 数据 点 ， 由 方程 (3-5) 和 (3-6) 解 出 斜率 ”和 截 距 
Ina. 有 


52) nr) (ny) — (Dlnz) Dny,) 


52) (nr) — (DInr)’ 


_ Dlnr)’ dny) 一 (> lnzri)(lny) Dlnz, 
5D) (lnz): — (Dn) 
从 表 3-3 给 出 的 数据 得 到 , 2) lnz = 1. 321 755 8, > lny = 8. 359 597 801, 3 (lnz,)? 一 
1. 964 896 7, Dy (lnzi)(lny) 一 5.542 315 175, 产 生 n 二 2. 062 809 314,Ina = 1. 126 613 508 或 
a 二 3.085 190 815. 所 以 方程 (3-8) 的 最 小 二 乘 最 佳 拟 合 为 
y = 3. 0852z2.0628 
当 r+ 二 2.25 时 ， 这 一 模型 预测 > 一 16. 4348， 注 意 ， 这 一 模型 不 是 我 们 前 面 所 拟 合 的 平方 
形式 . 
假设 我 们 仍然 希望 对 数据 集 拟 合 一 个 二 次 形 y=Azx:. 用 a 记 A 的 估计 ， 以 便 与 前 面 计算 
出 的 常数 a 和 a 区 别 ， 方 程 y=aux? 两 边 取 对 数 ， 得 
lny = lnai 十 21nz 
这 时 ，iny 对 lnz 的 图 是 一 条 斜率 为 2 的 直线 ， 截 距 为 Ina,. 使 用 (3-4) 式 的 第 二 个 方程 计 
算 截 距 ， 有 


nn 


ln 


2 > ,lnzi + 5lna, = > lny; 
从 表 3-3 列 出 的 数据 ,得 到 2》)lnz; = 1. 321 755 8 和 3》 llny, = 8. 359 597 801. 因 此 ,这 一 方 
程 给 出 ,lna == 1.143 217 24 或 a, = 3.136 844 129 ,产生 最 小 二 乘 最 佳 拟 合 (保留 小 数 后 四 位 ) 
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y = 3.1368x? 

当 x 二 2.25 时 ， 这 一 模型 预测 y= 15. 8801， 它 和 第 一 个 预测 值 16. 1337 有 显著 差异 .第 
一 个 预测 值 是 未 经 数据 变换 ， 由 y= 二 Ax? 的 最 小 二 乘 最 佳 拟 合 得 出 的 二 次 形 y 二 3. 1869z: 预测 
出 的 ， 站 下 一 节 将 比较 这 两 个 二 次 形 模 型 (还 有 第 三 个 模型 ). 

前 面 的 例子 说 明 两 个 事实 ， 第 一 ， 如 果 一 个 方程 进行 变换 ， 在 变换 后 的 变量 间 构 成 一 直线 
方程 ， 方 程 (3-4) 能 直接 用 来 解 出 变换 后 的 图 中 的 斜率 和 截 距 .第 二 ， 变 换 后 的 方程 的 最 小 二 
乘 拟 合 与 原 方程 的 最 小 二 乘 拟 合 不 是 同一 个 ， 这 个 差异 的 起 因 是 由 于 所 产生 的 最 优化 问题 是 不 
同 的 ， 在 原始 问题 中 ， 寻 找 曲线 时 ， 是 极 小 化 原始 数据 的 偏差 的 平方 和 ， 而 在 变换 后 的 问题 
中 ， 极 小 化 使 用 变换 后 的 变量 的 偏差 的 平方 和 . 


习题 


. 解 (3-4) 给 出 的 两 个 方程 ， 得 出 分 别 由 (3-5) 和 (3-6) 式 给 出 的 参数 的 值 . 
. 使 用 (3-5) 和 (3-6) 式 估计 直线 的 系数 .使 直线 和 下 列 数据 点 间 的 偏差 平方 和 达到 极 小 . 


(a) x 1.0 2.3 3.7 4.2 6.1 7.0 
y 3.6 3.0 3.2 5.1 5.3 6.8 
(b) x 29. 1 48.2 72.7 92.0 118 140 165 199 
y 0.0493 0.0821 0.123 0.154 0.197 0.234 0.274 0.328 


Cc) x 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0 5.5 
y 4. 32 4. 83 5. 27 5. 74 6. 26 6. 79 7. 23 
对 每 一 问 ， 计 算 D 和 d。.. 以 界定 cwx*。 将 你 解 出 的 结果 与 3. 2 节 问 题 进行 比较 . 


. 求 使 一 数据 点 集 与 二 次 形 模型 ycxz? 十 cox 十 cs 间 偏 差 平方 和 极 小 化 的 方法 ， 使 用 这 
些 方程 对 下 列 数据 集 找 出 c, 、c, 和 cs 的 估计 . 


7 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
y 0. 06 0. 12 0. 36 0. 65 0. 95 
计算 D 和 ds 以 界定 cx， 将 你 解 出 的 结果 与 3. 2 节 问 题 进行 比较 . 
4. 为 拟 合 模型 P 二 ae* 做 一 个 适当 的 变换 ， 使 用 (3-4) 式 估计 a 和 4. 


4 ; 7 14 21 28 35 42 


Dv: 


CD 


P 41 133 250 280 297 


细心 地 考虑 问题 3 中 你 拟 合 二 次 形 时 产生 的 方程 组 ， 假 设 c, 二 0， 对 应 的 方程 组 将 会 怎 
样 ? 在 =0 和 <c: 一 0 的 情形 ， 重 复 这 一 问题 .提供 一 个 三 次 的 方程 组 ， 检 查 你 的 结 
果 ， 说 明 如 何 推广 方程 (3-4) 的 系统 到 拟 合 一 个 任意 的 多 项 式 ， 如 果 多 项 式 中 有 -一 个 或 
多 个 系数 为 零 ， 你 将 做 什么 ? 

6. 计算 一 个 人 体重 的 一 般 规则 如 下 : 对 一 位 女性 ， 用 3. 5 乘 身高 (英寸 )， 再 减 108， 对 一 


ol 
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位 男性 ， 用 4. 0 乘 身高 (英寸 )， 再 减 128， 如 果 一 个 人 的 骨架 较 小 ， 调 整 计算 结果 ， 前 
减 10%， 对 骨架 较 大 的 人 加 10%， 对 中 等 体形 的 人 不 调整 . 收集 不 同年 龄 、 形 体 和 性 
别 的 人 的 体重 对 身高 的 数据 ， 使 用 (3-4) 式 和 你 的 数据 为 男性 拟 合 一 条 直线 ， 为 女性 拟 
合 另 一 条 直线 ， 这些 直线 的 斜率 和 截 距 如 何 ， 怎 样 将 这 些 结果 与 普遍 规则 进行 比较 ? 


研究 课题 


建议 那些 想 了 解 统计 相关 性 度量 的 初步 知识 的 同学 完成 教学 单元 “运用 最 小 二 乘 准则 做 曲 ， 


线 拟 合 ”(Curve Fitting via the Criterion of Least-Squares, by John W. Alexander, Jr., 
UMAP321) 的 要 求 ， 这 一 单元 提供 了 相关 散 点 图 以 及 直线 和 曲线 回归 的 简单 介绍 .可 构造 散 点 
图 ， 为 拟 合 特殊 的 数据 选取 合适 的 函数 . 使 用 计算 机 程序 拟 合 曲 线 . 


进一步 的 阅读 材料 


1 Burden, Richard 1.., %&. J.Douglas Faires. Numerical Analysis, 7th ed. Pacific Grove, 
CA: Brooks/Cole, 2001. 

2 Cheney, E. Ward，& David Kincaid. Numerical Mathematics and Computing. Monterey, 
CA: Brooks/Cole, 1984. 

3 Cheney, E. Ward，& David Kincaid. Numerical Analysis, 4th ed. Pacific Griove, CA., 
Brooks/Cole, 1999. 

4 Hamming, R. W. Numerical Methods for Scientists and Engineers. New York; McGraw- 
Hill，1973. 

5 Stiefel, Edward L. An Introduction to Numerical Mathematics. New York: Academic 
Press, 1963. l 


OO 


.4 选择 一 个 好 模型 


现在 来 考虑 形 如 y 一 4z? 的 各 种 模型 的 适当 性 .这些 模型 是 我 们 用 前 节 中 最 小 二 乘 和 经 恋 
换 的 最 小 二 乘 准则 拟 合 的 .使 用 最 小 二 乘 准则 ， 得 到 模型 y= 3. 1869x:， 评估 模型 是 否 很 好 地 
拟 合 了 数据 的 一 个 途径 是 : 计算 模型 点 和 实际 点 间 的 偏差 ， 如果 计 算 了 偏差 的 平方 和 ， 我 们 同 
时 可 以 界定 cx， 对 模型 > 一 3. 1869x? 和 表 3-3 给 出 的 数据 ， 计 算出 的 偏差 列 在 表 3-4 中 . 


表 3-4 表 3-3 中 的 数据 和 拟 合 的 模型 ?一 3. 1869x: 间 的 偏差 


1 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 
一 0.0967 0. 2131 0. 029 48 一 0. 3476 0. 181 875 


2 一 ?(Cz) 


从 表 3-4 可 算出 偏差 的 平方 和 为 0. 209 54， 所 以 D= (0. 209 54/5)'? 一 0. 204 714. 由 于 
Zz 二 2.0 时 ,最 大 绝对 偏差 为 0. 3476 ，crsx 能 界定 如 下 ; 
D = 0.204 714 < cwx SS 0.3476 = dn 
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现在 来 求 cwx*， 因 为 存在 五 个 数据 点 ， 数 学 问题 是 最 小 化 五 个 数 | 7 | = | yi 一 y(Xxi) | 的 
最 大 者 .将 其 称 为 r-， 我 们 要 极 小 化 +r， 限制 条 件 为 r 之 r; 和 7r 宇 一 r;:，i 二 1，2，3，4，5. 将 我 
们 的 模型 记 为 y(x) 二 asx?， 那 么 将 表 3-3 的 观测 到 的 数据 代入 不 等 式 r 之 r; 和 7 之 一 r;， 对 ;= 
1，2，3，4，5， 产 生 下 列 线性 规划 : 
最 小 化 
满足 约束 条 件 
六 一 一 7 一 人 0.7 一 0.25a:) 过 0 
r~ 十 mi 一 rr 十 0.7 一 0.25a:) 之 0 
7 一 7 一 太一 (3.4 一 az) 之 0 
7 十 产 一 ”十 (3.4 一 az) 之 0 
r~ 一 mm 一 一 (7.2 一 2.25a) 守 0 
r 十 rs 一 ”十 (7.2 一 2.25a:) 之 0 
rr 一 7 一 (12.4 一 4a2) 之 0 
r 十 站 一 r 十 (12.4 一 4d) 过 0 
六 一方 一 上 一 (20.1 一 6.25a) 过 0 
r 十 rs 二 r+ 十 (20.1 一 6.254a;) 宇 0 | 
这 一 线性 规划 的 解 产生 r==0.282 93 和 a; 二 3.170 73， 那 么 我们 将 最 大 的 偏差 从 d,, = 
0. 3476 降 到 了 co 一 0.282 93. 注意 ,我 们 无 法 进一步 降低 模型 类 型 y= 4z 的 最 大 偏差 
0. 282 93. 
现在 确定 了 模型 类 型 > 一 4Az?: 的 参数 A 的 三 个 估计 . 哪个 最 好 呢 ? 表 3-5 中 是 根据 每 一 个 
模型 从 每 一 个 数据 点 计算 出 的 偏差 记录 . 
对 三 个 模型 的 每 一 个 可 计算 偏差 平方 和 与 最 大 绝对 偏差 ， 结 果 列 在 表 3-6 中 . 


甫 3-5 每 一 y= 二 Axr’ 模型 偏 头 的 总 结 
一 -~ 


y; V3.1869x? yi—3.1368r’ yi—3.17073x? 
0.5 0. 7 一 0. 0967 一 0.0842 一 0. 0927 
1.0 3. 4 0. 2131 0. 2632 0. 2293 
1.5 7. 2 0. 0294 75 0. 1422 0. 0659 
2.0 12. 4 一 0. 3476 一 0. 1472 一 0.2829 
2.5 20.1 0. 181 875 0. 4950 0. 282 93 


表 3-6 三 个 模型 的 结果 的 总 结 


准 则 模 型 ZLy;— vr)] Max | y.— y(x;) | 
最 小 二 乘 y=3. 1869xz2 0. 2095 0. 3476 
变换 后 最 小 二 乘 y=3. 1368z’ 0. 3633 0. 4950 
Chebyshev y 一 3. 170 73x’ 0. 2256 0. 282 93 


如 我 们 所 预料 ， 每 一 个 模型 都 有 优势 方面 ， 然而， 考虑 到 在 变换 后 的 最 小 二 乘 模型 中 偏 益 
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平方 和 的 增长 ， 我 们 将 选用 简单 的 规划 来 选择 模型 . 比如， 选择 有 最 小 绝对 偏差 者 (同样 存在 
其 他 的 拟 合 优 度 的 统计 指示 量 ， 可 参看 《工程 和 管理 学 中 的 概率 统计 》，Probability and 
Statistics in Engineering and Management Science, by. William W. Hines and Douglas 
C. Montgomery，New York: Wiley，1972)， 以 此 去 掉 明 显 很 差 的 模型 ,这些 指 示 量 是 有 用 
的 ， 但 上 面 的 问题 哪个 模型 最 好 仍 不 易 回 答 ， 具有 最 小 绝对 偏差 或 最 小 平方 和 的 模型 在 你 最 
关注 的 范围 中 可 能 拟 合 得 很 差 . 进一步 ， 在 第 4 章 将 看 到 ， 不 难 构造 出 通过 每 一 数据 点 的 模 
型 ， 这 样 偏差 平方 和 与 最 大 偏差 都 是 零 . 所以, 我们 回答 哪个 模型 最 好 要 以 具体 个 案 为 基 
础 ， 要 考虑 模型 的 目的 、 实 际 情况 要 求 的 精度 、 数 据 的 准确 性 以 及 使 用 模型 时 独立 变量 的 值 
的 范围 . 

选择 模型 或 评价 模型 的 适当 性 时 ， 我 们 可 能 试 
图 借助 所 用 的 最 佳 拟 合 准则 的 值 ， 例 如 ， 可 能 试图 
使 所 选 模型 对 给 定 的 数据 集 有 最 小 的 偏差 平方 和 或 
偏差 平方 和 比 一 个 认定 拟 合 得 很 好 的 值 要 小 ， 然 而 
孤立 地 用 这 些 指 示 量 可 能 有 严重 误导 . 例如， 考虑 
图 3-15 中 显示 的 数据 ， 四 个 情形 对 模型 y=x 产生 
了 完全 相同 的 偏差 ， 因此 没有 图 的 帮助 ， 我 们 可 能 
得 出 结论 ， 认 为 每 一 情况 模型 拟 合 数据 的 结果 是 相 
同 的 ， 

然而 如 图 所 示 ， 在 追踪 数据 的 倾向 时 ， 每 一 模 
型 的 可 用 性 存在 显著 的 不 同 ， 下 面 的 例子 说 明 ， 在 
决定 一 个 特殊 模型 的 适当 性 时 ， 如 何 借助 各 种 指示 图 3-15 在 这 些 图 中 ,模型 > 一 
量 ， 正 常情 况 下 ， 图 形 有 很 大 帮助 . 全 风 于 的 仿 光 于 二 和 


例 1 车 辆 的 停止 距离 


回顾 预测 车 辆 停止 距离 的 问题 ， 将 其 作为 车 辆 速度 的 一 个 函数 (问题 描述 见 2. 2 节 和 3. 3 
节 )， 在 3.3 节 的 子 模型 ， 反 映 距离 d, 正比 于 速度 v， 并 用 图 形 做 了 检验 ， 正比 常数 估计 为 
1. 1， 类 似 地 ， 预 测 刹车 距离 必 与 速度 平方 v? 为 正比 例 的 子 模型 也 经 过 检验 ， 有 理由 认同 该 
子 模型 ， 并 估计 正比 常数 为 0.054， 因 此 ， 停 止 距离 模型 定 为 
d= 1.1v+0.054v (3-9) 
现在 解析 地 拟 合 这 些 子 模型 ， 并 比较 各 种 拟 合 . 
使 用 最 小 二 乘 准 则 拟 合 模型 ， 使 用 (3-7) 式 的 公式 
二 | 风 风 
DDE 
其 中 y 为 每 一 数据 点 驾驶 员 的 反应 距离 ,x; 为 每 一 数据 点 的 速度 . 对 表 2- 3 给 出 的 13 个 数据 点 ， 
计算 得 2)xiy; 一 409 05 和 》)z? = 370 50, 得 出 A = 1. 104 049. 
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对 模型 d, 二 Bv? 使 用 公式 

oy 

> 
其 中 y; 为 每 一 个 数据 点 的 平均 刹车 距离 ，z; 为 每 一 数据 点 的 速度 . 对 表 2. 4 给 出 的 13 个 数据 
点 计算 出 > ,zfy; = 8258 350 和 了》)xf 一 152 343 750, 得 出 B=0.054 209， 因 为 数据 相当 不 精 
确 且 是 定性 地 建 模 ， 我们 归 整 系数 得 到 模型 

d = 1.104v++ 0. 0542v (3-10) 

模型 (3-10) 与 第 3 章 用 图 示 获 得 的 没有 显著 差异 ， 接 下 来 ， 我 们 分 析 模 型 拟 合 得 如 何 ， 现 在 已 
经 能 够 计算 表 2-3 中 观测 的 数据 点 与 模型 (3-9) 和 (3-10) 预 测 值 间 的 偏差 ， 这 些 偏差 总 结 在 表 
3-7 中 ， 两 个 模型 的 拟 合 非常 相似 ， 模型 (3-9) 的 最 大 绝对 偏差 是 30.4， 而 模型 (3-10) 是 
28. 8. 注意 ， 到 70mph 为 止 ， 两 个 模型 均 过 高 估计 停止 距离 ， 而 之 后 低估 了 停止 距离 ， 代替 
前 面 个 别 地 拟 合 的 子 模型 ， 直 接 对 总 的 停止 距离 拟 合 模型 应 能 获得 一 个 更 好 的 模型 .个别 地 拟 
合子 模型 并 检验 子 模型 的 优点 是 可 以 检验 它们 是 否 很 好 地 说 明了 状况 . 


表 3-7 


度 ”图 示 模 型 (3.9) ”最 小 二 乘 模型 (3. 10) | 速 度 图 示 模型 (3.9) 
20 1.6 1.76 
25 5. 25 5. 475 
30 8.1 . 8.4 

35 13. 15 13. 535 
40 14.4 14. 88 
45 16. 35 16. 935 
17 


最 小 二 丧 模 型 (3. 10) 
15. 175 

60 12. 4 13. 36 

65 7.15 8. 255 

70 一 1.4 一 0. 14 

75 一 14. 75 一 13. 325 

80 一 30.4 一 28.8 


速 


pe te 

为 确定 是 否 较 好 地 拟 合 了 数据 ， 一 个 所 用 模型 和 观测 到 的 数据 点 的 图 是 有 用 的 ， 模 型 
(3-10) 和 观测 点 画 在 图 3-16 中 . 

图 3-16 提供 了 一 个 模型 适合 性 的 视觉 检查 .看 图 形 可 以 证 实在 数据 中 存在 一 个 确定 的 倾 
向 .模型 (3-10) 很 好 地 说 明了 这 种 倾向 ， 特 别 在 低速 度 部 分 . 

有 一 种 很 好 的 办 法 可 以 快速 确定 模型 在 何 处 受到 破坏 ， 即 画 出 偏差 ( 残 差 ) 图 ， 将 偏差 作为 
独立 变量 的 一 个 函数 .模型 (3-10) 的 偏差 图 绘 在 图 3-17， 说 明 到 70mph 为 止 ， 模型 的 确 是 可 
取 的 .超出 70mph， 在 预测 观测 到 的 状况 方面 ， 模 型 不 再 适用 . 

更 细心 地 考察 图 3-17， 虽然 到 70mph 为 止 ， 偏 差 相 当 小 ， 但 它们 全 是 正 的 ， 如 果 模 型 完 
满 地 解释 了 状况 ， 偏 差 不 仅 应 该 小 ， 而 且 应 有 正 有 负 ， 为什么? 注意 到 图 3-17 中 偏差 的 特征 
中 的 一 个 确定 模式 ， 可 使 我 们 重新 考察 模型 和 数据 .偏差 中 模式 的 特征 能 提示 我 们 ， 如 何 进 一 
步 精 炼 模型 ， 在 这 儿 ， 数 据 收集 过 程 中 的 不 够 精确 无 法 为 进一步 的 模型 精炼 提供 保证 . 
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。 模型 预测 值 
o 观测 值 


© d= 1.104v + 0.0542v? 


速度 (英里 /小 时 ) 


10 20 30 40 50 60 70 80 


图 3-16 给 出 的 模型 和 观测 数据 点 的 绘图 提供 了 模型 适合 性 的 视觉 检查 


速度 (英里 /小 时 ) 


偏差 d(vi)-ak 单位 码 ) 


图 3-17 揭示 模型 拟 合 得 不 好 的 区 域 的 偏差 ( 残 差 ) 图 


习题 


对 下 面 的 每 一 问题 ， 用 数据 或 用 经 变换 的 数据 (如 果 适 当 ) 使 用 最 小 二 订 准 则 求 出 一 个 模 
型 ， 将 你 的 结果 与 3. 1 节 问 题 中 观测 到 的 图 形 拟 合 进行 比较 ， 对 每 一 模型 计算 偏差 、 极 大 绝对 
偏差 以 及 偏差 平方 和 ， 如 果 模 型 是 用 最 小 二 乘 准则 拟 合 的 ， 求 关于 cmx 的 一 个 界 . 


1. 


2 

3 
4. 
kD 
6 

7 


3. 1 节 问 题 3. 
3. 1 节 问 题 4a. 

3. 1 节 问 题 4b. 

3. 1 节 问 题 5a. 

3. 1 节 问 题 2. 

， 3.1 节 问题 6. 

(a) 在 下 列 数据 中 ，W 表示 一 条 鱼 的 重量 . ! 表示 它 的 长 度 ， 使 用 最 小 二 乘 准则 拟 合 模 
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型 W=kLE 
长 度 (英寸 ) 上 12.5 17.25 14.5 12.625 17.75 14.125 12.625 
重量 W( 准 司 ) 27 1 41 26 17 49 23 16 

(b) 在 下 列 数据 中 ，g 表示 一 条 鱼 的 身 围 .使 用 最 小 二 乘 准则 对 数据 拟 合 模型 W = 二 klg? 
长 度 !( 英 寸 ) 14.5 12.5 17.25 14.5 12.625 17.75 14.125 12.625 


身 围 g( 英 寸 ) 
重量 W( 岩 司 ) 


〈c) 两 个 模型 哪个 拟 合 数据 较 好 ? 全 面 评判 ， 你 更 喜欢 哪 一 个 模型 ? 为 什么 ? 
8. 使 用 在 习题 ?4b) 中 的 数据 拟 合 模型 W=cg’ 和 W=kgL*. 解释 这 些 模 型 ， 计 算 适 当 的 
指示 量 并 确定 哪个 模型 是 最 佳 的 ， 做 出 说 明 . 


研究 课题 


9. 75 8.375 11.0 9.75 8.5 12. 5 9.0 
27 17 41 26 17 49 23 16 


1. 写 出 一 个 计算 机 程序 .， 求 下 列 模型 中 系数 的 最 小 二 乘 估计 
(a) y=azx’++bzx+c 
(b) y 一 az 
2. 写 出 一 个 计算 机 程序 ， 计 算数 据点 和 使 用 者 遇 到 的 任 一 模型 的 偏差 .假定 模型 是 用 最 
小 二 乘 准则 拟 合 的 ， 计 算 D 和 d。.。 输出 每 一 数据 点 、 每 一 数据 点 的 偏差 、D、d .和 偏差 平 
方 和 . 
3. 写 出 计算 机 程序 ， 使 用 (3-4) 式 和 适当 的 变换 后 的 数据 计算 下 列 模型 的 参数 . 
(a)y=br” 
(b)y=be” 
(c)y=alnz++b 
(d)y=ax? 


(e)y=ax’ 


引 


了 


在 第 3 章 中 我 们 从 哲学 角度 讨论 了 曲线 拟 合 和 插值 的 差异 . 拟 合 一 条 曲线 时 ， 建 模 者 利 
用 一 些 假定 来 选择 一 个 特定 的 模型 类 型 ， 以 解释 观测 从 反映 的 状况 . 如 果 收 集 到 的 数据 证 实 
了 这 些 假定 的 合理 性 ， 建 模 者 的 任务 则 是 为 所 选 定 的 曲线 选取 参数 ， 使 其 在 某 些 准则 下 (如 
最 小 二 乘 ) 是 最 佳 的 .这 时 建 模 者 会 预料 到 并 且 也 会 接受 所 拟 合 的 模型 与 收集 的 数据 间 的 一 
些 偏差 ， 从 而 获得 一 个 解释 已 知 状况 的 模型 ， 这 样 做 的 问题 是 ， 在 许多 情况 下 ， 建 模 者 不 可 
能 构造 一 个 满意 地 解释 已 知 状况 的 易于 处 理 的 模型 形式 ， 即 建 模 者 不 知道 什么 样 的 曲线 确切 
地 描述 了 已 知 的 状况 . 这 时 ， 如 果 仍 然 必 须 预 测 其 状况 ， 建 模 者 可 以 进行 实验 (或 收集 数 
据 )， 在 某 一 区 域 中 选择 独立 变量 的 值 研究 相依 变量 的 状况 . 在 此 意义 上 ， 建 模 者 愿意 基于 
收集 的 数据 构造 一 个 经 验 模型 ， 而 不 是 基于 某 些 假定 选择 一 个 模型 . 这 种 情况 下 ， 建 模 者 会 
受到 所 细心 收集 并 分 析 的 数据 的 强力 影响 ， 他 要 搜寻 一 条 曲线 ， 和 追踪 数据 的 倾向 ， 在 数据 点 
间 做 出 预测 . 

例如 ， 考 虑 图 4-1a 的 数据 ， 如 果 建 模 者 的 假定 引出 一 个 二 次 模型 的 预想 ， 应 有 图 4-1b 所 
示 的 拟 合 数 据点 的 一 条 抛物 线 . 然而 如 果 建 模 者 没有 预想 到 一 个 特别 的 模型 类 型 ， 则 会 代 之 以 
图 4-1c 所 示 的 通过 这 些 数据 的 一 条 光滑 曲线 . 


bp Xx 
X11 x2 X3 Xa Xs X1 X72 X3 Xa Xs Xl X27 X3 Xa Xs 


a) b) c) 
图 4-1 如 果 建 模 者 预想 到 一 个 二 次 关系 ， 可 像 b 那样 用 一 条 抛物 线 拟 合 数据 ， 
否则 可 像 c 那样 画 一 条 通过 这 些 点 的 光滑 曲线 . 


在 这 一 章 我 们 阐述 经 验 模型 的 构造 .在 4. 1 节 研 究 简单 的 单项 模型 的 选择 过 程 ， 这 些 模型 
追踪 了 数据 的 倾向 ， 我 们 将 介绍 几 个 情形 ， 对 这 些 情形 一 些 建 模 者 会 试图 构造 一 个 解释 模型 ， 
比如 预报 Chesapeake 海湾 海产 品 的 收成 ， 在 4. 2 节 讨 论 通过 收集 的 数据 点 的 高 阶 多 项 式 的 构 
造 方法 .在 4. 3 节 研 究 使 用 低 阶 多 顶 式 对 数据 进行 光滑 化 ， 最 后 在 4.4 节 ， 给 出 三 次 样 条 插值 
的 技术 ， 用 一 个 特别 的 三 次 多 项 式 穿 过 相继 的 数据 点 对 . 
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4. 1 Chesapeake 海湾 的 收成 和 其 他 的 单项 模型 


让 我 们 考虑 一 种 情形 ， 这 时 一 个 建 模 者 已 经 收集 到 一 些 数据 ， 但 不 能 以 此 构造 一 个 解释 模 
型 .在 1992 年 《每 日 评论 》(Daily Press) (美国 弗吉尼亚 州 的 一 家 报纸 ) 报 告 了 收集 到 的 过 去 50 
年 中 Chesapeake 海湾 海产 品 收成 方面 的 数据 ， 我 们 将 考察 几 种 场合 ， 并 使 用 Chesapeake 海湾 
的 商贸 行业 提供 的 如 下 数据 (a) 收获 蓝 鱼 的 观测 数据 ，(b) 收 获 蓝 短 的 观测 数据 ， 表 4-1 是 将 
在 我 们 的 单项 式 模型 中 使 用 的 数据 . 


表 4-1 1940-1990 年 海湾 的 收成 


蓝 鱼 ( 磅 ) 
15 000 


100 000 290 000 4 400 000 


1945 150 000 850 000 1975 650 000 4 660 000 
1950 250 000 1 330 000 1980 1 200 000 4 800 000 
1955 275 000 2 500 000 1985 1 500 000 4 420 000 
1960 270 000 3 000 000~ 1990 2 750 000 5 000 000 
1965 280 000 3 700 000 | 


收获 的 蓝 鱼 对 时 间 的 散 点 图 如 图 4-2 所 示 ， 收 获 的 蓝 黎 的 散 点 图 如 图 4-3 所 示 ， 图 4-2 
清楚 显示 出 时 间 增 长 时 有 收获 更 多 蓝 鱼 的 趋势 ， 这 指明 或 暗示 了 蓝 鱼 的 可 利用 性 ， 并 没有 -一 
个 很 显 见 的 更 精确 的 描述 ， 在 图 4-3， 趋 势 是 蓝 扰 收成 增加 ， 同 样 ， 一 个 精确 的 模型 并 不 很 


显 见 . 


蓝 鱼 (104 磅 ) 


基底 年 。 


图 4-2 蓝 鱼 收成 对 基底 年 数 ( 从 1940 年 到 1990 年, 每 5 年 一 个 周期 ) 的 散 点 图 
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赣 蟹 (10: 磅 ) 


图 4-3 蓝 租 收成 对 基底 年 数 
(从 1940 年 到 1990 年 ， 每 5 年 一 个 周期 ) 的 散 点 图 


在 这 节 剩 下 的 部 分 ， 我 们 提出 如 何 随 着 时 
间 的 变化 预测 蓝 鱼 的 可 利用 性 ， 我 们 的 策略 是 
变换 表 4-1 的 数据 ， 使 得 所 产生 的 图 形 近 似 一 
直线 ， 这 样 得 到 一 个 工作 模型 ， 但 怎样 确定 这 
一 变换 呢 ? 我 们 将 利用 变量 的 者 次 阶梯 
表 ? ， 帮 助 选择 一 个 适当 的 线性 变换 . 

图 4-4 显示 五 个 数据 点 (z，y) 的 集合 . 
同时 有 当 zx 之 1 时 y=z 的 直线 ， 假 设 将 每 一 
点 的 y 的 值 改变 成 为 Vy， 这 将 产生 新 的 关系 
y 一 Vx， 这 时 y 的 值 在 问题 的 定义 域 范围 内 更 
集中 ， 注 意 全 部 y 的 值 都 变 小 了 ， 但 大 值 的 
变化 幅度 比 小 值 更 大 . 


徐 阶 梯 


NN, oo0 
IN 


和 


(ey 
Ee] 
N 


ee | 一 8 i= 全 [= 


改变 每 点 的 y 值 为 lagy， 有 类 似 的 情况 但 影响 更 显著 .* 阶梯 每 向 下 增加 一 梯 步 ， 产生 的 类 


似 影 响 就 更 强 一 些 . 


在 图 4-4 中 ， 我 们 从 最 简单 的 线性 函数 开始 ， 这 样 做 只 是 为 了 方便 ， 如 果 我 们 取 一 个 向 上 


目的 正 值 函 数 ， 例 如 ，y= 王 Fr(Cz)，z>>1， 如 : 


pe 


那么 在 阶梯 中 处 于 y 的 下 方 的 某 些 变换 ， 将 y 值 变 为 Vy 或 logy 或 更 剧烈 的 变化 ， 挤 压 右 侧 尾 部 
向 下 ， 并 更 可 能 产生 比 原来 的 函数 更 接近 直线 的 新 函数 . :应 该 采用 哪个 变换 是 反复 试验 (或 不 断 


参见 Paul F. Velleman and David C. Hoaglin, Applications, Basics, and Computing of Erploratory Data Analysis 


(Boston: Duxbury Press, 1981), p. 49. 
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摸索 ) 和 经 验 的 问题 ， 另 一 种 可 能 是 拉 伸 右 侧 的 尾部 向 右 ( 尝 试 改 变 x 的 值 成 为 z*、xz’ 等 ). 


用 内 代替 y 的 值 


用 Re 的 值 


图 4-4 . 


如 果 我 们 取 到 一 个 向 下 四 的 正 值 增 冰 数 y= F(z) ，z> 之 1， 如 ， 


p> 


我 们 可 以 希望 拉 伸 其 右 侧 尾部 向 上 来 线性 化 
(尝试 改变 y 的 值 成 为 xy 、y 等 )， 另 一 种 可 
-能 是 挤 压 右 侧 尾部 向 左 (尝试 改变 zx 的 值 成 为 
Vz 和 logz 或 阶梯 中 变化 更 剧烈 的 梯 步 ). 

注意 ， 虽然 用 1/z 或 1/z? 等 代替 z， 可 
能 某 些 时 候 有 一 个 所 希望 的 效应 ， 但 这 样 一 
来 替换 也 有 一 个 不 希望 的 效应 一 一 一 个 增 函 
数 逆转 成 减 函 数 ， 当 使 用 阶梯 表 中 log 以 下 
的 变换 时 会 有 这 样 的 结果 . 数据 分 析 时 常 加 
上 一 个 负 号 ， 这 样 保持 变换 的 数据 与 原 数据 
有 同样 的 次 序 ， 表 4-2 列 出 了 一 个 常用 的 变 
换 阶 梯 . 


这 4-2 变换 阶梯 


* 最 常 使 用 的 变换 
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让 我 们 带 着 变换 阶梯 中 的 这 些 变换 ， 回 到 Chesapeske 海湾 的 收成 数据 . 


例 1 收获 蓝 鱼 


回 到 图 4-2 的 散 点 图 .数据 的 倾向 显示 出 是 增 的 、 凹 的 ， 使 用 窜 次 阶梯 挤 压 右 侧 尾 部 向 
下 ， 改 变 y 的 值 ， 用 logy 或 其 他 阶梯 向 下 的 变换 代替 y， 另 一 个 选择 是 用 z? 或 x 或 其 他 阶梯 
向 上 的 第 次 代替 z， 表 4-3 列 有 数据 ， 其 中 为 了 数值 上 方便 ，1940 年 的 基底 年 数 为 + 二 0， 每 
一 基底 年 数 代 表 一 个 5 年 的 时 段 . 
囊 4-3 海湾 的 收成 : 蓝 鱼 1940 一 1990 


底 年 蓝 鱼 ( 磅 ) 基底 年 蓝 鱼 ( 磅 ) 
交 y y 
0 15 000 6 290 000 
4 150 000 7 650 000 
2 250 000 8 1 200 000 
3 275 000 9 1 550 000 
4 270 000 10 2 750 000 
5 280 000 


我 们 开始 拉 伸 右 侧 尾 部 向 右 ， 将 z 的 值 改 为 阶梯 向 上 的 几 种 值 (z+?、x: 等 )、 这 些 变 换 没 
有 一 个 产生 线性 图 形 .下 一 步 是 将 y 的 值 改 成 阶梯 向 下 的 Vy 或 logy 的 值 ，Yy 和 logy 对 x 的 图 
形 看 来 比 变换 z 变量 得 到 的 图 形 更 接近 直线 (y 对 z: 和 z 对 Vy 的 图 在 线性 方面 是 相同 的 )， 我 
们 选取 logy 对 z 的 模型 ， 用 最 小 二 乘 拟 合 这 一 形式 的 模型 

logy 一 zzzr 十 
找到 下 列 估 出 的 曲线 
logy = 0.7231 十 0. 1654x 

其 中 xz 是 基底 年 ，logy 是 以 10 为 底 的 对 数 ，y 的 单位 是 104 磅 (参看 图 4-5). 

y 二 logn 的 充 要 条 件 为 10* 王 ”， 利 用 这 一 性 质 ， 借 助 计算 器 的 帮助 能 得 到 下 式 

yy 一 5.2857(1. 4635)7 (4-1) 


蓝 包 (104 傍 ) 


图 4-5 数据 和 模型 > 一 5.2857(1.4635) 
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其 中 y 的 单位 是 10' 磅 蓝 鱼 ，z 是 基底 年 数 . 模型 的 图 示 表 明 数 据 拟 合 得 相当 好 . 图 4-5 显示 
了 散 点 图 上 添加 的 这 一 曲线 图 形 . 为 了 有 一 个 简单 的 单项 模型 我 们 将 接受 某 些 误差 . 


例 2 收获 蓝 秘 


回 到 原 散 点 图 4-3。 数 据 的 倾向 是 增 的 、 下 四 的 ， 借 助 这 一 信息 我 们 利用 变换 的 阶梯 ， 使 
用 表 4-4 的 数据 ， 以 1940 年 为 基底 年 (z 一 0)， 每 一 基底 年 代表 一 个 5 年 的 时 段 ， 


襄 4-4 海湾 的 收成 : 蓝 蟹 1940 一 1990 


蓝筹 ( 磅 ) 蓝 铂 ( 磅 ) 


x y 证 y 
1940 0 100 000 1970 6 4 400 000 
1945 1 850 000 1975 7 4 660 000 
1950 2 1 330 000 1980 8 4 800 000 
1955 3 2 500 000 1985 9 4 420 000 
1960 4 3 000 000 1990 10 5 000 000 
5 3 700 000 


如 前 所 述 ， 我 们 试图 改变 y 的 值 成 为 y* 或 y’ 或 其 他 阶梯 向 上 的 值 ， 来 线性 化 这 些 数据 . 
几 次 试验 后 ， 我 们 选取 用 Vz 代替 z 的 值 ， 挤 压 右 侧 尾 部 向 左 ， 这 儿 提 供 一 个 y 对 Vz 的 图 (图 


4-6)， 在 图 4-7 中 我 们 加 上 了 一 条 过 原点 的 放射 直线 > 一 上 Vz (y 的 截 距 为 0)， 用 第 3 章 的 最 
小 二 乘法 求 & 得 到 


y= 158.344 Vz (4-2) 
其 中 y 的 单位 是 104 磅 蓝 矫 ，x 是 基底 年 . 


监 租 (10: 磅 ) 


图 4-6 蓝筹 (单位 104 磅 ) 对 VI 


图 4-8 画 出 在 散 点 图 上 的 前 述 模型 的 图 形 ， 说 明 曲线 似乎 是 可 取 的 ， 因 为 它 拟 合 了 有 关 的 
数据 ， 同 时 有 我 们 期 望 的 简单 的 单项 模型. 
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蓝 稻 (104 磅 ) 


蓝 蟹 (104 磅 ) 


基底 年 


图 4-8 数据 和 模型 > 一 158. 344 Vz 


验证 模型 
基于 模型 的 预测 是 否 很 好 ? 比较 观测 值 与 预测 值 ， 我 们 可 以 对 每 一 对 数据 计算 残 差 和 相对 
误差 .在 许多 情况 下 ， 建 模 者 会 要 求 对 未 来 做 预测 或 外 推 ， 在 预测 2010 年 海湾 的 收成 时 ， 这 


些 模 型 会 依然 适用 吗 ? 

蓝 鱼 的 下 述 结果 可 能 比 一 个 能 给 出 的 预测 要 大 ， 而 蓝 艇 的 结果 可 能 比 一 个 能 给 出 的 预测 要 
稍 小 一 点 . 

蓝 鱼 > 一 5. 2857(1. 4635) 一 1092. 95(104 磅 )<*10. 9 百 万 磅 


蓝 包 > 一 158. 344V14 一 592. 469(104 磅 )<z5. 92 百 万 磅 
这 些 简单 的 单项 模型 应 该 用 于 插值 而 不 应 用 于 外 推 ， 在 第 10 章 和 第 11 章 我 们 将 更 彻底 地 讨论 
群体 的 增长 的 建 模 . 

现在 总 结 一 下 这 一 节 的 想法 . 当 我 们 构造 一 个 预测 模型 时 ， 总 是 从 细心 分 析 收 集 到 的 数 所 


开始 ， 看 数据 存在 什么 样 的 倾向 ? 是否 有 明显 处 于 倾向 以 外 的 数据 点 ? 如 果 这 样 的 异常 值 存 - 


在 ， 想 想 是 否 抛弃 它们 ? 如 果 是 实验 观测 到 的 ， 重 复 该 实验 做 一 个 数据 收集 错误 的 检查 ， 当 蘑 
一 倾向 确实 清楚 存在 时 ， 下 一 步 是 找到 一 个 将 数据 变换 成 一 直线 (近似 地 ) 的 函数 ， 可 尝试 这 一 
节 给 出 的 变换 的 阶梯 表 中 列 出 的 函数 ， 也 可 考虑 第 3 章 中 讨论 的 变换 这样， 如果 选择 了 模型 
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y 二 ax*， 应 画 一 个 lny 对 Inz 的 图 ， 看 是 否 产 生 一 直线 . 同样， 在 研究 模型 > 一 we 的 适当 性 
时 ,应 画 lny 对 x 的 图 看 是 否 产 生 一 直线 . 应 注意 在 第 3 章 的 讨论 ， 和 警惕 变换 的 使 用 如 何 带 来 
欺骗 性 ， 特 别 当 数据 点 集中 在 一 起 时 .我 们 的 评判 严格 说 是 定性 的 ， 目 的 是 确定 一 个 特别 的 模 
型 类 型 是 否 可 取 .， 当 我 们 认为 一 个 确定 的 模型 类 型 比较 符合 数据 的 倾向 时 ， 我 们 可 用 图 示 或 
第 3 章 讨论 的 解析 技术 估计 模型 的 参数 ， 最后， 必须 选用 第 3 章 讨 论 的 指示 量 分 析 拟 合 优 度 . 
记 住 对 原始 的 而 不 是 对 变换 后 的 数据 画 出 所 提供 的 模型 ， 如果 我 们 对 这 一 拟 合 不 满意 ， 可 以 研 
究 其 他 的 单项 模型 ， 倘 若 由 于 固有 的 简单 性 ， 单 项 模型 不 能 拟 合 全 部 数据 集 ， 这 时 要 使 用 其 他 
的 技术 .在 后 面 的 几 节 中 将 讨论 这 些 方 法 . 


习题 


在 1976 年 Marc 和 Helen Bornstein 研究 了 日 常生 活 中 的 步伐 9 ， 观 察 城镇 的 规模 变 大 时 ， 
生活 节奏 是 否 变 得 更 快 . 他 们 系统 地 观测 了 城镇 的 主要 街道 上 徒步 者 步行 50 英尺 所 需要 的 平 
均 时 间 . 表 4-5 中 我 们 给 出 了 一 些 他 们 收集 的 数据 ， 变 量 己 代表 城镇 人 口 ， 变 量 V 代表 徒步 者 
步行 50 英尺 的 平均 速度 .问题 1~5 基于 表 4-5. 

囊 4-5 人 口 和 50 英尺 路 段 的 平均 速度 ，15 个 地 区 


地 区 人 口 (P) 平均 速度 V( 英 尺 / 秒 ) 
(1) 布 尔 诺 ， 捷 克 341 948 四 4. 81 
(2) 布 拉 格 ,捷克 : 1 092 759 5. 88 
(3) 科 特 ， 科 西 嘉 5 491 3.31 
(4) 巴 士 底 ， 法 国 49 375 4. 90 
(5) 莫 尼 黑 ， 德 国 1 340 000 5. 62 
(6) 赛 克 农 ， 克 里 特 ( 希 腊 》 365 2. 76 
(7) 依 所 亚 ， 希腊 2 500 2. 27 
(8) 依 拉克 林 ， 希 腊 78 200 3.85 
(9) 雅 典 ， 希 腊 867 023 5. 21 
(10) 沙 非特 ， 以 色 列 : 14 000 3.70 
(11) 戴 姆 拉 、 以 色 列 23 700 3. 27 
(12) 纳 塔 尼 亚 ， 以 色 列 70 700 4. 31 
(13) 耶 路 撤 冷 ， 以 色 列 304 500 4. 42 
(14) 新 海 文 ， 美 国 138 000 4. 39 
(15) 布 鲁 克 林 ， 美 国 2 602 000 5. 05 


x* Bornstein 数据 


1. 对 表 4-5 中 数据 拟 合 模型 V=CP" ， 使 用 变换 : logV 二 alogP 十 logC， 画 logV 对 logP 
的 图 ， 这 样 的 关系 看 似 合理 吗 ? 
(a) 作 logP 对 logV 的 表 ; 


© Bornstein，Marc H. ，and Helen G. Bornstein. “The Pace of Life. ”Nature 259(19 February 1976) ，557 一 559. 
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(b) 构 造 一 个 log-log 数据 的 散 点 图 ， 
(c) 在 你 的 散 点 图 中 用 肉眼 确定 一 直线 7; 


(d) 估 计 和 斜率 和 截 距 ，; 


(e) 求 出 关于 logV 和 :logP 的 线性 方程 ; 
(f) 求 出 用 PP 表示 V 的 V=CP* 形式 的 方程 . 
2. 在 原始 的 散 点 图 上 加 上 你 在 问题 1(f) 中 求 出 的 方程 的 图 像 . 


3. 使 用 数据 、 计 算 器 以 及 你 在 问题 1(f) 中 为 V 确定 的 模型 ， 完 成 表 4-6. 


鞍 
风 


4.81 
5. 88 
3. 31 
4. 90 
5. 62 
2. 76 
2.27 
3. 85 


一 


“地 区 的 名 称 见 表 4-5 


观测 到 的 速度 V 


表 4-6 对 15 个 地 区 观测 到 的 平均 速度 


预测 的 速度 


观测 到 的 速度 V 


预测 的 速度 


5.21 
3.70 
3.27 
4.31 
4. 42 
4. 39 
5. 05 


4. 利用 表 4-6 的 数据 计算 Bornstein 的 误差 | Vawwm 一 Ya 的 | 的 平均 值 ， 关 于 模型 的 价 
值 ， 这 些 结果 有 什么 提示 ? 
5. 用 模型 V 一 m(logP) 十 6 解答 问题 1~4. 将 误差 与 问题 4 中 算出 的 误差 进行 比较 .这 两 
个 模型 ， 哪 一 个 更 好 些 ? 
6. 表 4-7 和 图 4-9 列 出 的 数据 是 Chesopeake 海湾 的 牡 蚜 的 收成 ， 对 数据 拟 合 一 个 简单 的 
单项 模型 ， 你 找 出 的 拟 合 数据 的 最 佳 单项 模型 好 吗 ? 最 大 误差 是 多 少 ? 平均 误差 是 


多 少 ? 


基底 第 
。 图 4-9 牲 旺 对 基底 年 ( 百 万 磅 ) 
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表 4-7 海湾 中 的 牡 蝶 


牡 蜂 收 成 (蒲式耳 ) 牡 蜡 收 成 (蒲式耳 ) 
1940 3 750 000 1970 1 500 000 
1945 3 250 000 1975 1 000 000 
1950 2 800 000 1980 1 100 000 
1955 2 550 000 1985 750 000 
1960 2 650 000 1990 330 000 
1965 1 850 000 


7. 在 表 4-8 中 ，X 是 华氏 温度 ，Y 是 一 分 钟 内 一 只 紧 综 的 鸣叫 次 数 ， 为 这 些 数 据 拟 合 一 
个 模型 ， 分 析 该 拟 合 是 否 很 好 ? 


表 4-8 湿度 和 20 只 时 旱 的 每 分 钟鸣 叫 


© on 中 一 


© 


数据 来 自 Frederick E. Croxton，Dudley J. Cowden, and Sidney Klein, Applied General Statistics, 3rd ed , (Englewood 
Cliffs, NJ: Prentice-Hall, 1967), p. 390 的 一 个 散 点 图 。 
NA 


8. 为 表 4-9 拟 合 一 个 模型 ， 你 熟悉 这 些 数据 吗 ? 由 这 些 数 据 你 能 得 出 什么 关系 ? 
家 4-9 


X Y 


1 35. 97 0. 241 6 886. 70 29. 460 
2 67. 21 0.615 7 1783. 00 84. 020 
3 92. 96 1. 000 8 2794. 00 164. 800 
4 141. 70 1. 881 9 3666. 00 248. 400 
5 


9. 下 列 数据 是 美国 黄 松 的 两 个 特征 测量 值 ， 变 量 X 是 树 身 中 部 测 得 的 直径 ， 单 位 为 英寸， 
Y 是 体积 的 测量 值 ， 单 位 为 板 英尺 数 除 以 10. 对 该 数据 拟 合 模型 ， 用 X 表示 出 Y. 
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20 棵 美国 黄 松 的 直径 和 体积 


观测 序号 


1 36 192 11 31 141 
2 28 113 12 20 32 
3 28 88 13 25 86 
4 41 294 14 19 21 
5 19 28 15 39 231 
6 32 123 16 33 187 
7 22 51 17 17 22 
8 38 252 18 37 205 
9 25 56 19 23 57 


© 


数据 来 自 Croxton，Cowden，and Klein, Applied General Statistics p. 421. 


10. 下 列 数据 是 一 群 鱼 的 长 度 和 重量 ， 将 鱼 的 重量 作为 长 度 的 函数 建 模 . 


身长 (英寸 ) 12.5 12. 625 14. 125 14.5 17. 25 17. 75 
重量 ( 短 司 ) 17 16.5 ?3 26.5 41 49 
11. 下 列 是 美国 1800 到 2000 年 的 人 口 数 据 ， 将 人 口 (单位 于 人 ) 作 为 年 的 函数 建 模 ， 你 的 
模型 拟 合 得 好 吗 ? 对 这 些 数据 ， 一 个 单项 模型 合适 吗 ? 为 什么 ? 


年 1800 1820 1840 1860 1880 1900 1920 
人 口 ( 千 ) 5308 9638 17 069 31 443 50 156 75 995 105 711 
年 1940 1960 1980 1990 2000 
人 口 ( 千 ) 131 669 179 323 226 505 248 710 281 416 
研究 课题 


完成 UMAP551，Bruce King 著 的 “生活 的 步伐 一 一 经 验 模型 拟 合 导论 ”(Bruce King 著 ) 的 
要 求 ， 为 课堂 讨论 准备 一 篇 简短 的 综述 . 
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4.2 高 阶 多 项 式 模型 


在 4. 1 节 我 们 研究 了 拟 合 一 个 简单 的 单项 模型 的 可 能 性 ， 以 便 追 踪 收集 到 的 数据 的 趋势. 
由 于 其 固有 的 简单 性 ， 单 项 模型 易于 进行 模型 分 析 ， 这 包括 敏感 性 分 析 、 优 化 、 变 化 率 以 及 曲 
线 下 面积 的 估计 .然而 ， 由 于 其 数学 上 的 简单 性 ， 在 追踪 收集 到 的 数据 的 趋势 时 ， 单 项 模型 的 
可 用 性 是 有 限 的 ， 在 某 些 情况 下 ， 必 须 考虑 多 于 -- 项 的 模型 ， 即 多 项 式 ， 由 于 多 项 式 容 易 积 
分 、 微 分 ,其 应 用 特别 普遍 ， 当 然 多 项 式 也 有 它 的 缺点 ,例如 ， 通 近 一 个 有 垂直 渐 近 线 的 数据 
集 时 ,使 用 多 项 式 的 商 p(x)/g(x) 更 适宜 ， 而 不 是 使 用 一 个 简单 的 多 项 式 . 

我 们 从 研究 通过 数据 集中 每 一 点 的 多 项 式 开始 ， 该 数据 集 对 独立 变量 的 每 一 个 值 仅 有 一 个 
观测 值 . 

考虑 图 4- 10a 的 数据 ， 惟 一 的 一 条 直线 ?一 ae 十 aix 能 够 通过 两 个 给 定 的 数据 点 ， 按 直线 
通过 点 (zi，y% ) 和 (zs ，y% ) 的 条 件 确定 a。 和 a; ， 那 么 

yi 一 ao 十 atzi 


232z 一 ao 十 aizz 


Pi(x) 
p(x3,y3) 1 
7 
7 这 
,2 C2 2) Co 97) 2 (x2, 32) 2 一、 EA 
va (x3, 3) (x3, we ’ 中 2 
gf \ ~ 
(x1, 1) Gy (xb yi) * Ps(x) 


a) b) C) 


图 4-10 一 个 惟一 的 最 高 阶 为 2 的 多 项 式 能 够 通过 三 个 数据 点 (a 和 06) ， 但 能 够 
通过 三 个 数据 点 而 阶 高 于 2 的 多 项 式 有 无 数 个 (c) 


类 似 地 ， 有 惟一 的 一 个 最 高 阶 为 2 的 多 项 式 > 一 ae 十 aiz 十 asx* 能 够 通过 三 个 不 同 的 点 ， 如 图 
4-10b， 解 下 列 线性 方程 组 可 确定 a。、a! 和 a 
yi 三 ao 十 az 十 az 
yz = ao 十 aizs 十 az 
ys 三 ao 十 atzs 十 az 


我 们 来 解释 为 什么 这 里 使 用 “最 高 ”这 个 字眼 ， 注 意 如 果 图 4-10b 的 三 个 点 出 现在 一 条 直线 上 ， 
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那么 通过 三 点 的 最 高 阶 为 2 的 多 项 式 函 数 必须 是 一 条 直线 ( 阶 为 1 的 多 项 式 函 数 )， 而 不 是 一 般 
所 设想 的 二 次 函数 . 定语 “惟一 ”也 很 重要 .存在 无 数 个 阶 大 于 2 的 多 项 式 通过 图 4-10b 的 三 个 
点 (在 用 到 图 4-10 之 前 ， 证 实 这 一 事实 )， 但 仅 有 一 个 阶 为 2 或 小 于 2 的 多 项 式 ， 虽然 这 一 事 
实 可 能 不 是 很 明显 ， 我 们 将 在 后 面 叙 述 一 个 支持 这 一 事实 的 定理 .现在 先 回忆 一 下 中 学 的 几 
何 , 平面 上 的 三 个 点 确定 一 个 惟一 的 圆 ， 贺 也 可 用 一 个 二 阶 的 代数 方程 表示 . 下面 我 们 将 在 一 
个 应 用 问题 中 说 明 这 些 想法 ， 然 后 讨论 这 一 过 程 的 优 缺 点 . 


例 1 带 式 录音 机 的 播放 时 间 


收集 一 个 特定 的 录音 机 的 计数 器 的 数据 及 相应 的 录音 机 的 播放 时 间 ， 假 设 我 们 不 可 能 为 这 
一 系统 建造 一 个 明确 的 模型 ， 但 仍 有 兴趣 预测 可 能 出 现 的 情况 ， 我 们 如 何 解决 这 一 困难 呢 ? 作 
为 一 个 例子 ， 我 们 构造 一 个 经 验 模型 ， 将 录音 机 的 播放 时 间作 为 计数 器 读数 的 函数 ， 预 测 其 


令 c 表示 计数 器 读数 ,， 占 ( 秒 ) 为 对 应 的 播放 时 间 总 数 . 考虑 下 列 数据 
c 100 200 300 400 500 600 700 800 
ti( 秒 ) 205 430 677 945 1233 1542 1872 2224 


一 个 经 验 模 型 是 一 个 通过 数据 的 每 一 点 的 多 项 式 . 我 们 有 八 个 数据 点 ， 应 期 望 一 个 最 高 阶 
为 7 的 惟一 多 项 式 ， 记 此 多 项 式 为 
P;(c) = 二 ao 十 aic 十 qzc 十 qa 十 asc! 十 asc” 十 ascs 十 arc” 
八 个 数据 点 要 求 常 系数 a; 满足 线性 代数 方程 组 
205 一 ao 十 la 十 1:a; 十 1as 十 14as 十 15ai 十 1sas 十 17ay， 
430 二 ao 十 2a1 十 2:as 十 23as 十 24a, 十 25aj 十 26cus 十 27c， 


2224 一 ao 十 8 十 8:as 十 8ia: 十 8ia 十 85a; 十 85cs 十 87a) 

解 具 有 高 数值 精度 的 大 型 线性 方程 组 是 艰巨 的 .在 前 面 的 说 明 中 ， 对 每 一 个 计数 器 读数 
除 以 100， 以 减少 困难 .因为 计数 器 数据 的 值 要 出 现 7 次 方 ， 容 易 使 量 值 相差 几 个 数量 级 . 
由 于 a; 要 和 一 个 高 达 七 次 方 的 数 相 乘 ， 故 应 尽 可 能 精确 ， 例 如 : 一 个 小 的 a; 可 以 随 着 c 的 
变 大 而 变 得 有 实际 意义 ， 这 样 的 观测 值 提醒 我 们 ， 即 使 在 使 用 很 好 地 追踪 了 数据 趋势 的 多 项 
式 函 数 时 ， 若 超出 观测 值 的 范围 ， 仍 可 能 存在 许多 危险 .借助 一 个 计算 器 程序 获得 下 列 方程 
组 的 解 : 

ao 一 一 13.999 992 3 a, =—5.354 166 491 
da1 = 232.911 903 1 as = 0. 801 388 862 1 
a2 一 一 29.083 331 88 as =—0.062 499 997 8 
as 一 19.784 721 56 ay 一 0.001 984 126 9 


现在 来 看 经 验 模型 拟 合 数据 好 到 什么 程度 ， 用 P;(C;) 记 多 项 式 预 测 ， 得 到 : 


114 第 4 章 


Ci 100 200 300 400 300 600 700 800 
fi 205 430 677 945 1233 1542 1872 2224 


ee 


PC) 205 430 677 945 1233 1542 1872 2224 


对 P (Ci) 的 预测 值 舍 人 到 小 数 第 四 位 ， 给 出 了 与 观测 到 的 数据 (这 应 是 期 望 的 ) 完 全 一 致 
的 预测 值 ， 产 生 零 绝对 偏差 ， 现在 可 以 看 到 ， 使 用 在 第 3 章 中 任 一 最 佳 拟 合 准则 作为 最 佳 模型 
的 惟一 评判 是 恩 春 的 ， 我 们 真 的 能 够 认为 这 一 模型 比 提供 的 其 他 模型 更 好 吗 ? 

让 我 们 看 一 看 这 一 新 的 模型 P;(C;) 多 么 好 地 追踪 了 数据 的 趋势 ， 模 型 如 图 4-11 所 示 . 


1 


0 
0 100 200 


4-11 预测 录音 机 播放 时 间 的 一 个 经 验 模型 


300 400 500 600 700 800 


多 项 式 的 Lagrange 形式 


从 前 面 的 讨论 可 以 期 望 ， 给 定 (n 十 1) 个 不 同 的 数据 点 ， 存 在 惟一 的 一 个 最 高 阶 为 n 的 多 项 
式 通过 全 部 数据 点 ， 由 于 在 此 多 项 式 中 存在 与 数据 点 同样 个 数 的 系数 ， 直 觉 地 ， 我 们 会 想到 仅 
有 一 个 这 样 的 多 项 式 ， 虽 然 这 里 没有 证 明 ， 但 这 个 设想 是 正确 的 ， 我 们 来 给 出 三 次 多 项 式 的 
Lagrange 形式 ,并 简短 地 讨论 如 何 为 高 阶 多 项 式 求 出 系数 : 

设 收集 到 下 列 数据 : 


考虑 下 述 三 次 多 项 式 : 


(TX~ Xr rz) (ro— zr,) 
P;(x) = 2 3 4 
ee (zi 一 Ze)(z 一 Za)(Czi — x) 


(人 z 一 Zr 一 23)( 工 一 Ti) 
(x2 — XT1) (x, — ZX3) (x2 一 4 


Jy1 


2 


(一 ZI)(Z 一 Zz)( 工 一 了 io) 
(zs 一 ii)(CZs — Xx2) (Xs a 


( 工 一 Zi)(z 一 zz)(Zz 一 as) 
(zi — XI) mC— Tre) (Xs — Xa 


Js 十 ys 
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自己 证 实 一 下 该 多 项 式 确实 是 三 次 的 ， 且 当 x=x; 时 有 值 y;， 记 住 为 了 避免 除数 分 母 为 
零 ，x; 的 值 必须 都 不 相同 .注意 每 一 y; 的 系数 中 分 子 和 分 母 的 模式 ， 在 构成 任 一 所 要 求 的 阶 
的 多 项 式 时 ， 都 会 得 到 这 样 相同 的 模式 . 下面 的 结果 证 实 了 这 一 方法 . 
定理 1 如 果 zo，zi，…，xz 是 (1 十 1) 个 不 同 的 点 ， 而 yos yl Yn 是 这 些 点 上 对 应 
的 观测 值 ， 那 么 ， 存 在 一 个 惟一 的 最 高 阶 为 n 的 多 项 式 P(r)， 具 有 性 质 
yt = Plz) 对 k= 0,1,.,n 
这 一 多 项 式 由 下 式 给 定 . 
P(rz) = yoLo (XT) 二 + 十 yiL, (Xx) (4-3) 


其 中 
PC AC Dd CAC i A 
(XT (I i 2 A ek 1 ) Xi CO— TH) Th — Tr,) 


由 于 多 项 式 (4. 3) 通 过 每 一 数据 点 ， 产 生 的 绝对 偏差 和 为 零 ， 考 虑 第 3 章 中 的 各 种 最 佳 拟 
合 准则 ， 我 们 期 望 用 高 阶 多 项 式 ， 拟 合 较 大 的 数据 集 ， 无 论 如 何 ， 这 样 的 拟 合 是 准确 的 :我们 


高 阶 多 项 式 的 优点 和 缺点 


如 前 面 章 节 中 我 们 已 经 看 到 的 一 些 情 况 ， 确 定 代表 我 们 模型 的 曲线 的 面积 和 在 一 个 特殊 点 
曲线 的 变化 率 ， 可 能 是 件 很 有 意思 的 事情 . 多 项 式 函 数 易于 积分 和 微分 ， 如 果 能 够 获得 一 个 多 
项 式 ， 它 很 合适 地 表达 了 基本 的 状态 ， 近 似 估计 出 未 知 的 真实 模型 的 积分 和 微分 ， 应 该 也 是 很 
容易 的 ， 现 在 考虑 高 阶 多 项 式 的 一 些 缺 点 .对 表 4-10 给 出 的 17 个 数据 点 ， 数 据 的 趋势 是 明显 
的 ， 对 于 区 间 一 8 过 X 志 8 中 的 全 部 zx 均 有 y 一 0. 


于 4-10 


I 8 7 0 0 .0 1 2 3 4 5 6 7 8 


假设 方程 (4-3) 用 来 确定 一 个 多 项 式 通 过 这 些 点 ， 由 于 存在 17 个 不 同 的 数据 点 ， 会 认定 一 
个 通过 给 定点 的 惟一 的 最 高 阶 为 16 的 多 项 式 . 图 4-12 显示 了 通过 这 些 数据 点 的 一 个 多 项 式 
的 图 . 

注意 虽然 这 一 多 项 式 通过 这 些 数据 点 (在 计算 机 含 人 误差 的 容忍 限 内 )， 在 区 间 端 点 的 附 
近 ， 多 项 式 有 严重 的 摆动 ， 这 样 在 估计 邻近 十 8 或 一 8 的 数据 点 的 y 时 会 有 大 的 误差 ， 同样 考 
虑 使 用 多 项 式 的 导数 估计 数据 的 变化 率 或 用 多 项 式 下 的 面积 估计 由 数据 圈 出 的 面积 时 会 有 误 
差 ， 高 阶 多 项 式 的 这 种 在 区 间 端 点 邻近 处 严重 的 摆动 是 使 用 时 的 一 个 严重 缺点 . 

现在 说 明 高 阶 多 项 式 的 其 他 缺点 ， 考 虑 表 4-11 给 出 的 三 个 数据 集合 . 


图 4-12 通过 表 4-10 的 数据 点 拟 合 一 个 高 阶 多 项 式 


束 4-11 . 
0 
Xi 0.2 0.3 0.4 0.6 0.9 
情况 1，y 2.7536 3. 2411 3. 8016 5. 1536 7. 8671 
情况 2:， > 2. 754 3. 241 3. 802 5. 154 7. 867 
情况 3:，y 2. 7536 3. 2411 3. 8916 5. 1536 7. 8671 


讨论 一 下 这 三 种 情况 ， 情 况 2 纯粹 是 情况 1 的 精度 稍 差 的 数据 ， 每 一 个 观测 的 数据 点 少 了 
一 位 有 效 数字 ， 情 况 3 是 情况 1 在 z=0.4 对 应 的 观测 值 有 一 个 误差 ， 注 意 这 一 误差 出 现在 第 
三 位 有 效 数 字 (3. 8916 代替 了 3. 8016). 直观 上 ， 我 们 会 认为 得 到 的 插值 多 项 式 应 该 类 似 ， 因 
为 数据 的 趋势 完全 类 似 ， 让 我 们 来 确定 插值 多 项 式 ， 看 看 是 否 真 的 这 样 . 

由 于 每 一 情况 有 五 个 不 同 的 数据 点 ， 一 个 最 高 阶 为 4 的 惟一 多 项 式 能 通过 每 一 数据 点 ， 记 
4 阶 多 项 式 为 

Pi(x) 一 ao 十 aiz 十 azz2z 十 aszs car 
表 4-12 列 出 了 三 种 情况 下 ， 拟 合 数 据点 确定 的 系数 a6，al，as，as，ai， (到 小 数 点 后 四 位 ). 
注意 虽然 多 项 式 的 图 形 在 观测 值 的 区 间 (0. 2，0. 9) 上 是 接近 相同 的 ， 但 系数 的 值 对 数据 相当 
灵敏 . 


表 4-12 
Ts 
ao al az as Qi “ 
情况 1 2 3 +* 4 一 ! 1 
情况 2 2.0123 2. 8781 4. 4159 一 1.5714 1. 2698 


情况 3 3. 4580 一 13. 2000 64. 7500 一 91. 0000 46. 0000 . 


三 个 每 种 情况 下 的 四 阶 多 项 式 的 图 形 见 图 4-13. 这 个 例子 说 明了 高 阶 多 项 式 系 数 对 数据 
微小 变化 的 敏感 性 ， 由 于 预期 会 出 现 测量 误差 ， 和 高 阶 多 项 式 摆动 的 倾向 一 样 ， 系 数 的 敏感 性 
限制 了 它 在 建 模 中 的 使 用 ， 下 面 两 节 将 考虑 一 些 技术 ， 致力 于 改进 这 一 节 发 现 的 不 足 . 
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情况 1 和 2 
儿 乎 不 可 区 分 ) 


0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 


图 4-13 小 的 测量 误差 能 招致 所 得 高 阶 多 项 式 系数 的 巨大 差异 ， 
注意 观测 范围 外 多 项 式 的 偏离 


习题 


1. 对 这 一 节 带 式 录 音 机 的 问题 ， 给 出 确定 通过 数据 每 一 点 的 多 项 式 系数 的 方程 组 ， 如 果 
可 利用 计算 机 ， 确 定 该 多 项 式 并 画 出 图 形 . 该 多 项 式 反 映 了 数据 的 倾向 吗 ? 

2. 考虑 4.1 节 问 题 1 中 关于 步伐 的 数据 ， 为 数据 拟 合 一 个 14 阶 的 多 项 式 ， 讨 论 使 用 多 项 
式 做 预测 的 缺点 ， 如 果 可 利用 计算 机 ， 确 定 并 画 出 该 多 项 式 . 

3. 在 下 面 的 数据 中 ，X 是 华氏 温度 ，Y 是 一 分 钟 内 一 个 野 旱 的 鸣叫 次 数 (参看 4. 1 节 习题 
7)， 做 数据 的 散 点 图 ， 讨 论 使 用 通过 数据 点 的 18 阶 多 项 式 作为 经 验 模型 的 适宜 性 ， 如 
果 有 计算 机 ， 为 数据 拟 合 出 多 项 式 并 画 出 结果 . 
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X 46 49 51 52 54 536 57 58 59 60 
40 50 55 63 72 70 77 73 90 93 


， X 61 62 63 64 66 67 68 71 72 
145| | Y 96 88 99 110 113 120 127 137 132 
4. 在 下 面 的 数据 中 ，X 表示 一 棵 美国 黄 松 树干 中 部 测 得 的 直径 ，Y 是 测 得 的 体积 ， 为 板 


英尺 除 10， 做 数据 的 散 点 图 ， 讨论 用 通过 数据 点 的 13 阶 多 项 式 作 为 经 验 模型 的 适宜 
性 ， 如 果 有 计算 机 ， 拟 合 出 多 项 式 并 作 图 . 


XxX 17 19 20 22 23 25 31 32 33 36 37 38 39 41 
Y 19 25 32 51 57 71 141 123 187 192 205 252 248 294 


4.3 ”光滑 化 : 低 阶 多 项 式 模型 


我 们 寻找 一 些 保留 了 高 阶 多 项 式 的 优点 而 握 弃 了 其 缺点 的 方法 ， 一 个 通用 的 技术 是 选取 一 
个 低 阶 多 项 式 ， 而 不 管 数 据 的 个 数 . 这 样 的 选择 正常 情况 下 会 产生 一 种 状况 ， 即 ， 数 据点 的 数 
目 会 超过 确定 多 项 式 所 需 系数 的 个 数 ， 由 于 要 确定 的 常数 比 数据 点 少 ， 低 阶 多 项 式 通常 不 通过 
全 部 数据 点 ， 例 如 : 决定 对 一 个 10 个 数据 点 的 集合 拟 合 一 个 二 次 式 ， 因 为 通常 不 可 能 将 一 个 
二 次 形 通 过 10 个 数据 点 ， 必 须 决定 哪 一 个 二 次 形 最 佳 拟 合 了 数据 (根据 第 3 章 讨论 的 某 一 准 
则 )， 这 一 过 程 称 为 光滑 化 ， 图 4-14 是 一 个 说 明 . 使 用 低 阶 多 项 式 ， 同 时 不 要 求 它 通过 每 一 数 
据点 ， 合 在 一 起 将 降低 多 项 式 摆动 的 倾向 ， 以 及 它 对 数据 中 微小 变化 的 敏感 性 ， 因为 不 要 求 通 
过 全 部 数据 点 ， 这 一 个 二 次 函数 实现 了 数据 光滑 化 . 


图 4-14 因为 不 要 求 通过 全 部 数据 点 ， 二 次 函数 使 数据 光滑 化 


光滑 化 的 过 程 要 求 做 出 两 个 决定 .第 一 必须 选 定 插值 多 项 式 的 阶 . 第 二 根据 某 一 准则 
确定 最 佳 拟 合 多 项 式 的 系数 .这 就 产生 了 第 3 章 讨论 的 形式 的 优化 问题 ， 例 如 ， 可 以 决定 
对 10 个 数据 点 拟 合 一 个 二 次 式 模型 ， 使 用 最 小 二 乘 最 佳 拟 合 准则 .我 们 将 回顾 用 最 小 二 
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乘 准则 对 数据 集 拟 合 一 个 多 项 式 的 过 程 ， 然 后 再 转 到 更 困难 的 问题 ， 如何 最 好 地 选择 插 
值 多 项 式 的 阶 . 


例 1 再 论 带 式 录音 机 的 播放 时 间 


再 次 考虑 前 一 节 中 的 带 式 录音 机 的 问题 . 对 一 个 特定 的 有 计数 器 的 盒 式 录音 机 或 磁带 录音 ， 
机 ， 记 数 与 播放 消耗 的 时 间 有 关 . 如果 有 兴趣 预测 播放 的 时 间 ， 但 又 不 可 能 构建 出 明确 的 模 
型 ， 可 以 代 之 以 构造 一 个 经 验 模型 ， 让 我 们 拟 合 一 个 下 列 形式 的 二 阶 多 项 式 . 

. P:(c) 一 & 十 pc 十 dc: 
其 中 c 是 计数 器 读数 ，P;(c) 是 播放 的 时 间 ，a、45、d 是 待定 常数 ， 考 虑 前 一 节 为 带 式 录音 机 
收集 的 数据 ， 如 表 4-13. 
甫 4-13 为 带 式 录音 机 收集 的 数据 


Ci 100 200 300 400 500 600 700 800 
ti( 秒 ) 205 430 677 945 1233 1542 1872 2224 


我 们 的 问题 是 确定 常数 ， 使 所 得 二 次 式 模型 最 佳 拟 合 这 些 数 据 ， 虽 然 有 其 他 准则 可 用 ， 我 
们 将 寻求 一 个 二 次 式 ， 极 小 化 偏差 平方 和 ， 数 学 上 表示 问题 为 


Minimize S 一 > 一 (a 十 诺 ; 十 dc 
存在 极 小 点 的 必要 条 件 (a S/aa= 3S/36= 9 S/ 9 d=0) 产 生 下 列 方程 
ma 十 (27c)6 十 (>\cs)d 一 Di 
(Dc )a 十 (De )6 十 (De )a = Dos 
(Fe)at (Fe)t (Be) = De 
对 表 4-13 给 定 的 数据 ， 上 述 方程 组 变 成 147 
8a 十 36006 十 2 040 000d 二 9128 
3600a 十 2 040 0006 十 1 296 000 000d = 5 318 900 


2 040 000a 十 1 296 000 0000 十 8.772X10nd = 3 435 390 000 


解 该 方程 组 ， 得 出 a 二 0. 14286 ，0 一 1. 94226 和 d 一 0. 00105， 给 出 了 二 次 式 
Pz(c) = 0. 14286 十 1. 94226c 十 0. 00105cs 
可 以 算出 观测 值 和 由 模型 P:(c) 所 做 预测 二 者 间 的 偏差 : 
600 700 800 


430 677 945 1233 1542 1872 2224 
0.167 一 0. 452 0. 000 0. 524 0. 119 一 0. 214 一 0. 476 0. 333 


t;— P,(c,) 
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注意 这 些 偏差 相对 于 时 间 量 的 阶 非常 小 . 
当 我 们 考虑 使 用 低 阶 多 项 式 进行 光滑 化 时 ， 应 该 想到 两 个 问题 : 
1) 应 该 用 一 个 多 项 式 吗 ? 
2) 如 果 应 该 ， 几 阶 的 多 项 式 合适 ? 
导数 的 概念 能 帮助 回答 这 两 个 问题 . 


均 差 


注意 二 次 式 函 数 有 一 特性 ， 它 的 二 阶 导数 是 常数 ， 三 阶 导数 为 零 ， 也 就 是 给 定 
P(x) 一 Q 十 pz 十 cz? 


有 
P'(x) 一 0 十 2cr 
P"“(z) = 2c 
P”(z) 一 0 


然而 ， 可 利用 的 信息 仅 是 一 个 离散 的 点 集 . 如 何 利 用 这 些 点 来 估计 各 种 导数 ? 参看 图 4-15 并 
回忆 导数 的 定义 ， 


dy jim A 
dz Dr 


由 于 在 x=x 处 dy/dz 可 以 几何 地 解释 为 曲线 在 此 
处 的 切线 的 斜率 ， 从 图 4-15 看 到 ， 除 非 Ar 很 小 ， 
比例 Ay/Ar 不 可 能 是 dy/dz 的 一 个 好 的 估计 ， 尽 
管 如 此 ， 如 果 dy/dz 处 处 均 为 零 ， 那 么 Ay 必须 为 
零 ， 这样 我 们 能 在 所 列 出 的 相继 函数 值 间 计算 差分 
yit1 一 7 二 Ay， 以 此 了 解 一 阶 导数 的 状况 . 

类 似 地 ， 如 果 一 阶 导数 仍 是 一 个 函数 ， 可 重 
复 上 述 过 程 估 计 二 阶 导数 ， 也 就 是 说 ， 能 通过 计 
算 一 阶 导数 的 相继 估计 值 间 的 差分 来 近似 二 阶 导 


图 4-15 y= 二 f(x) 在 xz=x 的 导数 是 割 线 的 


例子 说 明 这 一 想法 . 
我 们 知道 曲线 y= 二 zx? 通过 点 (0，0)， 表 4-15 表 4-14 数据 的 差分 训 


(2，4)，(4，16),(6，36) 和 (8，64)， 假 设 收 
集 到 的 数据 如 表 4-14 所 示 ， 使 用 表 中 的 数据 
构造 出 一 个 差分 表 ， 如 表 4-15 所 示 . 


表 4-14 一 个 设想 的 收集 到 的 数据 集 
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计算 yi+1 一 y:，i 二 1，2，3，4， 构 成 一 阶 差 分 ， 记 为 A， 从 A 列 的 相继 的 一 阶 差分 间 算 出 
二 阶 差 分 ， 记 为 A:， 一 列 一 列 地 继续 这 一 过 程 ， 直 至 从 n 个 数据 点 算出 A"”'. 从 表 4-15 看 
到 ， 我 们 的 例子 中 二 阶 差 分 是 常数 ， 三 阶 差分 是 零 . 这 一 结果 与 二 次 式 函 数 有 常数 的 二 阶 导 数 
和 为 零 的 三 阶 导 数 的 事实 是 一 致 的 . 

尽管 数据 的 特征 基本 上 是 二 次 形 ， 由 于 数据 收集 过 程 及 建 模 中 的 各 种 误差 ， 我 们 不 应 期 望 差分 
准确 地 为 零 ， 然 而 可 以 期 望 数值 变 得 很 小 ， 可 以 计算 均 差 以 改进 对 所 谓 “ 小 ”的 评判 ， 注 意 表 4-15 中 
计算 的 差分 是 各 阶 导数 的 各 个 分 子 的 估计 ， 人 能够 用 对 应 的 分 母 的 估计 去 除 分 子 来 改进 这 些 估计 . 


表 4-16 一 阶 和 二 阶 均 妆 分 别 估 计 一 阶 和 二 阶 导 数 


yy yy 
T3172 os 一 1 
5 


表 4-16 考虑 三 个 数据 点 以 及 一 阶 和 二 阶 导数 的 估计 ， 对 应 的 估计 分 别称 为 一 阶 和 二 阶 均 


差 ， 一 阶 均 差 直接 来 自 比 值 Ay/Ar， 二 阶 导 数 表 示 一 阶 
导数 的 变化 率 ， 我 们 可 以 相似 地 估计 z 和 zx 间 一 阶 导数 们 来 为 于 一 安 
的 变化 ， 也 就 是 计算 相 邻 的 一 阶 均 差 间 的 差分 ， 并 除 以 发 2 
生 这 一 变化 的 区 间 的 长 度 (这 儿 为 ,一 zz )， 一 阶 均 差 的 。 | 名 为 妆 = 入。 、 
几何 解释 参看 图 4-16. (x2, y2) 
实践 中 容易 构造 均 差 表 .在 当前 的 阶 的 相 邻 的 均 差 间 | 6, ye 
取 差 分 ， 然 后 用 发 生 这 一 变化 的 区 间 的 长 度 去 除 ， 则 产生 ee 
高 阶 的 均 差 。 沙 为 n 阶 均 差 . 表 4-17 列 出 了 表 4-14 数据 ， 
的 均 差 表 ， 记 住 表 中 每 一 个 均 差 的 分 子 是 容易 的 ， 为 了 记 | 
住 给 定 的 均 差 的 分 母 ， 我 们 可 以 建立 返回 到 原始 数据 位 置 图 4-16 二 阶 均 差 可 解释 为 相 邻 的 斜率 
y 的 对 角 线 ， 计 算 对 应 的 x; 间 的 差分 ， 表 4-17 对 一 个 三 阶 。“ “一 阶 均 差 ) 间 的 差分 除 以 发 生 
均 差 做 了 说 明 ， 当 x, 是 不 等 跨 距 时 ， 这 样 的 构造 更 有 价值 人 


囊 4-17 


着 
了 X2 X3 
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例 2 再 次 讨论 带 式 录音 机 的 播放 时 间 


现在 回 到 为 带 式 录音 机 播放 时 间 构造 经 验 模型 ， 应 该 选取 几 阶 的 光滑 化 多 项 式 呢 ? 先 构造 
表 4-13 的 给 定数 据 的 均 差 表 ， 如 表 4-18 所 示 . 
| 表 4-18 带 式 录音 机 数据 的 均 闫 家 


从 表 4-18 看 到 二 阶 均 差 基本 上 是 常数 ， 三 阶 均 差 到 小 数 点 后 第 四 位 均 为 零 . 从 这 个 表 可 
以 看 出 数据 基本 上 是 二 次 的 ， 支 持 用 二 次 多 项 式 作为 经 验 模 型 ， 现 在 建 模 者 可 以 再 研究 一 下 假 
定 对 确定 二 次 关系 是 否 合适 . 


差分 表 中 的 观测 值 


对 均 差 表 ， 几 种 观测 值 是 需要 注意 的 ， 首 先 x; 必须 不 同 ， 并 按 增 序 排列 ， 由 于 用 一 个 小 
的 数值 作 除数 会 引起 数值 运算 的 困难 ， 需 要 重视 zx; 相 邻 很 近 的 问题 ， 测 量 zx, 和 y, 两 者 的 尺度 
也 必须 留意 ， 例 如， 假设 x; 代表 距离 ， 是 按 英里 测量 的 ， 如 果 单位 改变 为 码 ， 分 母 会 变 得 很 
大 ， 均 差 会 很 小 。 因 此 对 “小 ”的 评判 是 相对 的 、 定 性 的 。 然 而 要 记 住 在 决定 用 不 用 一 个 低 阶 多 
项 式 之 前 是 要 进一步 仔细 研究 的 ， 接 收 一 个 模型 前 应 想到 用 画图 来 分 析 拟 合 优 度 . 
使 用 均 差 表 时 ， 必 须 灵敏 地 感觉 数据 中 出 现 的 误差 和 不 规则 变化 ， 测 量 误差 能 够 在 整个 表 
中 传播 ， 甚 至 会 自行 扩大 ， 例 如 考虑 下 面 的 差分 表 ， 
ne 
6.01 
6. 00 0. 02 
. 6.01 
0 
假设 A ' 列 确实 是 常数 ， 但 出 现 相 对 很 小 的 测量 误差 ， 在 A" 列 所 给 出 的 测量 误差 引出 负 号 ， 
在 A” 列 中 数 的 量 值 要 比 A" 列 的 大 ， 虽 然 A”! 列 基本 上 是 常数 ， 这 些 误差 的 影响 不 仅 出 现在 
随后 的 列 中 ， 并 且 扩 散 到 其 他 行 ， 由 于 在 收集 的 数据 中 出 现 误差 和 不 规则 变化 是 正常 的 ， 要 重 
视 它们 在 差分 表 中 影响 的 敏感 性 . 
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历史 上 ， 均 差 表 用 于 确定 内 插 多 项 式 的 各 种 形式 ， 使 得 多 项 式 通 过 一 个 选 定 的 数据 点 的 子 
集 ， 今 天， 光滑 化 和 三 阶 样 条 等 其 他 内 插 技术 更 为 通用 ， 虽然 如 此 ， 计 算 差 分 表 是 容易 的 ， 它 
们 与 其 所 近似 的 导数 一 样 ， 很 方便 地 提供 了 一 个 有 用 的 数据 信息 源 . 


例 3 车 辆 的 停止 距离 


下 面 的 问题 已 经 在 2. 2 节 给 出 过 ， 预 测 一 个 车 辆 的 总 的 停止 距离 ， 将 其 作为 速度 的 一 
数 ， 在 前 几 章 构造 了 明确 的 模型 来 描述 车 辆 的 状况 ， 这 一 节 将 回顾 这 些 模型 ， 目 前 假设 没有 明 
确 的 模型 ， 仅 有 表 4-19 的 数据 . 

表 4-19 总 的 停止 距离 和 速度 间 关 系 的 数据 


速度 (英里 /小 时 ) 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 
距离 d( 码 ) 42 56 73.5 91.5 116 142.5 173 209.5 248 292.5 343 401 464 


如 果 建 模 者 对 通过 数据 光滑 化 构造 一 个 经 验 模型 感 兴趣 ， 可 构造 表 4-20 的 均 差 表 . 
表 4-20 ”总 的 停止 距离 和 速度 的 数据 的 均 差 表 


小 


2. 2800 
25 56 0. 0700 
3. 5000 一 0. 0040 
30 73. 5 0. 0100 0. 0006 
35 91.5 6 0. 1300 90080 一 0. 0007 
4. 9000 一 0. 0060 
40 116 0. 0400 0. 0004 
5. 3000 0. 0027 
45 142. 5 6 1000 0. 0800 0 D027 0. 0000 
50 173 0. 1200 一 0. 0004 
7. 3000 一 0. 0053 
55 209. 5 0. 0400 0. 0005 
7. 7000 ; 0. 0053 
60 248 0 人 0. 1200 0 0000 一 0. 0003 
65 292. 5 二 0 0. 1200 机 oe 0. 0001 
70 343 0. 1500 “ 一 0. 0003 


11. 6000 一 0. 0033 
12. 6000 


考察 表 可 以 发 现 三 阶 均 差 与 数据 相 比 量 值 很 小 ， 并 有 负 号 开始 出 现 ， 如 前 面 的 讨论 ， 负 号 
可 能 指示 在 数据 中 存在 测量 误差 或 者 低 阶 多 项 式 不 能 追踪 的 变化 ， 负 号 对 剩余 的 列 的 差分 也 有 
不 利 的 影响 ， 这儿 我 们 可 以 决定 使 用 一 个 二 次 式 模型 ， 理 由 是 无 法 判断 加 进 高 阶 项 后 能 大 大 前 
减 偏差 .但 我 们 的 判断 只 是 定性 的 .三 次 项 有 可 能 解释 一 些 最 佳 二 次 式 不 能 解释 的 偏差 (否则 ， 
三 次 项 的 系数 的 优选 值 将 是 零 ， 二 次 和 三 次 多 项 式 会 相同 )， ee dei a 
性 、 它 对 摆动 的 易 感性 以 及 对 数据 误差 的 敏感 性 .统计 学 中 研究 这 些 问题 . 

在 下 面 的 模型 中 ，wv 表示 车 辆 的 速度 ，P(v) 是 停止 距离 ，a、6b 和 c 是 待定 常数 ， 

P(v)=a++bv+toew’ 
我 们 的 问题 是 确定 a、65 和 c， 产 生 最 佳 拟 合 数据 的 二 次 式 模型 . 虽然 可 用 其 他 的 准则 ， 我 
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们 将 极 小 化 偏差 平方 和 求 出 二 次 形 ， 即 : 
Minimize S = Sa, 一 (a 十 bw; 十 cv?) 上 
极 小 化 的 必要 条 件 ( 9 S/ aa 一 S/ 36 二 9 S/ 9 c 二 0)， 产 生 下 列 方程 : 
ma 十 (> 六 十 ( >) 过 )c 一 Da 
( Dj vi)a 十 (Dw)b+ (Dvi)e = Dvid; 
(Dy)at (Dw )6+ (Dvt)ec = Dida; 
代入 表 4-19 的 数据 得 方程 组 
13a 十 6506 十 37 050c= 2652. 5 
650a 十 37 050b 十 2 307 500c== 163 970 
37 050a 十 2 307 50065 十 152 343 750c 一 10 804 975 
得 到 解 < 一 50. 0594，6 一 一 1.9701 和 c 一 0. 0886( 舍 人 到 小 数 点 后 第 四 位 )， 因 此 经 验 二 次 形 模 
型 给 定 为 
P(z) = 50. 0594 — }. 9701z 十 0. 0886w 
最 后 表 4-21 分 析 了 P(v) 的 拟 合 .因为 多 出 一 个 参数 (这 儿 为 常数 ) ， 吸 纳 了 -一些 误差 ， 这 一 经 
验 模型 比 前 面 3. 4 节 得 到 的 下 列 模型 拟 合 得 好 . 
d = 1. 104v 二 0.0542v 
但 是 要 注意 当 速 度 为 零 时 ， 经 验 模 型 预测 停止 距离 接近 50 码 . 


讼 4-21 用 二 次 多 项 式 光 滑 化 停止 距 商 


30 35 40 45 50 


91. 5 116 142.5 - 173 
一 4. 097 一 0. 182 2. 804 1. 859 2. 985 1. 680 一 0.054 
vi 55 60 65 70 75 80 
d; 209.5 248 292.5 343 401 464 
di ~— P(wv,) 一 0.719 一 2.813 一 3. 838 一 3. 292 0. 323 4. 509 


例 4 酵母 培养 物 的 增长 


在 这 个 例子 中 考虑 一 个 数据 点 集 ， 其 均 差 表 能 够 帮助 决定 低 阶 多 项 式 是 否 能 提供 一 个 满意 
的 经 验 模型 ， 数 据 是 一 个 培养 物 中 随时 间 ( 小 时 ) 测 量 的 酵母 细胞 的 总 体 ， 表 4-22 给 出 了 总 体 
数据 的 均 差 表 . 

注意 一 阶 均 差 小 到 :一 8 小 时 一 直 增 长 ， 然 后 开始 下 降 、 这 一 特征 反映 在 列 不 中 表现 为 一 
连 串 的 负 号 ， 指 示 了 四 形 的 变化 . 这样 ， 我 们 不 能 期 望 用 仅 有 单个 中 形 的 二 次 式 追 踪 这 些 数据 
的 趋势 在 心 列 新 增 的 负 号 是 零星 出 现 的 ， 虽 然 量 值 相当 大 . 
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表 4-22 一 培养 物 中 酵母 增长 的 均 整 表 


0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

72. 30 一 1.32 

10 513. 30 3 一 12. 95 2 0. 94 

11 559. 70 3 一 5.65 jac 一 0. 16 

12 594. 80 ee 一 0. 25 ede 一 1. 40 

13 629. 40 ne 一 11.60 1. 87 

14 640. 80 一 0.55 一 1. 10 
10. 30 一 0.73 

15 651. 10 人 一 2.75 os 0. 37 

16 655. 90 一 0. 55 一 0. 20 
3.70 一 0.07 

17 659. 60 一 0.75 


二 
oo 


图 4-17 给 出 了 数据 的 散 点 图 ， 虽 然 均 差 表 提出 二 次 函数 不 应 是 一 个 好 的 模型 ， 但 为 了 说 
明 问 题 我 们 武断 地 试用 一 个 二 次 式 . 使 用 最 小 二 乘 准则 ， 以 及 前 面 带 式 录音 机 例子 中 建立 的 方 
程 ， 从 表 4-22 的 数据 确定 出 下 列 二 次 式 模型 : 
P 王 一 93.82 十 65.70 一 1.122 


600 @ 
@ 


时 间 
0123456789101112131415161718 


图 4-17 培养 物 中 酵母 数据 的 散 点 图 
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模型 和 数据 点 一 起 画 在 图 4-18 中 .模型 拟 合 很 差 ， 如 我 们 的 预料 ， 追 踪 数 据 趋势 是 失败 的 . 
在 本 节 的 问题 中 会 要 求 你 拟 合 一 个 三 次 模型 ， 并 检查 它 的 合理 性 ， 在 下 一 节 将 构造 一 个 三 阶 样 
条 模型 ， 能 够 相当 好 地 拟 合 数据 . 


时 间 


234567 89101!1 1213 1415161718 


图 4-18 最 佳 拟 合 的 二 次 模型 ， 追 踪 数 据 倾 向 是 失败 的 ， 注 意 偏差 已 一 P(i;) 的 量 值 
习题 


为 习题 1 一 4 的 数据 构造 均 差 表 ， 对 这 些 数据 你 能 做 什么 结论 ? 你 起用 低 阶 多 项 式 作 经 验 
模型 吗 ? 如 果 是 这 样 ， 接 下 来 做 什么 ? 


r 0 2 3 4 5 6 7 

y 2 8 24 56 110 192 308 464 
2. 

还 0 1 2 3 4 5 6 7 

y 23 48 73 98 123 148 173 198 
3. 

I 0 1 2 3 4 5 6 7 

y ” 15 33 61 99 147 205 273 
4. 

工 0 2 3 4 5 6 7 


y 1 4.5 20 90 403 1808 8103 36 316 


wa 
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为 培养 物 中 酵母 增长 的 数据 画 散 点 图 ， 数 据 看 上 去 有 规则 吗 ? 构造 均 差 表 . 尝试 运用 
低 阶 三 次 多 项 式 ， 用 一 个 适当 的 准则 进行 光滑 化 ， 分 析 拟 合 情 况 ， 与 这 一 节 建 立 的 二 
次 模型 进行 比较 ， 画 出 你 的 模型 、 数 据点 以 及 偏差 . 


在 问题 6 一 12 中 ， 构 造 给 定数 据 的 散 点 图 . 数据 有 趋势 吗 ? 有 异常 数据 点 吗 ? 构造 均 差 


用 低 阶 多 项 式 光 滑 化 适宜 吗 ? 如 果 是 这 样 ， 选 择 一 个 适当 的 多 项 式 用 最 小 二 


梯 准 则 进行 拟 


考察 用 适宜 的 指示 量 分 析 拟 合 优 度 ， 务 出 模型 、 数 据点 以 及 偏差. 


6. 


“下面 的 数据 表明 一 一 个 羊 群 引入 到 塔 斯 马 尼 亚 岛 新 环境 后 后 的 增长 (改编 自 : 


下 面 的 数据 中 ，X 是 华氏 温度 ，Y 是 1 分 钟 内 时 昕 鸣叫 的 次 数 (参看 4. 2 节 习 题 3). 
X 46 49 51、52 54 56 57 58 59 60 
Y 40 50 5 63 72 70 77 73 90 93 
Xx 61 62 63 64 66 67 68 71 72 
YY 96 88 99 110 13 120 127 137 132 
* 下 面 的 数据 中 ，X 是 美国 黄 松 树干 直径 的 测量 值 ，Y 是 测量 的 体积 ， 为 板 英尺 除 10( 参 
看 4.2 节 习 题 4). 
X 17 19 20 22 23 25 31 32 33 36 37 38 39 41 
Y 19 25 32 51 57 71 141 123 187 192 205 252 248 294 


下面 的 数据 表示 的 1790 一 2000 年 美国 的 人 口 


年 观测 到 的 人 口 年 观测 到 的 人 口 
1790 3 929 000 1900 75 995 000 
1800 5 308 000 1910 91 972 000 
1810 7 240 000 1920 105 711 000 
1820 9 638 000 1930 122 755 000 
1830 12 866 000 1940 131 669 000 
1840 17 069 000 1950 150 697 000 
1850 23 192 000 1960 179 323 000 
1860 31 443 000 1970 203 212 000 
1870 38 558 000 1980 226 505 000 
1880 50 156 000 1990. 248 709 873 

62 948 000 2000 281 416 000 


J. Davidson， 
“On the Growth of the Sheep Population in Tasmania” Trans. R. Soc. S. Australia 62 


(1938): 342~346). 
(年) 1814 1824 1834 1844 1854 1864 
P(t) 125 275 830 1200 1750 1650 
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10. 下 面 的 数据 是 关于 步伐 的 (参看 4. 1 节 习 题 )，P 是 人 口 ，V 是 50 码 区 段 中 每 秒 的 平均 
速度 . 


P 365 2500 5491 14 000 23 700 49 375 70 700 78 200 
了 2.76 ， 2.27 3. 31 3. 70 3. 27 4. 90 4. 31 3. 85 


Pp 138 000 304500 341948 867023 1092759 1 340 000 2 602 000 
V 4. 39 4. 42 4. 81 5. 21 5. 88 5. 62 5. 05 


11. 下 面 的 数据 是 鲈鱼 的 长 度 和 重量 . 
身长 (英寸 ) 12.5 12. 625 14. 125 14.5 17. 25 17. 75 
重量 (得 司 ) 17 16. 5 23 26. 5 41 49 


12. 下 面 的 数据 表示 1976 年 奥林匹克 的 举重 成 绩 . 


体重 级 别 ( 磅 ) 总 的 获胜 重量 ( 磅 ) 
挺举 


4.4 三 阶 样 条 模型 


， ”由 于 多 项 式 容易 积分 和 微分 ， 构 造 经 验 模型 追踪 数据 的 趋势 时 ， 常 使 用 多 项 式 ， 然 而 ， 高 有 阶 
多 项 式 在 邻近 数据 区 间 的 端点 处 有 摆动 的 倾向 ， 且 系数 对 数据 中 小 的 变化 太 敏 感 ， 除 非 数据 的 特 
征 基本 上 是 二 次 或 三 次 式 ， 用 低 阶 多 项 式 来 光滑 化 ， 可 能 在 数据 范围 的 某 些 地 方 拟 合 相 当 差 ， 例 
如 , 在 4 3 节 车 辆 刹车 距离 问题 中 ， 当 速度 很 快 时 ， 用 二 次 式 模型 拟 合 的 效果 ， 就 不 是 很 好 ， 
在 这 一 节 ， 引 进 一 项 非常 通用 的 建 模 技 术 ， 称 为 三 阶 样 条 播 值 ， 在 连续 的 数据 点 对 间 使 用 
不 同 的 三 阶 多 项 式 ， 追 踪 数 据 的 趋势 ， 既 保证 基本 关系 的 特征 ， 同 时 减少 摆动 的 倾向 和 数据 恋 
化 的 灵敏 性 . 
”考虑 图 4- 19a 的 数据 ， 如 果 要 求 描 出 一 条 光滑 曲线 连接 这 些 点 ， 一 个 绘图 员 会 怎么 做 ? 一 个 
答案 可 能 是 用 一 个 称 为 曲线 板 的 工具 (图 4-19b) 描 图 ， 曲 线 板 有 各 种 不 同 的 曲线 ， 用 曲线 板 ， 我 
们 能 在 两 个 数据 点 间 合 理 地 选择 很 好 的 曲线 ， 并 使 其 光滑 地 转 接 到 下 一 个 数据 对 的 另 一 条 曲线 . 
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另 一 种 方法 是 取 一 个 非常 纤细 的 木 条 ( 称 为 样 条 )， 在 每 一 数据 点 钉 住 它 . 三 阶 样 条 插值 基本 上 就 
是 这 一 想法 ， 只 是 在 光滑 化 的 方式 上 ， 在 连续 的 数据 点 对 间 使 用 不 同 的 三 阶 多 项 式 . 


y > 曲线 板 


(x3, y3) @ 


(x2, 2) 
. 


® (x1, y1) 


a) 


4-19 绘图 员 使 用 曲线 板 或 称 为 样 条 的 细 木 条 通过 数据 点 描 出 一 条 光滑 曲线 


线性 样 条 


我 们 大 家 可 能 都 遇 到 查 数值 表 ( 如 平方 根 表 、 三 角 函 数 表 、 对 数 表 等 ) 而 表 中 没有 找寻 的 值 
的 情况 ， 我 们 会 在 要 求 值 的 两 侧 找 两 个 值 ， 并 做 出 按 比 例 的 调整 , 
- 例如 ， 考 虑 表 4-23， 假 设 要 估计 z 王 1. 67 时 的 值 . 我 们 可 能 计算 y=z(1.67)5 十 (2/3)(8 一 5 一 7. 


也 就 是 ， 假 定 在 < 一 1 和 xz 一 2 间 ，y 的 变化 是 线性 的 类似 地 ，y(2. 33):13 子 ， 这 一 过 程 称 


为 线性 插值 ， 在 许多 应 用 中 它 产 生 合理 的 结果 ， 特别 是 当 数 据 紧密 排列 的 时 候 . 
图 4-20 可 以 帮助 几何 地 解释 线性 插值 的 过 程 ， 在 某 种 意义 上 这 是 三 阶 样 条 插值 做 法 的 一 
种 模仿 ， 当 z 处 于 区 间 ri 委 z<zr* 时 ,使 用 的 模型 是 线性 样 条 Si (x)， 它 通过 数据 点 (zi ，y1) 
和 (zs ，y2); 
SCz) 一 a 十 pz 当 z 在 [zyry) 中 


表 4-23 线性 插值 


5 8 25 


y(X;) : 
OO 


{x3, 33) 


$2(x) = az + bax 


4-20 一 个 线性 样 条 是 含 直线 段 的 连续 函数 
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人 当 zz 委 z< zs 时， 用 线性 样 条 S; (z) 通 过 (zs ，y ) 和 (zs ，ys) 
Ss(X) 一 as 十 D2 工 当 工 在 [xz ,Ts] 中 
两 个 样 条 片段 在 点 (zs ，y ) 相 遇 . 
现在 对 表 4-23 的 数据 确定 各 个 样 条 的 常数 ， 样 条 Si(z) 必 须 通过 点 (1，5) 和 (2，8)， 数 
学 上 表示 为 : 


a 十 16; 二 5 
a 十 26! 一 8 

类 似 地 ， 样 条 S, (x) 必须 通过 点 (2，8) 和 (3，25)， 产 生 
az 十 20 二 8 
az 十 36。 一 25 


解 这 些 线性 方程 ， 得 w 二 2, by 二 3,，as 一 一 26 和 6b 二 17， 表 4-23 数据 的 线性 样 条 总 结 在 
表 4-24 中 . 说明 如 何 使 用 线性 样 条 模型 ， 我 们 来 预测 y(1. 67) 和 y(2.33)， 因 为 1 和 1. 67 一 2， 
选 定 SC(z)， 计 算出 S (1. 67)7. 01， 类 似 地 ， 由 2 二 2. 33 委 3 预测 得 出 Sz(2. 33)=<13. 61. 

虽然 对 许多 应 用 中 线性 样 条 已 经 够 了 ， 但 它 追 踪 数 据 趋 势 方 面 是 不 成 功 的 ， 我 们 来 考察 
图 4-21, 会 看 到 线性 样 条 不 是 光滑 的 ， 也 就 是 在 区 间 (1，2) ，Si(z) 有 常数 斜率 3， 同 时 ， 在 区 
间 (2，3)，S:(z) 有 常数 斜率 17. 那么 ,在 z=2 模型 的 斜率 有 突然 的 变化 ， 从 3 到 17， 一 阶 
导数 S1(z) 和 Sz(z) 在 z=2 是 不 一 致 的 .我 们 将 看 到 三 阶 样 条 插值 的 过 程 将 光滑 性 加 到 了 经 
验 模 型 中 ， 要 求 邻接 的 样 条 在 每 一 数据 点 一 阶 、 二 阶 导数 相同 . 


囊 4-24 这 4-23 数据 的 线性 样 条 模型 


区 间 样 条 模型 
1 和 zx<2 Si(z) 一 2 十 3z . 
2 委 z 委 3 SCz) 一 一 26 十 177 


(x3, 73) 
52(7) 有 斜率 17 


SIGO0 有 斜率 3 


Xl X2 X3 


图 4-21 由 于 一 阶 导数 不 连续 ， 线 性 样 条 不 光滑 


三 阶 样 条 


现在 考虑 图 4-22， 类 似 于 线性 样 条 ， 在 区 间 Di 区 rz<z 和 六 z<m 中 ， 分 别 定义 样 条 函数 ， 
SCz) 一 ai 十 bz 十 cz 十 dz rE [zyz) 
%z(z) 一 az 十 pz 十 cez2 十 dz 当 z6E[zyzs] 
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因为 将 涉及 一 阶 和 二 阶 导 数 ， 我 们 同时 给 定 : y S00) = at br + c+ de 
Si1(x) 一 b+2cr++3dir’ 当 zE [zr,r) SW) = az+ box + ca2 + dn 
Si(r) = 2c 十 6diz 当 z € [zi,z;) C3, 33) 
S% (zx) = 6,2crt 3dir’ 当 xz € [zr,,xi] 
S (7z) 一 ,2cs + 6dsx 当 zr E [zzs] 
4-22 给 出 了 模型 的 几何 表示 . . 
三 阶 样 条 不 仅 提 供 了 在 每 一 内 部 数据 点 斜率 匹配 的 加 加 加 


可 能 性 ， 还 提供 了 曲率 的 匹配 ， 为 了 给 每 一 三 阶 样 条 片 ”图 4-22 三 阶 样 条 模型 是 连续 函数 ， 
段 确定 常数 ， 我 们 提出 要 求 ， 让 每 一 样 条 通过 该 样 条 的 由 具有 连续 的 一 阶 和 二 阶 导数 
定义 区 间 的 两 个 数据 点 ， 对 图 4-22 描绘 的 模型 ， 这 一 要 的 三 阶 多 项 式 片 段 组 成 


求 产生 方程 : 
yl 一 SiCZi) es 十 bzi 十 cz 十 az 


yz 一 9(z) 一 al 十 bz 十 cz 十 cz 
ya = Ss (Xz2) 一 az 十 bz 十 czzzs 十 do 
3s 一 9 (zs) 一 as 十 bzs 十 czzs 十 do 
注意 有 八 个 未 知 数 (a ，b; ，c1 ，di1，as，6b,，c:，d;)， 但 前 面 的 方程 组 中 仅 有 四 个 方程 ， 为 了 
惟一 确定 这 些 常 数 ， 需 要 增加 四 个 独立 的 方程 .由 于 还 要 求 样 条 系统 的 光滑 性 ， 在 内 部 数据 点 
邻接 的 一 阶 导 数 必须 匹配 ， 这 一 要 求 产 生 方程 
Si1(z2) = 0 二 2czz 3dizi = b+ 2cxs + 3dir? = S2 (zx2) 
同时 还 要 求 在 每 一 内 部 数据 点 邻接 的 二 阶 导 数 匹配 : 
Si(zs) = 2c + bdizs = 2c 十 6dszrs = Ss (x,) 
为 了 确定 惟一 的 常数 ， 我 们 仍 需 要 附加 两 个 独立 的 方程 ， 虽然 已 经 用 了 内 部 数据 点 的 导数 
的 条 件 ， 但 在 外 侧 点 (图 4-22 的 x 和 zs) 的 导数 还 未 提 及 ， 可 以 提出 两 种 常用 的 条 件 . 一 个 是 
在 外 侧 端点 一 阶 导数 没有 变化 ， 数 学 上 ， 由 于 一 阶 导数 是 常数 ， 二 阶 导数 必须 是 零 ， 在 rz 和 
zs， 运 用 这 一 条 件 产生 
SCzD) 一 2c 十 6dr 一 0 
SS (x3) = 2c2 十 6dsx3 二 0 


这 样 产 生 的 样 条 称 为 自然 样 条 ， 倘 车 我 们 在 数据 点 钉 上 细 木 条 ， 一 个 自然 样 条 人 允许 木 条 在 端点 一 


.不 受 束缚 ， 而 假定 为 这 些 数据 点 指明 的 一 个 方向 图 4-23 是 自然 样 条 的 几何 解释 . 
另 一 种 条 件 是 外 侧 端点 处 一 阶 导数 的 值 是 已 知 的 .外 侧 端 点 处 的 一 阶 导数 要 求 与 这 些 值 匹 
配 ， 假 定 外 侧 端点 的 导数 已 知 为 给 定 的 了 (zi) 和 f(x;)， 数 学 上 这 一 匹配 要 求 得 出 方程 
SCzi) 一 和 十 2czl 十 3diz? = f (zr) 
Sx3) = bs + 2csxs 二 3d,xi = f (xi) 
这 一 方程 确定 的 三 阶 样 条 称 为 强制 样 条 .再 一 次 拿 细 木 条 来 说 明 问 题 . 这 时 在 外 侧 端点 处 用 一 
个 夹子 夹 住 木 条 ， 使 木 条 有 适当 的 角度 ， 图 4-23b 给 出 了 强制 三 阶 样 条 的 几何 解释 ， 一 般 除 非 
有 端点 处 一 阶 导数 的 精确 的 已 知 信息 ， 通 常 使 用 自然 样 条 . 
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x 
a) 自然 样 条 b) 强 制 样 条 


图 4-23 自然 的 和 强制 的 三 阶 样 条 的 条 件 使 得 两 个 外 侧 端点 的 一 阶 导数 
是 常数 ， 强 制 样 条 中 二 阶 导数 是 指定 的 常数 值 ， 自 然 样 条 
中 不 受 束缚 的 是 假定 的 自然 值 


我 们 使 用 表 4-23 的 数据 来 说 明 自 然 样 条 的 结构 ， 这 个 简单 的 例子 所 说 明 的 技术 极 易 推广 
到 多 个 数据 点 的 问题 . 
要 求 样 条 片段 S,(z) 通 过 其 区 间 的 两 个 端点 (1，5) 和 (2，8) ， 所 以 S1(1)= 二 5，S1(2) 二 8， 即 
ai 十 1 十 lc 十 la 一 5 
aa 十 20 十 22c 十 22d 一 8 
类 似 地 ，S:(z) 必 须 通 过 第 二 个 区 间 的 端点 ， 所 以 S: (2)=8，S:(3) 一 25， 即 
az 十 20 十 2:c 十 22d 一 8 
az 十 32 十 32cs 十 33d， 一 25 
其 次 SCz) 和 S:(z) 的 一 阶 导数 在 内 部 数据 点 z: 二 2 必须 匹配 ，S4(z) 一 S2(Cz)， 即 
bi 十 2c1(2) 二 3d1(2)? 一 久 十 2c 02) 十 3d (2) 
Si (zxz) 和 S:(z) 的 二 阶 导数 在 zz 一 2 必须 匹配 ， 要 5 人 人 a 
求 SCz) 一 SCz)， 即 ws > _Thz + ee -3.57 
2c + 6d1(2) = 2c: + 6d; (2) ”5 , (3, 25) 
最 后 要 求 在 端点 的 二 阶 导 数 是 零 ， 建 成 自然 样 。 ”0 
条 : Si (1) 王 SC3) 王 0， 即 
2c 十 6d (1) = 一 0 
2c: 十 6d:(3) = 0 


1 2 3 
这 样 ， 整 个 过 程 产生 有 八 个 未 知 数 八 个 方程 的 线 图 4-24 表 4-23 数 据 的 自然 三 阶 样 条 模型 是 
性 方程 组 ， 可 以 有 惟一 解 ， 得 出 的 模型 总 结 在 表 一 条 容易 积分 或 微分 的 光滑 曲线 


4-25 中 ， 图 画 在 图 4-24 中 . 
表 4-25 表 4-23 数据 的 一 个 自然 三 阶 样 条 模型 


区 间 模 型 
lx<2 Si(7) 二 2 十 10, 一 10. 5zx2 十 3. 5x3 


2 委 x 委 3 Sz(z) 一 58 一 747 十 31. 5zz 一 3. 573 
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为 说 明 模 型 的 使 用 ， 再 来 预测 y(1. 67) 和 y(2. 33): 
Si1(1.67) 2 5.72 


Sz (2. 33) 2 12. 32 

将 这 些 值 与 线性 样 条 的 预测 值 比 较 ， 你 更 相信 哪个 值 ? 为 什么 ”同样 的 方式 可 产生 多 个 数 
据点 的 三 阶 样 条 结构 ， 也 就 是 每 一 样 条 必须 通过 其 定义 区 间 的 端点 ， 在 内 部 数据 点 处 ， 邻 接 样 
条 的 一 阶 和 二 阶 导数 必须 匹配 ， 在 两 个 外 侧 数 据点 运用 强制 的 或 自然 的 条 件 . 为 了 计算 ， 需 要 
补充 一 个 计算 机 程序 ， 这 里 描述 的 过 程 并 没有 给 出 一 个 计算 上 或 数值 上 有 效 的 计算 程序 2. 我 
们 这 样 做 是 为 了 方便 对 三 阶 样 条 插值 的 基本 概念 的 了 解 . | 

看 一 看 不 同 的 三 阶 样 条 拟 合 的 图 如 何 一 起 构成 数据 点 间 一 条 复合 的 内 插 有 曲线， 考虑 下 面 的 
数据 (来 自 3. 3 节 题 4) : 


x 7 14 21 28 35 42 
y 8 41 133 250 280 ”297 


由 于 有 六 个 数据 点 ， 要 计算 五 个 不 同 的 三 阶 多 项 式 S ~ S;， 构 成 复合 的 自然 三 阶 样 条 . 
每 一 个 三 阶 式 都 有 对 应 的 曲线 ， 并 重 释 画 在 图 4-25 中 ， 任 意 两 个 连续 的 数据 点 间 ， 五 个 三 阶 
多 项 式 中 仅 有 一 个 起 作用 ， 图 4-26 画 出 了 光滑 的 复合 三 阶 样 条 . 


了 


图 4-25 任意 两 个 连续 数据 点 间 仅 有 一 个 三 阶 样 条 多 项 式 
起 作用 (Jim McNulty 和 Bob Hatton 画 的 图 ) 


你 应 考虑 这 一 过 程 是 否 正 是 惟一 解 中 描述 的 ， 你 也 可 能 奇怪 为 什么 从 线性 样 条 跳 到 三 阶 样 
条 ， 而 不 讨论 二 阶 样 条 .直观 地 ， 你 应 想到 一 阶 导数 能 用 二 阶 样 条 匹配 ， 有 许多 数值 分 析 的 教 
材 讨论 这 些 问题 以 及 其 他 相关 的 论题 (可 参看 前 面 提 到 的 Burden 和 Faires). 166 


G@ 〇 为 了 计算 上 有 效 的 程序 ， 可 参看 R.L. Burden and J. D. Faires， Numerical Analysis, 7'h ed( Pacific Grove，CA， 
Brooks/Cole, 2001). 
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图 4-26 图 4-25 中 三 阶 多 项 式 得 出 的 光滑 的 复合 三 阶 样 条 


例 1 再 论 车 辆 的 停止 距离 


再 次 考虑 2. 2 节 提 出 的 问题 : 预测 车 辆 总 的 停止 距离 ， 将 其 作为 速度 的 函数 ， 在 2. 2 节 我 
们 曾 说 明 模 型 应 有 形式 : 
d= hv+ikv 
其 中 a 是 总 的 停止 距离 ，v 是 速度 ，k! 和 ks 分 别 是 从 反应 距离 及 机 械 刹 车 距离 子 模 型 得 出 的 
比例 常数 ， 我 们 曾 发 现 子 模 型 提供 的 数据 和 图 示 估 计 的 &， 和 已 在 获得 下 列 模型 上 相当 一 致 . 
d= 1.1v+0.054v 
在 3. 4 节 使 用 最 小 二 乘 准 则 ， 估 出 & 和 &,， 得 出 模型 : 
qd 一 1.104v 十 0.0542z? 
表 3-7 分 析 了 前 面 两 个 模型 的 拟 合 ， 注 意 到 在 高 速度 时 ， 两 个 模型 都 是 失败 的 ， 它 们 进一步 低 
估 了 停止 距离 ， 在 4. 3 节 用 二 次 式 光滑 化 数据 构造 了 经 验 模型 ， 且 分 析 了 它 的 拟 合 . 
现在 假设 我 们 不 满足 于 用 解析 的 模型 做 预测 ， 或 者 不 可 能 构造 一 个 解析 的 模型 ， 但 预测 是 
必需 的 ， 如 果 我 们 对 收集 的 数据 相当 满意 ， 可 以 考虑 为 表 4-26 的 数据 构造 一 个 三 阶 样 条 模型 . 
表 4-26 总 停止 距离 和 速度 的 数据 
速度 v( 英 里 /小 时 ) 20 25 30 35 40 45 50 
距离 d( 英 尺 ) 42 56 73.5 91.5 116 142.5 173 


速度 v( 英 里 /小 时 ) 55 60 65 70 75 80 
距离 d( 英 尺 ) 209.5 248 292.5 343 401 464 
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囊 4-27 车辆 停止 距离 的 一 个 三 阶 样 条 模型 


区 间 模 型 
20 委 v<25 Si (u) 一 42 十 2. 596(u 一 20) 十 0. 008(v 一 20)3 
25 委 "<30 S: (z) 一 56 十 3. 208(v 一 25) 十 0. 122(v 一 25)? 一 0.013(v 一 25)? 
30 委 uv<35 S:(zo 一 73. 5 十 3. 472(uw 一 30) 一 0.070(z 一 30)2 十 0. 019(u 一 30) 
35 委 v<<40 Si(u) 一 91.5 十 4. 204(u 一 35) 十 0. 216(u 一 35)2? 一 0. 015(v 一 35) 
40 委 vv<<45 Ss(u 一 116 十 5. 211(z 一 40) 一 0.015(z 一 40) 十 0. 006(v—40)’ 
45 委 v<50 Se(z) 一 142.5 十 5.550(w 一 45) 十 0. 082(uw 一 45) 十 0. 005(v 一 45)? 
50 委 v<55 S (wu 一 173 十 6.787(v 一 50) 十 0. 165(v 一 50) 2 一 0. 012(v 一 50)3 
55<v<60 Ses(z) 一 209.5 十 7.503( 一 55) 一 0.022(v 一 55) 十 0. 012(u 一 55)” 
60 委 v<<65 Se(u) 一 248 十 8. 202(u 一 60) 十 0. 161(v 一 60)? 一 0. 004(v 一 60)3 
65 委 vv<70 Sio(z) 一 292.5 十 9. 489(v 一 65) 十 0. 096(v 一 65) 十 0. 005(vw 一 65)3 
70 委 vv<75 Su (oo 一 343 十 10. 841(v 一 70) 十 0. 174(u 一 70) 一 0. 005(v 一 70)3 
75 委 v<80 Siz(u) 一 401 十 12. 245(v 一 75) 十 0. 106(v 一 75)? 一 0.007(v 一 75)? 


使 用 计算 机 ， 我 们 求 得 总 结 在 表 4-27 中 的 三 阶 样 条 模型 . 图 4-27 中 画 出 了 前 三 个 样 条 片 
段 ， 注 意 每 一 片段 如 何 通过 其 区 间 两 段 的 数据 点 ， 并 注意 如 何 光 滑 地 过 渡 到 邻接 的 片段 . 


90 Sv) ,oe 

0 。。。。 "(35, 91.5) 
Sv) 。。e。 

。°。° "(30, 73.5 

60 Si(v) ee ( ) 
ess" (25, 56) 

(20, 42) 


v (英里 /小 时 ) 


20 25 30 35 


”图 4-27 20 之 vu<35 时 ， 车 辆 停止 距离 的 三 阶 样 条 模型 的 绘图 


小 结 : 构造 经 验 模型 


作为 这 一 章 的 结尾 ， 我 们 给 出 一 个 小 结 ， 并 提出 一 个 用 所 述 及 的 技术 构造 经 验 模型 的 过 
程 . 开始 要 考察 数据 ， 需 要 很 好 地 搜索 考察 可 疑 的 数据 点 ， 看 看 是 抛弃 还 是 获得 新 的 ， 同 时 看 
看 数据 是 否 有 某 种 趋势 ， 正 常情 况 下 ， 考 虑 这 些 问 题 时 最 好 构造 一 个 散 点 图 ， 如 果 考 虑 的 数据 
量 很 大 ， 可 借助 于 计算 机 ， 如 果 表 现 出 某 种 趋势 ， 首 先 研究 简单 的 单项 模型 ， 看 看 是 否 某 一 模 
型 适当 地 追踪 了 数据 的 趋势 ， 然 后 使 用 变换 来 识别 一 个 单项 模型 ， 变 换 将 数据 变 成 一 直线 ( 近 
似 地 )， 你 可 以 在 变换 阶梯 表 或 第 3 章 讨 论 的 变换 中 找寻 变换 ， 变 换 数 据 时 ， 画 图 经 常 是 有 用 
的 ， 能 确定 单项 模型 是 否 将 数据 线性 化 ， 如 果 你 发 现 了 适当 的 拟 合 ， 可 以 图 示 地 拟 合 或 使 用 第 
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3 章 讨论 的 一 个 准则 解析 地 拟 合 选择 的 模型 .接着 要 进行 细心 的 分 析 ， 确 定 模型 是 否 很 好 地 拟 
合 了 数据 点 ， 可 考虑 绝对 偏差 和 、 最 大 绝对 偏差 、 偏 差 平 方 和 等 指示 量 . 将 偏差 作为 独立 变量 
的 函数 画 一 个 图 ， 对 确定 模型 拟 合 得 好 不 好 是 有 用 的 . 如 果 证 实 拟 合 是 不 满意 的 ， 可 考虑 其 他 
的 单项 模型 

如 果 你 确定 单项 模型 是 不 适当 的 ， 可 以 使 用 多 项 式 ， 当 数据 量 很 小 时 ， 可 尝试 用 (n 一 1) 阶 
多 项 式 通过 各 个 数据 点 ， 要 当心 任何 明显 的 摆动 ， 特 别 是 在 区 间 的 端点 附近 ， 细 心地 画 一 个 多 
项 式 的 图 有 助 于 揭示 这 一 特征 ， 如 果 有 大 量 的 数据 点 ， 可 考虑 用 低 阶 多 项 式 来 光滑 化 数据 ， 一 
个 均 差 表 可 以 适当 帮助 确定 低 阶 多 项 式 是 否 适宜 ， 并 可 以 帮助 选择 多 项 式 的 阶 ， 选 定 多 项 式 的 
阶 后 ， 可 根据 第 3 章 讨论 的 技术 拟 合 和 分 析 和 多项式， 如果 用 低 阶 多 项 式 拟 合 证 明 是 不 适宜 的 ， 
可 使 用 三 阶 (或 线性 ) 样 条 .图 4-28 画 出 了 以 上 讨论 的 一 个 流程 图 . 


习题 


1. 对 下 列 每 一 数据 集 ， 确 定 通过 给 定点 的 自然 三 阶 样 条 的 系数 ， 写 出 方程 组 ， 如 果 有 计 
算 机 可 用 ， 解 出 方程 组 ， 并 画 出 样 条 的 图 . 


[# 
(a) 7 2 4 z (c) 工 0 1 2 
y 2 8 12 y 0 10 30 


Cb) x |- 3 4 6 (d) 


y 10 15 35 y 


对 习题 2 和 3， 求 出 自然 三 阶 样 条 ， 使 其 通过 给 定 的 数据 点 ， 使 用 样 条 回答 提出 的 要 求 . 
2 


还 3. 0 3. 1 3. 2 3. 3 3. 4 3. 5 3. 6 3.7 3.8 3.9 
y 20.08 22.20 24.53 27.12 29.96 33.11 36.60 40.45 44.70 49. 40 


(a) 估 计 在 zx 王 3. 45 处 定 出 的 偏差 . 将 你 的 估计 与 zx=3. 45 处 由 er 确定 出 的 偏差 进行 比 
较 . 

(b) 估 计 曲线 下 从 3. 3 到 3. 6 的 面积 ， 与 |”e" dz 进行 比较 . 

3. 
7 0 nx/6 nx/3 /2 2r/3 5nx/6 n 
y 0. 00 0. 50 0.87 1. 00 0.87 | 0. 50 0. 00 

4 对 带 式 录 音 机 问题 中 ， 收 集 到 的 带 有 计数 器 读数 的 播放 时 间 的 数据 (4. 2 和 4. 3 节 )， 构 
造 通 过 各 数据 点 的 自然 样 条 .将 这 一 模型 与 前 面 已 经 构造 的 模型 进行 比较 ， 哪 个 模型 
能 做 出 更 好 的 预测 ? . 

5 邮资， 考虑 下 面 的 数据 .使 用 本 章 中 的 方法 追踪 数据 中 存在 的 趋势 .你 会 删 去 某 些 数 
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有 倾向 吗 ? 


用 其 他 单 
项 模型 吗 ? 


拟 合 低 阶 
多 项 式 


图 4-28 经 验 模型 建 模 的 流程 图 
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据点 吗 ? 为 什么 ? 你 构造 的 各 种 模型 对 2010 年 1 月 1 日 的 价值 做 出 什么 预测 ? 什么 时 
候 价 值 能 达到 一 美元 ? 你 有 兴趣 可 以 读 一 下 这 方面 的 文章 ， 这 一 问题 来 源 于 ; Donald 
R. Byrkit 和 Robert E. Lee “The Cost of a Postage Stamp, or Up, Up, and Away’” 
Mathematics and Computer Education 17, No. 3(Summer 1983), 184~190. 


1885 一 1917 $ 0 5，15，1978 0. 
1917 一 1919 0. 03 战 时 增长 3，22，1981 0. 18 
1919 0. 02 由 议会 重新 制订 的 11，1，1981 0. 20 
7，6，1932 0.03 2, 17, 1985 0. 22 
8，1，1958 0. 04 4，3，1988 0. 25 
1，7，1963 0. 05 2，3，1991 0. 29 
1，7，1968 0. 06 1，1，1995 0. 32 
5，16，1971 0. 08 1，10，1999 0. 33 
3，2，1974 0. 10 1，7，2001 0. 34 
12，31，1975 0. 13 临时 的 6，30，2002 0. 37 
7，18，1976 0. 


研究 课题 


1. 做 一 个 计算 机 程序 ， 确 定 自然 样 条 的 系数 ， 使 其 通过 给 定 的 数据 点 集 ， 可 参考 这 一 音 
前 面 提 及 的 Burden 和 Faires 的 书 中 的 有 效 算法 . 

对 研究 课题 2 一 8， 使 用 研究 课题 1 开发 的 软件 ， 求 出 通过 给 定点 集 的 样 条 ， 可 以 的 话 ， 
使 用 绘图 软件 ， 描 绘 出 得 到 的 样 条 . 

2. 表 4-22 a la eed sa ss cal R. Pearl, “The Growth of 
Population” Quart. Rev. Biol. 2(1927): 532~548). 

3. 下 面 是 1790 一 2000 年 美国 人 口 的 数据 . 


观测 到 的 人 口 观测 到 的 人 口 


3 929 000 75 995 000 

1800 5 308 000 1910 91 972 000 
1810 7 240 000 1920 105 711 000 
1820 9 638 000 1930 122 755 000 
1830 12 866 000 1940 131 669 000 
1840 17 069 000 1950 150 697 000 
1850 23 192 000 1960 179 323 000 
1860 31 443 000 1970 203 212 000 
1870 38 558 000 1980 226 505 000 
1880 50 156 000 1990 248 709 873 
62 948 000 2000 281 416 000 
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4. 下面 的 数据 来 自 塔 斯 马 尼 亚 岛 引 和 人 的 羊 群 的 增长 ( 采 自 : J. Davidson, “On the Growth 
of the Sheep Population in Tasmania” Trans. R. Soc. S. Australia 62(1938): 342~346)., 


t(year) 1814 1824 1834 1844 1854 1864 
PU) 125 275 830 1200 1750 1650 


5. 下 面 的 数据 关于 步伐 (参看 4. 1 节 习 题 1).、 PP 是 人 口 , V 是 50 码 区 段 中 的 平均 速度 ， 
单位 为 每 秒 码 . 


P 365 2500 5491 14000 23700 49375 70700 78 200 

V 2.76 2.27 3. 31 3. 70 3.27 4. 90 4. 31 3. 85 

P | 138 000 304 500 341 948 867 023 1092 759 1 340 000 2 602 000 

V | 4. 39 4. 42 4. 81 5. 21 5. 88 5. 62 5. 05 
6. 下 面 的 数据 是 鱼 的 身长 和 重量 . 

身长 (英寸 ) 12. 5 12. 625 14. 125 14.5 17. 25 17. 75 

体重 (得 司 ) 17 16.5 23 26.5 41 49 


7. 下 面 的 数据 来 自 1976 年 奥林匹克 运动 会 的 举重 成 绩 . 


体重 级 别 ( 磅 ) 总 的 重量 ( 磅 ) 


最 大 重量 抓举 挺举 总 重量 
次 最 轻 量 级 114.5 231.5 303. 534.6 
最 轻 量 级 123.5 .7 
次 轻 量 级 132.5 .3 
轻 量 级 149.0 .9 
中 量 级 165. 5 .5 
轻重 量 级 182.0 7 
次 重量 级 198.5 .3 
重量 级 5 .8 


8. 用 你 研制 的 三 阶 样 条 的 软件 以 及 联想 到 的 一 些 图 形 ， 在 计算 机 上 画 出 光滑 曲线 ， 表 示 
出 一 个 你 想 画 的 图 形 ， 用 计算 机 在 你 的 图 形 上 县 加 一 张 座 标 纸 ， 记 录 足 够 的 数据 ， 以 便 能 得 到 173 
极光 滑 的 曲线 ， 并 取出 有 突然 变化 的 数据 点 (图 4-29). 


现在 取出 这 些 数据 点 ， 让 样 条 通过 这 些 点 ， 注 意 如果 在 数 ”ef 于 于 于 十 
-= Fe 
据 处 出 现 的 导数 本 质 上 不 连续 ， 如 图 4-29 中 的 A~G， 你 将 需 二 ssh 
要 终止 一 个 样 条 函数 的 集合 ， 而 开始 另 一 个 集合 ， 然 后 可 用 绘 cH tot ete 
图 软件 画 出 样 条 函数 的 图 ， 基 本 上 我 们 是 使 用 计算 机 用 光滑 曲 C14、 


线 连 接 一 些 点 ， 选 择 你 感 兴趣 的 图 案 ， 比 如 你 们 学 校 的 吉祥 图 4-29 
物 ， 用 计算 机 画 出 它 . “ [174 
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引 


在 许多 情况 下 ， 由 于 对 象 过 于 复杂 或 提出 的 解释 性 模型 难以 处 理 ， 建 模 者 无 法 得 到 一 个 能 
够 充分 说 明 对 象 行为 的 分 析 ( 符 号 ) 模 型 ， 而 当 必须 对 对 象 的 行为 做 出 预报 时 ， 建 模 者 可 以 进行 


实验 (或 收集 数据 ) 来 研究 在 某 个 范围 内 因 变 量 与 自 变量 的 选择 值 之 间 的 关系 ， 在 第 4 章 我 们 基 


于 收集 的 数据 建立 了 经 验 模 型 ， 为 了 收集 数据 建 模 者 可 以 直接 观测 对 象 的 行为 ， 在 另外 一 些 情 
况 中 ， 对 象 的 行为 应 能 够 在 可 控制 的 条 件 下 重 现 (可 能 以 按 比例 缩放 的 形式 )， 如 8.4 节 所 讨论 
的 预测 爆破 物 形 成 的 弹 坑 的 大 小 . : 

在 某 些 情况 下 ， 对 对 象 的 行为 进行 直接 观测 或 重复 试验 可 能 是 不 可 行 的 ， 例 如 早 高 峰 时 电 
梯 系 统 提 供 的 服务 ， 在 明确 了 一 个 合适 的 问题 及 确定 了 什么 是 好 的 服务 之 后 ， 我 们 可 以 提出 若 
干 供 选择 的 电梯 运行 模式 ， 如 设 定 停 偶数 层 、 奇 数 层 的 电梯 或 直达 电梯 理论 上 ， 对 每 种 供 选 
择 的 模式 都 能 够 做 若干 次 试验 ， 以 确定 娜 一 种 模式 能 为 那些 要 到 达 特 定 楼 层 的 乘客 提供 最 好 的 
服务 ， 然 而 这 种 做 法 可 能 是 难以 接受 的 ， 因 为 在 收集 统计 数据 时 要 再 三 惊扰 乘客 ， 并 且 电 梯 运 
行 模式 的 不 断 变化 也 会 使 乘客 感到 迷惑 ， 与 此 有 关 的 另 一 个 问题 是 大 城市 交通 控制 系统 可 供 选 
择 的 运行 模式 的 检验 ， 为 了 做 试验 而 不 停 地 改变 单行 道 的 交通 方向 和 配置 交通 信号 将 是 不 现 
实 的 . : 
还 有 另 一 些 情况 ， 需 要 对 可 供 选 择 的 模式 做 试验 的 系统 甚至 可 以 不 存在 ， 例 如 ， 对 于 一 座 
办 公 大 楼 ， 要 确定 几 个 通讯 网 络 中 哪 一 个 最 好 .又 如 ， 确 定 一 个 新 工厂 的 各 台 机 器 的 布局 ， 进 
行 试验 的 费用 可 能 是 很 高 的 ， 当 核电 站 发 生 事故 时 ， 为 防护 和 朴 散 居民 而 预测 各 种 方案 的 影响 
所 做 的 试验 就 是 这 种 情况 . 

在 对 象 的 行为 不 能 做 分 析 性 的 解释 ， 或 数据 无 法 直接 收集 的 情况 下 ， 建 模 者 可 以 用 某 种 方 
式 间接 地 模拟 其 行为 ， 试 验 所 研究 的 供 选择 的 各 种 方案 ， 以 估计 它们 怎样 影响 对 象 的 行为 ， 然 


后 收集 数据 来 确定 哪 种 方案 是 最 好 的 . 例如， 为 了 得 到 一 般 拟 建造 的 潜艇 受到 的 阻力 ， 造 一 个 、 


原型 是 不 可 行 的 ， 我 们 可 以 按 比 例 建 一 个 模型 ， 去 模拟 实际 的 潜艇 的 行为 ， 又 如 ， 在 风 洞 里 利 
用 喷气 飞机 的 比例 模型 可 以 估计 高 速 飞行 对 飞机 各 种 设计 方案 的 影响 ， 本 章 还 将 研究 另外 一 种 
形式 的 模拟 ， 称 为 蒙特 卡 罗 (Monte Carlo) 模 拟 ， 它 一 般 是 借助 于 计算 机 完成 的 . 

假如 我 们 要 研究 早 高 峰 时 一 组 电梯 提供 的 服务 ， 做 蒙特 卡 罗 模 拟 时 ， 乘 客 在 这 段 时 间 内 到 
达 电 梯 和 他 们 选择 去 的 楼 层 都 需要 重 现 ， 这 就 是 说 ， 模 拟 中 乘客 到 达 时 刻 的 分 布 和 去 的 楼 层 的 
分 布 都 应 是 一 个 早 高 峰 的 实际 情况 的 描述 ， 而 在 模拟 了 多 次 之 后 ， 所 发 生 的 那个 到 达 时 刻 和 去 
的 楼 层 的 分 布 就 应 该 适当 地 反映 了 现实 生活 中 的 分 布 ， 在 对 这 种 重 现 感到 满意 之 后 ， 我 们 就 可 
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以 研究 电梯 的 各 种 运行 策略 . 通过 大 量 的 试验 可 以 收集 统计 数据 ， 如 平均 每 位 乘客 的 总 的 运送 
时 间 、 最 长 等 候 队 伍 的 长 度 ， 这 些 数 据 能 够 帮助 确定 电梯 运行 的 最 好 策略 . 

本 章 只 是 蒙特 卡 罗 模 拟 的 简明 介绍 ， 深 入 研究 计算 机 模拟 及 其 应 用 需要 更 多 的 概率 统计 知 
识 ， 不 过 你 将 了 解数 学 建 模 这 个 有 力 工具 .要 记 住 ， 对 于 根据 模拟 结果 的 预测 寄予 太 多 的 信任 
是 有 人 危险 的 ， 特 别 是 在 模拟 中 包含 的 假设 没有 清楚 表明 的 时 候 . 还 有 ， 由 于 用 了 大 量 的 数据 和 
庞大 的 计算 ， 再 加 上 非 专业 人 员 理 解 模拟 模型 和 计算 机 输出 相对 容易 ， 所 以 常会 导致 对 模拟 结 
果 的 过 分 相信 ， 

做 任何 的 蒙特 卡 罗 模 拟 ， 都 要 用 到 随机 数 ， 我 们 在 5. 2 节 介 绍 如 何 产 生 随机 数 . 不 太 严 格 
地 说 ， 一 个 % 在 m 到 区 间 中 均匀 分 布 的 随机 数 序列 ”是 一 组 没有 明显 模式 的 数 ，m 和 nn 之 间 
的 每 个 数 都 以 相同 的 可 能 性 出 现 ， 例 如 ， 一 颗 仍 子 掷 100 次 ， 记 下 每 次 贷 子 出 现 的 点 数 ， 就 会 
得 到 在 1 到 6 区 间 上 近似 于 均匀 分 布 的 100 个 随机 整数 序列 ， 于 是 得 到 了 由 6 个 数字 组 成 的 随 
机 数 . 抛 一 枚 硬币 可 以 用 产生 随机 数 来 模拟 ， 随 机 数 为 偶数 定义 为 正面 向 上 ， 随 机 数 为 奇数 定 
义 为 反 曾 向 上 ， 如 果 抛 很 多 次 ， 正 面向 上 的 次 数 会 在 50% 左 右 ， 但 是 这 里 存在 着 偶然 因素 . 
抛 100 次 得 到 51 个 正面 ， 并 且 接 下 来 的 10 次 (即使 不 太 可 能 刚巧 10 次 ) 全 为 正面 的 情况 是 可 
能 出 现 的 ， 这样 ， 用 110 次 的 结果 进行 估计 实际 上 比 用 100 次 要 差 . 与 确定 的 过 程 相反 ， 带 有 
偶然 因素 的 过 程 称 为 随机 的 ， 因 此 蒙特 卡 罗 模 拟 是 一 种 随机 模型 . 

建 模 对 象 的 行为 可 以 是 确定 的 或 随机 的 ， 如 一 条 曲线 下 的 面积 是 确定 的 (虽然 不 能 精确 地 
得 到 ) ， 而 某 一 天 乘客 到 达 电 梯 的 时 间 间 隔 是 随机 的 ， 一 个 确定 性 模型 可 以 用 于 近似 确定 的 或 
随机 的 行为 ， 同 样 ， 蒙 特 卡 罗 模 拟 也 可 以 用 于 近似 确定 的 (如 将 会 看 到 的 曲线 下 面积 的 蒙特 卡 
罗 逼 近 ) 或 随机 的 行为 ， 如 图 5-1 所 示 . 然而 正如 我 们 所 期 望 的 ， 蒙 特 卡 罗 模 拟 的 真正 威力 在 
于 对 随机 行为 的 建 模 . 

对 和 象 的 行为 模型 
ee 
图 5-1 对 象 的 行为 和 模型 都 可 以 是 确定 的 或 随机 的 

蒙特 卡 罗 模 拟 的 一 个 主要 优点 是 ， 它 有 时 能 相对 容易 地 近似 很 复杂 的 随机 系统 ， 并 且 ， 与 
分 析 模 型 的 应 用 范围 常常 受 限制 相 比 ， 蒙 特 卡 罗 模 拟 可 以 在 更 广泛 的 条 件 下 估计 候选 方案 的 性 
能 . 还 有 ， 因 为 在 蒙特 卡 罗 模 拟 中 特定 的 子 模型 可 以 相当 容易 地 改变 (如 乘客 到 达 和 离开 电梯 
的 模式 )， 所 以 存在 着 进行 敏感 性 分 析 的 潜力 ， 蒙 特 卡 罗 模 拟 的 另 一 个 优点 是 ， 建 模 者 可 以 在 
不 同 层次 的 水 平 上 进行 控制 ， 例 如 ， 很 长 的 时 间 框 架 能 够 压缩 ， 短 的 时 间 框 架 能 够 延伸 ， 从 而 
比 经 验 模型 更 加 优越 . 最 后 ， 现 在 有 许多 很 有 效 的、 高 水 平 的 模拟 语言 (如 GPSS，GASP， 
PROLOG，SIMAN，SLAM 和 DYNAMO)， 在 建立 模拟 模型 时 能 够 排除 掉 许 多 繁琐 的 工作 . 

从 负面 看 ， 建 立 和 运行 模拟 模型 相当 昂贵 ， 要 用 很 多 时 间 去 构造 ， 也 要 用 很 多 的 计算 机 时 
间 和 内 存 去 运行 。 另外， 模拟 模型 的 随机 性 使 得 从 一 次 特定 试验 中 得 到 的 结论 受到 限制 ， 除 非 
进行 了 敏感 性 分 析 ， 而 即使 只 考虑 少量 的 、 在 各 种 子 模型 中 可 能 出 现 的 条 件 组 合 ， 这 样 的 分 析 
也 常常 需要 做 很 多 次 试验 ， 所 以 这 种 限制 人 迫使 建 模 者 要 去 估计 在 一 组 特定 的 条 件 组 合 中 哪 一 个 
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组 合 可 能 会 出 现 . 
5. 1 确定 行为 的 模拟 : 曲线 下 的 面积 


本 节 以 曲线 下 的 面积 为 例 说 明 蒙 特 卡 罗 模 拟 在 确定 行为 建 模 中 的 应 用 .我们 从 寻求 非 负 曲 
线 下 面积 的 近似 值 开 始 ， 设 y 二 f(z) 是 闭 区 间 ae 委 z 和 4 上 的 连续 函数 ， 满 足 0 三 f(x) 三 M， 其 
中 M 是 界定 该 函数 的 某 个 常数 ， 见 图 5-2， 所 求 面积 完全 包含 在 高 M 长 6 一 a 的 矩形 域 中 . 


位 于 曲线 y=f (x) 
上 的 点 不 计数 


i 了 
| 1 
1 ! 
| 1 
4 » 
UL 
| PQ,y) 1 位 二 曲线 下 
1 加 的 点 计数 
x 


图 5-2 区 间 a<x+<6b 上 非 负 曲 线 y= f(x) 下 的 面积 
包含 在 高 M 长 6 一 a 的 矩形 域 中 


从 矩形 域 中 随机 地 选 一 点 P(rz，y)， 做 法 是 产生 两 个 满足 < 和 xz<6，0 雪 y 委 M 的 随机 数 
xz、y， 并 将 其 视 作 坐 标 为 <-、y 的 点 P. 一 旦 P(x，y) 选 定 ， 我们 问 ， 它 是 否 在 曲线 下 的 域 
内 ， 即 坐标 y 是 否 满足 0 芝 y 魏 F(z)? 若 回 答 为 是 ， 则 向 计数 器 中 加 1 以 计 入 点 P， 需 要 两 个 
计数 器 : 一 个 计 产生 的 总 点 数 ， 另 一 个 计 位 于 曲线 下 的 点 数 ( 图 5-2)， 由 此 可 用 下 式 计算 曲线 
下 面积 的 近似 值 ，; ; 


曲线 下 的 面积 ”曲线 下 的 点 数 


Ar 


, 矩形 面积 ” ”随机 点 的 总 孝 

如 引言 所 述 ， 蒙 特 卡 罗 方 法 是 随机 的 ， 为 使 预测 值 与 真 值 之 差 变 小 需要 做 大 量 的 试验 ， 在 最 终 
的 估计 中 ， 要 讨论 保证 预先 给 定 的 置信 水 平 所 要 求 的 试验 次 数 ， 需 要 统计 学 的 背景 知识 ， 然 而 
作为 一 般 准则 ， 结 果 的 精度 提高 一 倍 ( 即 误差 减少 一 半 ) ， 试 验 次 数 大 约 增 至 4 倍 . 

下 面 的 算法 给 出 了 用 蒙特 卡 罗 方 法 求 曲线 下 面积 的 计算 机 模拟 的 计算 格式 . 

蒙特 卡 罗 计 算 面积 方法 

输入 模拟 中 产生 的 随机 点 总 数 . 

输出 AREA 二 给 定 区 间 a<zx<6b5 上 曲线 y= f(z) 下 的 近似 面积 ， 其 中 0 志 f(x)<<M. 

第 1 步 初始化: COUNTER=0. 

第 2 步 对 i=1，2，…，n， 进 行 第 3~5 步 . 

第 3 步 计算 随机 坐标 xz; 和 y ， 满 足 < 委 z 委 0，0 委 y 委 M. 

第 4 步 ” 对 随机 坐标 zx; 计算 f(x;). 

第 5 步 若 y% 委 F(z)， 则 COUNTER 加 1; 否则 COUNTER 不 变 . 

第 6 步 计算 AREA=M(b 一 a)COUNTER/n. 
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第 7 步 输出 (AREA) 
停止 
表 5-1 给 出 了 区 间 一 x/2 志 x 过 x/2 上 曲线 y= 二 coszx 下 面积 的 若干 不 同 的 模拟 结果 ， 其 中 


0 二 cosz 三 2. 
表 5-1 区 间 一 x/2 过 x<x/2 上 有 拘 线 y=cosx 下 面积 的 蒙特 卡 罗 近 似 


点 数 面积 近似 值 点 数 面积 近似 值 
100 2.073 45 2000 1.944 65 
200 2. 136 28 3000 :977 1 
300 2.010 64 4000 1. 999 62 
400 2. 120 58 5000 2.014 29 
500 2. 048 32 6000 2.023 19 
600 2. 094 40 8000 2. 006 69 
700 2.028 57 10 000 2. 008 73 
800 1. 994 91 15 000 2. 009 78 
900 1. 996 66 20 000 2. 010 93 

1000 1. 966 64 30 000 2.011 86 


在 给 定 区 间 上 曲线 y 一 cosz 下 面积 的 真 值 是 2 平方 单位 .注意 到 即使 对 于 产生 的 相当 多 的 
点 数 ， 误 差 也 是 可 观 的 .对 单 变 量 函 数 ， 一 般 说 来 ， 蒙 特 卡 罗 方 法 无 法 与 在 数值 分 析 中 学 到 的 
积分 方法 相 比 ， 没 有 误差 界 以 及 难以 求 出 函数 的 上 界 M 也 是 它 的 缺点 然而， 蒙特 卡 罗 方 法 
可 以 推广 到 多 变量 函数 ， 在 那里 它 变 得 更 加 实用 . 


曲面 下 的 体积 


考虑 求 球 
zr? +y 二 <l 
在 第 1 卦 限 (z>0，y>0，z>>0) 的 体积 (图 5-3). 
从 方法 论 看 ， 求 体积 的 近似 值 与 求 曲 线 下 面积 很 相似 ， 
而 我 们 将 用 下 面 的 法 则 来 近似 曲面 下 的 体积 : 
曲面 下 的 体积 、 第 1 卦 限 内 曲面 下 的 点 数 


盒子 体积 随机 点 的 总 数 > 
下 面 的 算法 给 出 了 用 蒙特 卡 罗 方 法 求 体积 的 计算 格式 . 5-3 球 二 十 六 十 z* 过 1 在 第 1 卦 限 
蒙特 卡 罗 计 算 体 积 方法 (Cz>0，y>>0，z>0) 的 体积 


输入 ， 模拟 中 产生 的 随机 点 总 数 . 

输出 VOLUME= 第 1 卦 限 (z>>0，y>0，z>>0) 内 函数 = F(z，y) 包 围 的 近似 体积 ， 
第 1 步 初始 化 : COUNTER=0. 

第 2 步 对 i=1，2，…，n， 执 行 第 3 一 5 步 . 

第 3 步 ”计算 随机 坐标 xz;，y;，z;， 满 足 0<z; 二 1, 0<y; 志 1,，0<z, 过 1. 
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(一 般 azxi 坟 b,c 和 yd,，0<z, 寺 MD) 
第 4 步 ”对 随机 坐标 (x;，y;) 计 算 f(x;，y). 
第 S 步 若 z 委 zi，yw)， 则 COUNTER 加 1; 否则 COUNTER 不 变 . 
第 6 步 计算 VOLUME=M(d 一 疏 (6 一 a)COUNTER/n. 
第 7 步 ”输出 (VOLUME) 
停止 
表 5-2 给 出 了 球 


Tz: 二 yy 十 zz 过 1 
在 第 1 卦 限 (zx>0，y> 之 0，z>0) 的 体积 的 若干 个 榴 特 卡 罗 模拟 结果 ， 
甫 5-2 球 必 十 十 zz? 二 1 在 第 1 卦 限 内 体积 的 蒙特 卡 罗 近 似 
体积 近似 值 点 “体积 近似 什 


这 个 体积 的 真 值 大 约 是 0. 5236 立方 单位 (x/6)， 一 般 说 来 ， 即 使 不 总 是 如 此 ， 随 着 产生 的 
点 数 的 增加 ， 误 差 会 变 得 更 小 . 


习题 


1. 每 张 彩票 按照 以 下 方式 “ 藏 "着 一 个 数 : 55% 的 彩票 藏 着 1，35% 的 彩票 藏 着 2，10% 的 
彩票 藏 着 3， 得 到 所 有 3 个 数 的 彩票 购买 者 获得 奖金 ， 设 计 一 个 试验 ， 确 定 买 多 少 张 彩 
票 才能 获得 奖金 . | 

2. A、B 两 个 唱片 公司 生产 古典 音乐 唱片 ，A 品牌 唱片 是 廉价 的 ，5% 的 新 片 有 明显 的 夸 
曲 ，B 品牌 唱片 在 更 高 的 质量 控制 下 生产 (因而 贵 一 些 ) ， 只 有 2% 的 新 盘 有 扰 曲 ， 你 在 
当地 的 商店 里 买 A、B 品牌 号 的 盘 各 一 张 ， 设 计 一 个 试验 ,确定 在 买 到 两 张 乔 申 的 盘 
之 前 ， 你 会 做 多 少 次 这 样 的 购买 . 

3. 用 蒙特 卡 罗 模 拟 写 出 一 个 算法 ， 按 照 下 面 的 途径 计算 x 的 近似 值 : 在 1/4 

Qi:z: 十 多 一 1，xz 二 0， > 之 0 
内 选取 随机 点 ， 其 中 1/4 圆 位 于 以 下 正方 形 内 
S:0 过 rl 和 0 过 y 牵 ] 
利用 公式 : r/4=Q 的 面积 /S 的 面积 . 
4. 用 蒙特 卡 罗 模 拟 写 出 一 个 算法 ,计算 椭 球 


x yz 
pa 4 十 去 委 ]16 


8 
在 第 1 卦 限 (z>>0，y>0，z>0) 的 体积 . 
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5. 用 蒙特 卡 罗 模 拟 写 出 一 个 算法 ， 计 算 两 个 抛物 面 
z 二 8 一 xz: 一 yy 和 z= 二 zx 十 3y 
相交 的 那 部 分 区 域 的 体积 . 注意， 两 个 抛物 面相 交 于 以 下 椭圆 柱 上 : 
Xx’ 十 2y 一 4 


5.2 随机 数 的 生成 


上 一 节 提 出 了 用 蒙特 卡 罗 模 拟 求 面积 和 体积 的 算法 ， 这 些 算法 共同 的 要 素 是 随机 数 . 随机 
数 有 多 种 应 用 ， 包 括 博弈 问题 、 计 算 面 积 和 体积 ， 以 及 诸如 大 规模 战争 演习 、 空 中 交通 控制 这 
样 的 复杂 大 系统 的 建 模 . 

在 某 种 意义 上 ， 计 算 机 实际 上 不 能 生成 随机 数 ， 因 为 它 采 用 的 是 确定 性 算法 . 然而 我 们 可 
以 生成 伪 随 机 数 序列 ， 对 于 所 有 的 实际 场合 它 都 可 看 作 是 随机 的 ， 纯 粹 的 、 最 好 的 随机 数 发 生 
器 或 者 保证 随机 性 的 最 好 的 检验 方法 是 不 存在 的 . 

有 一 些 完整 的 课程 来 研究 随机 数 、 深 入 的 模拟 方法 和 伪 随 机 数 发 生 器 的 检验 ， 这 里 只 是 介 
绍 一 点 随机 数 方法 ， 它 可 以 用 来 生成 近似 于 随机 的 数列 . 

许多 程序 语言 ， 如 Pascal 和 Basic， 以 及 其 他 软件 包 ( 如 Minitab，MATLAB，EXCEL) 都 
有 内 置 的 随机 数 发 生 器 ， 以 方便 用 户 使 用 . 


平方 取 中 方法 


平方 取 中 方法 是 1946 年 由 John Von Neumann，S. Ulm 和 N,， Metropolis 在 Los Alamos 
实验 室 研究 中 子 碰撞 时 提出 的 ， 他 们 当时 的 研究 工作 是 曼哈顿 项 目的 一 部 分 ， 他 们 的 平方 取 中 
方法 如 下 : 

1) 从 一 个 4 位 数 ze 开始 ， 称 为 种 子 . 

2) 将 它 平方 得 到 一 个 8 位 数 (必要 时 前 面 加 0). 

3) 取 中 间 的 4 位 数 作 为 下 一 个 随机 数 . 

按 上 述 方式 进行 就 能 得 到 一 个 数列 ， 它 是 从 0 到 9999 随机 出 现 的 整数 ， 这 些 整数 可 以 换 ， 
算 到 任何 从 a 到 4 的 区 间 ， 例 如 ， 若 想 要 从 0 到 1 的 数 ， 只 需 用 10 000 除 这 些 4 位 数 ， 让 我 们 
解释 平方 取 中 方法 . 

取 一 个 种 子 ， 比 如 mm 一 2041， 将 它 平方 (前 面 加 0) 得 到 04 165 681， 中 间 的 4 位 数 1656 就 
是 下 一 个 随机 数 . 用 这 个 方法 生成 的 9 个 随机 数 是 


n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Tn 2041 1656 7423 1009 0180 0324 1049 1004 80 64 40 16 2 


如 果 愿 意 的 话 ， 可 以 采用 多 于 4 位 的 数字 ， 但 是 总 要 取 中 间 的 、 与 种 子 数 字数 目 相同 的 那 
个 数字 作为 下 一 个 随机 数 . 如 设 zx。=653 217(6 位 数字 )， 人 
字 ， 取 中 间 的 6 位 数 为 692 449. 


模拟 方法 建 模 147 


平方 取 中 方法 是 有 道理 的 ， 但 是 它 的 一 个 主要 缺点 是 它 会 退化 为 0( 并 永远 停 在 这 里 )， 从 
2041 出 发 ， 随 机 数 看 来 趋向 于 0， 在 差不多 到 0 之 前 能 生成 多 少 个 数 ? 


线性 同 余 


线性 同 余 方法 是 D. H，Lehmer 于 1951 年 引入 的 ， 现 在 使 用 的 大 多 数 伪 随机 数 序列 都 是 
基于 这 个 方法 ， 它 优 于 其 他 方法 的 一 个 地 方 是 ， 生 成 最 终 令 循环 (将 用 例子 解释 这 个 概念 ) 的 模 
式 的 种 子 可 以 选择 ， 然 而 循环 周期 很 长 ， 以 至 大 多 数 应 用 中 在 大 型 计算 机 上 都 不 会 出 现 自身 的 
重复 ， 该 方法 需要 选择 3 个 整数 <，6，<， 给 定 某 个 初始 种 子 ， 比 如 xz。， 按 照 以 下 规则 生成 
数列 ， 

XH = (a Xz 十 0)mod(c) . 
其 中 c 是 模 ，a 是 乘 数 ，20 是 增 量 . 上 式 中 mod(c) 表 示 (a Xz 十 5) 除 以 c 得 到 的 余数 ， 例 如 若 
a=1, 6=7, c=10, 

Xi = (1 X zu 十 7)mod(10) 
表示 zs+1 是 z, 十 7 除 以 10 得 到 的 整数 余数 .如 z,=115， 则 zu 一 122/10 的 余数 为 2. 

在 研究 线性 同 余 方 法 之 前 需要 说 明 循 环 ， 它 是 出 现在 随机 数 中 的 主要 问题 ， 循环 意味 着 数 
列 自身 的 重复 ， 虽 然 这 不 是 所 希望 的 ， 但 它 是 不 可 避免 的 ， 可 以 说 ， 所 有 的 伪 随 机 数 发 生 器 都 
从 循环 开始 ， 让 我 们 举例 说 明 . 


若 设 种 子 ze= 王 7， 得 到 zi =(1X7+7)mod(10) =14mod(10) 一 4， 重复 这 个 程序 得 到 以 下 


序列 : 
7,4,1,8,5,2,9,6,3,0,7,4,… 

原来 的 序列 一 再 重复 .注意 到 在 10 个 数 后 出 现 重复 ， 这 个 方法 生成 了 一 个 在 循环 之 前 包含 从 
0 到 ec 一 1 所 有 整数 的 序列 ( 即 那些 整数 除 后 可 能 的 余数 )，、 随 机 数 序列 中 循环 周期 由 至 多 c 个 
数 得 以 保证 ， 不 过 ，c 可 以 选 得 很 大 ， 并 且 能 够 选择 a、6b 使 得 在 循环 出 现 之 前 得 到 全 部 c 个 
数 ， 为 使 < 很 大 ， 很 多 计算 机 用 c 一 24.， 如 有 需要 ， 我 们 还 可 以 把 随机 数 换算 到 任何 到 5 的 
区 间 . 

线性 同 余 方法 可 能 出 现 的 另 一 个 问题 是 ， 在 随机 数 序列 的 各 个 数 之 间 人 缺少 统计 独立 性 ， 在 
两 个 近邻 的 随机 数 之 间 ， 与 下 一 个 最 近邻 数 、 第 3 个 、 第 4 个 最 近邻 数 之 间 存 在 任何 相关 一 般 
说 都 是 不 可 接受 的 (因为 我 们 生活 在 三 维 世 界 里 ， 第 3 个 最 近邻 数 的 相关 性 在 物理 应 用 中 是 特 
别 不 利 的 )， 伪 随机 数 序列 不 可 能 完全 独立 ， 因 为 它 是 由 数学 公式 和 算法 生成 的 ， 不 过 ， 当 接 
受 一 定 的 统计 检验 时 ， 这 种 序列 会 显示 出 独立 性 (从 实际 情况 出 发 ). 这 些 关注 在 统计 课程 中 都 
会 得 到 最 好 的 解决 . 


习题 


1. 利用 平方 取 中 方法 生成 
(a)10 个 随机 数 ， 设 zo 二 1009. 
(b)20 个 随机 数 ， 设 zo 王 653 217. 
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(c)15 个 随机 数 ， 设 ro 一 3043， 

〈d) 对 上 面 得 到 的 每 个 数列 做 出 评论 ， 存 在 循环 吗 ? 数列 退化 迅速 吗 ? 
2. 利用 线性 同 余 方 法 生成 

(a)10 个 随机 数 ,， 设 a 二 5, b=1，c=8. 

(b)15 个 随机 数 ， 设 a= 二 1，6 二 7，c 二 10. 

(c)20 个 随机 数 ， 设 ec 王 5，6 王 3，c 一 16. 

(Cd) 对 上 面 得 到 的 每 个 数列 做 出 评论 ， 存 在 循环 吗 ? 若 存在 ， 何 时 出 现 ? 


研究 课题 


1. 完成 UMAP 教学 单元 269“ 蒙 特 卡 罗 : 随机 数 用 于 模拟 试验 ”(Dale T，Hoffman) 的 要 
求 ， 文 中 提出 并 讲解 了 用 于 求 几 个 实际 问题 的 近似 解 的 蒙特 卡 罗 方 法 ， 还 包括 几 个 简单 的 实验 
用 于 学 生 实习 . 

2. UMAP590“ 随 机 数 ”(Mark D. Myerson)， 该 教学 单元 讨论 了 生成 随机 数 的 方法 ， 给 出 
了 确定 数 串 随机 性 的 检验 . 完成 这 个 教学 单元 并 准备 一 篇 检验 随机 性 的 简短 报告 . 

3. 按照 下 列 算法 编写 一 段 生成 均匀 分 布 随机 整数 (在 区 间 m<z<z 上 ，m、 n 为 整数 ) 的 计 
算 机 程序 : 

第 工 步 设 d=22 ， 选 定 N( 要 生成 的 随机 数 个 数 ). 

第 2 步 。 任 选 一 个 整数 Y 作为 种 子 ， 满足 100 000<Y<999 999. 

第 3 步 令 i=1. 

第 4 步 令 Y= (15 625Y 十 22 221) mod(q). 

第 5 步 令 XX; 二 m 十 floor[ (nn 一 m 十 1)Y/qj. 

第 6 步 ”i 增加 1: ;一 :十 1. 

第 7 步 转 第 4 步 ， 直 至 ;一 N 十 1. 
其 中 floor(p) 表 示 不 超过 p 的 最 大 整数 . 

对 于 多 数 选 定 的 Y，X, ，X: ，… 形 成 一 个 ( 伪 ) 随 机 整数 列 ， 一 个 可 行 的 选择 是 了 一 
568 731. 为 了 生成 区 间 [e， 纪 内 的 随机 数 ( 不 只 是 整数 )， 用 下 面 的 算法 代替 第 5 步 

令 


= a) 
一 


4. 编写 一 段 程序 以 如 下 的 随机 方式 生成 从 1 5 的 1000 个 整数 : 1 出 现 的 次 数 占 22%,2 
出 现 的 次 数 占 15%，3 出 现 的 次 数 占 31%，4 出 现 的 次 数 占 26%，5 出 现 的 次 数 占 6%.， 你 在 
哪个 区 间 上 生成 随机 数 ? 你 如 何 按照 所 指定 的 几率 来 决定 生成 的 是 从 1 到 5 中 哪个 整数 ? 

5. 编写 一 段 程序 或 利用 电子 制 表 软 件 (Spreadsheet) 求 5. 1 节 习 题 3~5 中 的 面积 或 体积 . 


5.3 随机 行为 的 模拟 


X; 二 a 十 一 一 一 一 


熟练 运用 蒙特 卡 罗 模 拟 的 关键 之 一 是 掌握 概率 论 的 原理 ， 概 率 一 词 指 研究 随机 性 、 不 确定 
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性 及 量化 各 种 结果 出 现 的 可 能 性 .概率 可 以 看 作 长 期 的 平均 值 ， 例 如 ， 若 一 个 事件 5 次 中 出 现 
1 次， 那么 长 期 看 该 事件 出 现 的 机 会 有 是 1/5. 从 长 期 来 看 ， 一 个 事件 的 概率 可 以 视 为 比值 


有 效 的 事件 数 
事件 的 总 数 


本 节 的 目的 是 在 建立 融合 在 模拟 中 的 随机 过 程 的 子 模型 (5. 4 和 5. 5 节 ) 之 前 ， 说 明 如 何 对 简单 
的 随机 行为 建 模 ， 以 形成 直觉 和 理解 
、 考察 3 个 简单 的 随机 模型 ， 

1) 抛 一 枚 正规 的 硬币 

2) 掷 一 个 或 一 对 正规 的 盘子 

3) 挪 一 个 或 一 对 不 正规 的 贷 子 


一 枚 正规 的 硬币 


多 数 人 都 知道 抛 一 枚 硬币 时 得 到 正面 或 反面 的 机 会 是 1/2， 如 果 我 们 真正 地 开始 抛 硬币 会 
发 生 什么 呢 ? 抛 两 次 会 出 现 一 次 正面 吗 ? 大 概 不 会 . 再 次 说 明 ， 概 率 是 长 期 平均 值 ， 于 是 抛 很 
多 次 时 出 正面 次 数 的 比例 接近 0. 5， 设 z 为 [0，1] 内 的 随机 数 ，f(z) 定 义 如 下 ; 

正面 ,0 之 zx 声 0.5 
反面 ,0.5<<z 委 1 

f(z) 将 结果 是 正面 或 反面 赋值 到 [0，1] 内 的 一 个 数 ， 随 机 赋值 时 我 们 可 利用 这 个 函数 的 

累积 性 质 ， 扫 很 多 次 时 能 够 得 到 如 下 的 出 现 百分比 ; 


f(z) = 


随机 数 区 间 出 现 的 累积 值 出 现 的 百分比 
x<0 0 0. 00 
0<z<0.5 0.5 0. 50 
0.5<z<<1.0 1 0. 50 


用 下 面 的 算法 进行 解释 : 
抛 正规 硬币 的 蒙特 卡 罗 算 法 
输入 ”模拟 中 生成 的 随机 抛 硬币 的 总 次 数 n. 
输出 抛 硬币 时 得 到 正面 的 概率 . 
第 1 步 初始化: COUNTER=0. 
第 2 步 ”对 于 i=1，2，…，n， 执 行 第 3，4 步 . 
第 3 步 ”得 到 [0，1] 内 的 随机 数 . 
第 4 步 ” 若 0 委 zi 委 0.5， 则 COUNTER==COUNTER 十 1， 否 则 ，COUNTER 不 变 . 
第 5 步 计算 P( 正 面 )=COUNTER/n. | 
第 6 步 输出 正面 的 概率 P( 正 面 ) 
停止 
表 5-3 给 出 了 对 于 不 同 的 ”由 随机 数 z, 得 到 的 结果 ， 随 着 n 的 变 大 ， 正 面 出 现 的 概率 为 
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0. 5 9 即 次 数 的 一 半 . 


于 5-3 ” 抛 一 枚 正规 硬币 的 结果 
抛 硬币 次 数 ”正面 出 现 的 次 数 ”正面 出 现 的 百分比 | 抛 硬币 次 数 ”正面 出 现 的 次 数 正面 出 现 的 百分比 


掷 一 个 正规 的 般 子 


撕 一 个 正规 的 山 子 并 加 以 旋转 ， 擅 硬币 时 只 需 定义 一 个 事件 (有 两 种 回答 ， 是 或 否 )， 现 在 必 
须 设计 一 种 定义 6 个 事件 的 方法 ， 因 为 一 个 散 子 由 数 {1，2，3，4，5，6} 组 成 ， 每 个 事件 出 现 的 
概率 是 1/6， 因 为 每 个 数值 出 现 的 可 能 性 相等 ， 与 前 面 一 样 ， 一 个 指定 的 数值 出 现 的 概率 定义 为 
{1,2,3,4,5,6} 中 指定 的 数值 出 现 的 次 数 
试验 的 总 数 
可 以 用 下 面 的 算法 得 到 搁 一 个 般 子 的 试验 : 


掷 正规 般 子 的 蒙特 卡 罗 算 法 


-输入 模拟 中 随机 掷 般 子 的 总 数 . 

输出 掷 出 (1，2，3，4，5，6)} 的 百分比 或 概率 . 

第 1 步 将 COUNTER1 到 COUNTER6 初始 化 为 0. 

第 2 步 对 于 i=1，、2,，…，n， 执 行 第 3，4 步 . 

第 3 步 ”得 到 一 个 随机 数 ， 满 足 0 二 二 委 1. 

第 4 步 若 zi 属于 如 下 的 区 间 ， 则 相应 的 COUNTER 加 1. 


o<z< 世 COUNTER1=COUNTER1+1 


计 <xi<5 COUNTER2—COUNTER2+1 
F<z<H COUNTER3=COUNTER3+1 
<z< COUNTER4=COUNTER4+1 
<x COUNTERS—COUNTERS+1 


<x<l COUNTER6=COUNTER6+1 
第 5 步 计算 掷 出 7 一 (1，2，3，4，5，6} 的 概率 为 COUNTER (7) /n. 
第 6 步 输出 这 些 概率 
停止 
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表 5-4 给 出 了 掷 10、100、1000、10 000 和 100 000 次 的 结果 ， 我 们 看 到 毛 100 000 次 时 


接近 期 望 的 结果 . 
表 5-4 掷 一 个 正规 的 役 子 的 结果 (" 一 试验 次 数 ) 

山子 出 现 的 值 10 100 1000 10 000 100 000 
1 0. 300 0. 190 0. 152 0. 1703 0. 1652 
2 0. 00 0. 150 0. 152 0. 1652 0. 1657 
3 0. 100 0. 090 0. 157 0. 1639 0. 1685 
4 0. 00 0. 160 0. 180 0. 1653 0. 1685 
5 0. 400 0. 150 0. 174 0. 1738 0. 1676 
6 0. 200 0. 160 0. 185 0. 1615 0. 1652 


掷 一 个 不 正规 的 般 子 


期 望 结果 


SD 


1667 
1667 
1667 
1667 
1667 
1667 


考虑 每 个 事件 不 是 等 可 能 出 现 的 随机 模型 ， 假 定 按照 下 面 的 经 验 分 布 给 山 子 的 几 个 面 加 重 


使 结果 发 生 偏 移 : 
仍 子 出 现 的 值 。 出 现 概率 

1 0.1 

2 0.1 
3 0.2 
4 0.3 
5 0.2 

6 0.1 

算法 中 采用 的 函数 关系 是 : 

xi 的 值 赋值 

[0, 0.1] 下 

(0.1, 0.2] 2 

(0.2，0. 4] 3 

(0.4，0.7] 4 

(0.7, 0.9] 5 

(0.9, 1.0] 6 


用 下 面 的 算法 掷 一 个 不 正规 的 贫 子 : 


掷 不 正规 仙子 的 蒙特 卡 罗 算 法 


输入 模拟 中 随机 掷 般 子 的 总 次 数 nn. 
输出 掷 出 (1，2，3，4，5，6)} 的 百分比 或 概率 . 
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第 1 步 将 COUNTERI1 到 COUNTER6 初始 化 为 0. 
第 2 步 对 于 i=1]，2，.…，n， 执 行 第 3，4 步 . 
第 3 步 ”得 到 一 个 随机 数 ， 满 足 0 委 志 委 1. 
第 4 步 若 z; 属于 如 下 的 区 间 ， 则 相应 的 COUNTER 加 1. 
0 委 zi 委 0.1 COUNTER1=COUNTERI1+!1 
0.1<zx;<0.2 COUNTER2=COUNTER2+1 
0. 2<zi 委 0.4 COUNTER3=COUNTER3+1 
0. 4< zi 和 0.7 COUNTER4=COUNTER4+!1 
0.7<<z 委 0.9 COUNTER5~=COUNTER5+1 
0. 9<zi 和 1.0 COUNTER6=COUNTER6+!I 
第 5 步 ”计算 掷 出 7) 一 (1，2，3，4，5，6} 的 概率 为 COUNTER(7)/m。 
第 6 步 ”输出 这 些 概率 
停止 
结果 如 表 5-5 所 示 ， 为 使 模型 结果 接近 概率 需要 的 试验 次 数 很 多 . 
下 一 节 将 看 到 如 何 利用 这 些 概念 模拟 现实 中 的 随机 行为 . 


训 5-5 掷 一 个 不 正规 的 仙子 的 结果 


贷 子 出 现 的 值 100 1000 5000 10 000 40 000 期 望 结果 
1 0. 080 0. 078 0. 094 0. 0948 0. 0948 0.1 
2 0. 110 0. 099 0. 099 0. 0992 0. 0992 0.1 
3 0. 230 0. 199 0. 192 0. 1962 0. 1962 0.2 
4 0. 360 0. 320 0. 308 0. 3082 0. 3081 0.3 
5 0. 110 0. 184 0. 201 0. 2012 0. 2011 0.2 
6 0. 110 0. 120 0. 104 0. 1044 0. 1045 0.1 
01045 01 
习题 
1. 你 到 海滨 度假 ， 肖 丧 地 听 到 当地 气象 台 预 报 每 天 下 雨 的 机 会 是 50%， 用 蒙特 卡 罗 模 拟 
预测 你 的 假期 中 有 3 天 连续 下 雨 的 可 能 性 . 


2. 用 蒙特 卡 罗 模 拟 近 似 计算 抛 5 枚 正规 的 硬币 出 现 3 个 正面 的 概率 . 

3, 将 一 个 正规 角 子 连续 毛 100 次 ， 用 蒙特 卡 罗 方 法 模拟 总 和 的 结果 

4. 按照 下 面 的 分 布 给 佣 子 的 几 个 面 加重 ， 将 两 只 般 子 掷 300 次 ， 用 蒙特 卡 罗 方 法 模拟 总 
和 的 结果 . 


般 子 出 现 的 值 般 子 1 出 现 概率 般 子 2 出现 概率 | 散 子 出 现 的 什 般 子 1 出 现 概率 。 般 子 2 出 现 概率 
1 0.1 0.3 4 0.3 
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5. 用 抛 一 枚 正规 的 硬币 编排 一 个 游戏 ， 然 后 用 蒙特 卡 罗 模 拟 预测 游戏 的 结果 ， 
研究 课题 


1. 纸牌 游戏 21 点 (Blackjack) 一 一 构造 并 实施 21 点 游戏 的 蒙特 卡 罗 模 拟 . 21 点 游戏 的 规 
则 如 下 : 

大 多 数 赌场 使 用 6 副 或 8 副 牌 玩 这 种 游戏 ， 以 防止 < 数 牌 点 "， 在 你 的 模拟 中 使 用 两 副 牌 ( 共 104 张 )， 只 有 两 位 
参与 者 ， 你 和 庄家 .游戏 开始 时 每 人 得 到 两 张 牌 ， 对 于 牌 面 为 2 一 10 的 牌 ， 点 数 与 面值 相同 ， 牌 面 为 人 脸 (J、Q、 
K) 的 牌 ， 点 数 为 10; 牌 面 为 A 的 牌 ， 点 数 为 1 或 11， 游戏 的 目的 是 得 到 总 数 尽量 接近 21 点 的 牌 ， 不 得 超过 (超过 
称 “ 爆 了 ”) ， 并 使 你 得 到 的 总 点 数 多 于 庄家 . 

如 果 开 始 两 张 牌 的 总 点 数 丛 为 21(A-10 或 A- 人 脸 ) ， 称 为 21 点， 自动 成 为 胜 者 ( 若 你 和 庄家 都 得 到 21 点 ， 则 为 
平局 ， 你 的 赌注 仍 在 台 上 )， 千 21 点 赢 时 ， 付 给 你 3 赔 2， 即 1. 5 赔 1(1 元 赌注 赢 1.5 元 , 且 1 元 赌注 仍 保留 ). 

如 果 你 和 庄家 都 未 得 到 21 点 ， 你 想 要 多 少 张 牌 就 可 以 取 多 少 张 ， 一 次 一 张 ， 使 总 数 尽量 接近 21 点 ， 如 果 你 超 
过 21 点 ， 就 输 了 ， 游 戏 结束 ， 一 旦 你 对 牌 的 点 数 满意 ， 你 就 “打住 "， 然 后 庄家 按照 下 列 规 则 取 牌 ， 

当 庄 家 牌 的 点 数 为 17、18、19、20 和 21 时， 就 打住 ， 若 庄家 牌 的 点 数 小 于 或 等 于 16， 必 须 取 牌 ， 庄 家 总 把 A 
的 点 数 记 为 11， 除 非 这 样 使 他 或 她 爆 了 (这 时 A 的 点 数 记 为 1)， 例 如 ， 庄 家 的 A-6 组 合 是 17 点 ， 不 是 7 点 (庄家 没 
有 选择 权 )， 且 庄家 必须 打住 在 17 点 上 .而 车 庄家 有 A-4 组 合 (15 点 )， 又 拿 到 一 张 K， 那 么 新 的 总 点 数 是 15， 因 
为 A 回 到 点 数 1( 使 之 不 超过 21) ， 庄 家 还 要 再 取 牌 . 

如 果 庄 家 超过 21 点 ， 你 就 赢 了 ( 赢 赌注 的 钱 ， 每 1 元 赌注 赢 1 元 )、 如 果 庄 家 的 总 点 数 超过 你 ， 你 将 输 掉 全 部 
赌注 ， 如 果 庄 家 和 你 的 总 点 数 相同 ， 为 平局 (你 不 输 也 不 赢 ). 


赌场 中 这 个 游戏 的 刺激 之 处 在 于 ， 庄 家 开始 的 两 张 牌 一 张 明 、 一 张 暗 ， 所 以 你 不 知道 庄家 
牌 的 总 点 数 ， 必 须根 据 那 张 明 牌 赌 一 把 .在 这 个 研究 课题 的 模拟 中 不 用 考虑 这 种 情况 ， 你 需要 
做 的 是 : 

用 两 副 牌 做 12 次 游戏 ， 你 有 无 限 的 赌资 (不 希望 四 ?)， 每 次 下 赌 2 元 ， 两 副 牌 玩 过 一 次 

， 用 两 副 新 牌 (104 张 ) 继 续 玩 ， 这 时 记录 你 的 得 分 (加 或 减 X 元 )， 然 后 下 一 副 牌 从 0 开始 . 
GA 12 次 游戏 的 12 个 结果 ， 可 以 用 平均 值 或 总 数 决定 你 的 总 成 绩 . 

你 的 策略 是 什么 ? 完全 由 你 决定 ! 可 是 这 里 有 一 一 招 一 假定 庄家 的 牌 你 都 看 不 到 (于 是 你 
没有 庄家 牌 的 一 点 信息 )， 选 择 一 种 游戏 策略 并 在 整个 模拟 中 运行 (Blackjack 爱好 者 在 模拟 中 
可 以 考虑 加 信和 分 对 ， 但 这 不 是 必需 的 ). 

给 出 模拟 算法 的 说 明 书 、 计 算 机 程序 以 及 12 次 游戏 的 输出 结果 . 

2. 飞镖 一 一 构造 并 完成 飞镖 游戏 的 蒙特 卡 罗 模 拟 ， 其 规则 是 


飞镖 板 的 区 域 分 数 
牛 眼 50 
黄 环 25 
蓝 环 15 
红 环 10 
白 环 5 


以 牛 眼中 心 为 圆心 ， 每 个 环 的 半径 为 
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环 宽度 (英寸 ) 从 圆心 到 环 的 外 边缘 的 距离 
牛 眼 1.0 1.0 
黄 环 1.5 2.5 
蓝 环 2.5 5.0 
红 环 3.0 8.0 
白 环 4.0 12.0 


下 
飞镖 板 的 半径 为 1 英尺 ( 即 12 英寸 ). 
做 出 关于 飞镖 投 中 镖 板 的 分 布 的 假设 ， 对 你 的 选择 写 出 算法 并 编程 ， 模拟 运行 1000 次 ， 
确定 投 5 次 飞镖 的 平均 分 数 ， 以 及 哪个 环 的 期 望 分 数 ( 分 数 乘 以 投 中 这 个 环 的 概率 ) 最 高 
3. 双 豚 子 署 博 一 一 构造 并 完成 普通 赌场 中 双人 般 子 赌博 的 蒙特 卡 罗 模 拟 ， 其 规则 如 下 : 


双 策 子 赌博 有 两 种 基本 的 设 赌 类 型 ， 通 过 和 不 通过 ， 在 “通过 设 赌 " 中 你 赌 玩家 ( 掷 般 子 者 ) 将 赢 : 在 “不 通过 设 
赌 ?中 你 赌 玩 家 将 输 ， 我 们 按照 若 第 1 次 掷 出 12 点 (boxcars) ， 则 “通过 和 不 通过 设 赌 ? 均 输 的 规则 进行 ， 二 者 都 是 1 
对 1 的 赌注 . 

赌博 如 下 进行 ， 

第 1 次 抑 出 7 或 11 点: 玩家 赢 (“ 通 过 设 赌 " 赢 , “不 通过 设 赌 ” 输 ). 

第 1 次 掷 出 12 点 (boxcars) : 玩家 输 (“ 通 过 和 不 通过 设 财 ? 均 输 ). 

第 1 次 据 出 2 或 3 点 : 玩家 输 (“ 通 过 设 赌 ? 输 ,“ 不 通过 设 财 ? 赢 ). 

第 1 次 掷 出 4，5，6，8，9，10 点 : 形成 牌 点 ， 然 后 再 掷 . 

玩家 继续 掷 般 子 ， 直 到 第 1 次 撕 的 那个 点 或 者 7 点 出 现 . 如 果 在 7 点 之 前 掷 出 第 1 次 的 那个 点 ， 则 “通过 设 周 ” 
者 赢 ， 如 果 在 第 1 次 的 那个 点 之 前 掷 出 7 点 ， 则 “不 通过 设 赌 "者 赢 . 


写 出 算法 并 用 你 选择 的 计算 机 语言 编程 ， 通 过 模拟 运行 估计 通过 和 不 通过 设 赌 者 赢 的 概 
率 ， 哪 一 种 设 赌 类 型 更 好 ? 随 着 试验 次 数 的 增加 ， 这 些 概 率 收敛 吗 ? 

4. 赛马 构造 并 完成 赛马 的 蒙特 卡 罗 模 拟 ， 你 可 以 利用 报纸 上 提供 的 赔 率 ， 或 者 模拟 
由 下 面 的 参加 者 和 赔 率 给 出 的 数学 赛马 . ， 

数学 赛马 ” 
参加 者 的 名 字 
笨拙 的 Euler 
跳 哮 的 Leibniz 5-1 
蹦 吕 的 Newton 9-1 
打 节 拍 的 Cauchy 


参加 者 的 名 字 
鼓 足 气 的 Poisson 
大 步 惕 跑 的 L'Hopital 35-1 
兴奋 的 Stokes 15-1 
手舞足蹈 的 Dantzig 


构造 并 完成 1000 次 赛马 的 蒙特 卡 罗 模 拟 ， 哪 一 匹 马 胜 的 次 数 最 多 ? 哪 一 匹 马 胜 的 次 数 最 
少 ， 这 些 结 果 令 你 惊奇 吗 ? 由 输出 结果 给 出 每 匹 马 胜 多 少 次 . 

5. 轮 盘 赌 一 一 在 美式 轮 盘 赌 中 轮子 上 有 38 个 位 置 0、00 和 1 一 36， 标 记 1 一 36 的 一 半 的 
位 置 为 红色 ， 一 半 的 位 置 为 黑色 ，0 和 00 两 个 位 置 为 绿色 ， 


G@ 这 里 ， 本 书 作者 风趣 地 借用 Euler 等 著名 数学 家 来 杜撰 赛马 的 名 字 . -一 - 译 者 注 
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模拟 1000 次 轮 盘 赌 ， 赌 红 或 早 ( 均 为 1 对 1 的 赌注 )， 每 次 赌注 1 元， 记录 所 启 的 钱 ， 按 
照 模拟 ， 赌 红 / 黑 时 每 次 赢 多 少 ? 最 长 的 连 赢 和 连 输 次 数 是 多 少 ? 

模拟 1000 次 轮 盘 赌 ， 赌 绿 ( 赔 率 17 : 1， 于 是 若 赢 了 ， 你 的 赌注 中 加 17 元 ， 若 输 了 ， 减 1 
元 )， 按 照 模拟 ， 赌 绿 时 每 次 赢 多 少 ?与 赌 红 / 黑 时 有 何不 同 ? 赌 绿 时 最 长 的 连 赢 和 连 输 次 数 是 
多 少 ? 你 建议 用 哪 种 策略 ， 为 什么 ? 

6. 正确 价格 一 一 在 流行 电视 游戏 节目 “正确 价格 ”( 如 猜 某 种 商品 的 价格 7 中， 每 半 个 小 时 
竞猜 的 最 后 ， 三 位 胜出 的 竞争 者 要 登台 亮相 角逐 一 项 大 奖 . 这 个 竞争 中 旋转 一 个 大 转盘 ， 转 盘 
旁边 有 个 指针 ， 轮 盘 上 有 20 格 ， 从 5 美 分 到 1 美元 按 每 5 美 分 递增 而 无 序 地 给 每 格 标价 ， 指 
针 可 以 停 在 任 一 格 上 .角逐 时 ， 半 个 小 时 中 赢 钱 最 少 的 那个 竞争 者 首先 旋转 轮 盘 ， 然 后 是 赢 钱 
次 少 的 旋转 轮 盘 ， 再 接着 是 赢 钱 最 多 的 旋转 轮 盘 . 

游戏 的 目的 是 在 最 多 不 超过 两 次 的 旋转 中 使 所 得 价格 之 和 尽 可 能 接近 1 美元 ， 但 不 能 超过 
这 个 值 . 显然 ， 如 果 第 一 个 竞争 者 没有 超过 ， 其 他 二 人 将 利用 一 或 两 次 旋转 试图 赶 上 领先 者 . 

然而 第 一 个 竞争 者 会 怎样 做 呢 ? 如 果 他 或 她 是 一 位 期 望 值 决策 者 ， 第 一 次 旋转 得 到 多 高 的 
值 就 不 必 去 转 第 二 次 了 呢 ? 记 住 ， 如 果 出 现下 面 的 情形 ， 这 个 竞争 者 就 失败 了 : 

(a) 另 两 个 竞争 者 的 任 一 位 的 值 超过 这 个 竞争 者 两 次 值 的 总 和 ; 

(b) 这 个 竞争 者 再 旋转 一 次 ,但 是 超过 了 1 美元 . 

7. 让 我 们 做 个 交换 一 一 你 穿着 喜爱 的 衣服 去 参加 节目 ， 主 持 人 把 你 从 观众 中 挑选 出 来 . 


有 3 个 皮 夹 供 你 选择 ， 两 个 皮 夹 里 各 有 一 张 50 元 的 钞票 ， 第 3 个 皮 夹 里 有 一 张 1000 元 的 钞 


票 ， 你 选中 了 一 个 皮 夹 : 1、2 或 者 3， 主 持 人 知道 哪个 皮 夹 里 有 1000 元 的 钞票 ， 他 向 你 显示 
另 两 个 皮 夹 中 有 50 元 钞票 的 那个 ， 主 持 人 是 故意 这 样 做 的 ， 因 为 他 手中 至 少 有 一 个 其 中 有 50 
元 钞票 的 皮 夹 。 如果 他 手中 也 有 带 1000 元 钞票 的 皮 夹 ， 他 只 向 你 显示 手中 有 50 元 钞票 的 那 
个 ， 和 否则 ， 他 可 以 向 你 显示 手中 两 个 皮 夹 中 的 任 一 个 . 然后， 主持 人 问 你 是 否 想 将 你 已 经 选中 
的 皮 夹 与 他 手中 拿 着 而 未 打开 的 那个 皮 夹 交换 ， 你 要 做 这 个 交易 吗 ? 

建立 一 个 算法 并 构造 计算 机 模拟 来 支持 你 的 回答 . 


5.4 存储 模型 : 汽油 与 消费 需求 


上 一 节 我 们 开始 利用 蒙特 卡 罗 模 拟 对 随机 行为 建 模 ， 本 节 将 学 习 模 拟 随机 性 更 强 的 过 程 ， 
并 且 还 将 进行 检验 以 确定 这 种 模拟 再 现 所 考察 过 程 的 良好 程度 .从 一 个 存储 控制 问题 开始 . 

你 受 雇 于 一 家 加 油 站 连锁 店 当 顾问 ， 要 确定 每 隔 多 长 时 间 及 把 多 少 汽油 运送 到 各 个 加 油 
站 ， 每 次 运送 汽油 都 要 支付 费用 d， 它 是 与 运送 量 无 关 的 附加 费用 .加 油 站 都 在 州 际 高 速 公 路 
近 旁 ， 所 以 需求 量 可 以 合理 地 看 作 常数 .决定 费用 的 其 他 因素 有 : 存储 中 冻结 的 资金 、 分 期 偿 
还 的 设备 费用 、 保 险 费 、 税 费 、 安 全 检测 费 ， 假 定 在 短期 运营 中 每 个 加 油 站 汽油 的 需求 和 价格 
都 是 常数 ， 只 要 加 油 站 没有 出 现 短缺 ， 就 可 以 得 到 不 变 的 总 收入 ， 因 为 总 利润 等 于 总 收入 减 去 
总 费用 ， 而 按照 假定 ， 总 收入 为 常数 ， 所 以 最 大 化 总 利润 可 以 通过 最 小 化 总 费用 达到 ， 于 是 提 
出 如 下 的 问题 : 最小 化 每 天 平均 的 运费 ， 并 且 每 个 加 油 站 存储 足够 的 汽油 以 满足 消费 需求 . 
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在 讨论 了 决定 每 天 平均 费用 的 各 种 因素 的 有 关 意 义 之 后 我 们 建立 以 下 的 模型 : 
， 日 平均 费用 = /存储 费 ,运费 ,需求 率 ) 
现在 来 分 析 一 下 各 个 子 模型 ， 可 以 认为 ,虽然 存储 费 随 存储 量 而 变 ， 但 是 能 够 合理 地 候 
定 ， 在 问题 涉及 的 数量 范围 内 ， 单 位 存储 量 的 费用 是 常数 ， 类 似 地 ， 假 定 每 次 运送 的 费用 是 党 
数 ， 在 问题 涉及 的 数量 范围 内 与 运 量 无 关 ， 对 一 个 特定 加 油 站 的 日 需求 量 做 图 ， 大 致 如 图 
5-4a 所 示 ， 若 画 出 一 定时 间 段 (如 一 年 ) 内 的 需求 量 的 频率 ， 则 会 得 到 类 似 于 图 5-4b 的 图 形 . 


日 需求 量 


T < -0 
时 间 (天 ) 9 需求 量 时 间 (天 ) 
a) b) .0) 


图 5-4 常数 需求 率 


如 果 每 天 的 需求 都 非常 接近 最 常 出 现 的 那个 需求 量 ， 我 们 就 可 以 假设 日 需求 量 是 常数 ， 在 
某 些 情形 下 这 种 假设 是 合理 的 . 最后， 即使 需求 在 离散 时 段 出 现 ， 为 方便 起 见 ， 也 可 以 利用 连 
续 需 求 的 子 模型 ， 一 个 连续 子 模型 如 图 5-4c 所 示 ， 其 中 直线 的 斜率 表示 常数 日 需求 量 ， 注 意 
上 述 的 每 个 假定 在 得 到 线性 子 模 型 中 的 重要 性 . 

根据 这 些 假设 我 们 将 在 第 12 章 对 日 平均 费用 建立 一 个 分 析 子 模型 ， 并 用 它 得 到 最 优 的 运 
送 时 间 间 隔 和 最 优 运 量 : 


其 中 

T"* = 二 最 优 运 送 时 间 间 隔 ( 天 ) 

Q" = 汽油 最 优 运 量 (加 仓 ) 

r 一 汽油 日 需求 量 

qd 一 每 次 运送 的 费用 (元 ) 

5 一 每 加 仑 汽油 每 天 的 存储 费 

“ 我 们 将 会 看 到 ， 这 个 分 析 模型 多 么 密切 地 依赖 于 一 组 条 件 ， 即 使 它们 在 某 些 情况 下 是 合理 
的 ， 在 现实 世界 里 也 决 不 会 精确 地 满足 ， 考 虑 到 子 模型 的 随机 性， 建立 分 析 模 型 是 很 困难 的 . 

假定 要 用 一 个 特定 加 油 站 过 去 1000 天 的 销售 情况 核查 子 模型 中 的 常数 需求 率 ， 收 集 的 数 
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据 如 表 5-6. 
对 于 表 5-6 中 10 个 需求 区 间 的 每 一 个 ， 用 出 现 的 天 数 除 总 天 数 1000 来 计算 频率 ， 其 结果 给 
出 了 每 个 需求 区 间 出 现 概 率 的 估计 值 ， 这 些 概率 列 人 表 5-7， 并 以 直方 图 形式 画 在 图 5- 5 中. 


表 5-6 一 个 特定 加 油 站 需求 量 记录 


需求 量 (加 仑 ) 
1500 一 1599 


需求 量 ( 加 仑 ) 
1000 一 1099 


1100 一 1199 20 1600 一 1699 180 
1200 一 1299 50 1700 一 1799 80 
1300 一 1399 120 1800 盖 1899 40 


1900 一 1999 


1400 一 1499 


表 5-7 每 个 带 求 量 出 现 的 概率 


需求 量 ( 加 仑 ) 
1500 一 1599 


需求 量 (加 仑 ) 
1000 一 1099 


1100 一 1199 0. 02 1600 一 1699 0. 18 
1200 一 1299 0. 05 1700 一 1799 0. 08 
1300 一 1399 ” 0.12 1800 一 1899 0. 04 


1400 一 1499 1900 一 1999 


.25 
次 :20 
夷 .15 
可 00 
.05 
需求 量 
S88sssessss ™ 


图 5-5 表 5-7 中 每 个 需求 区 间 的 频率 


如 果 我 们 对 常数 需求 率 的 假设 满意 ， 从 图 5-5 可 以 估计 这 个 需求 率 为 每 天 1550 加 仑 ， 于 
是 上 面 的 分 析 子 模型 可 由 运费 和 存储 费 计 算 最 优 运送 时 间 间 隔 和 最 优 运 量 . 

然而 ， 如 果 不 满意 关于 常数 需求 率 的 假设 ， 如 何 从 图 5-5 给 出 的 需求 量 来 模拟 子 模型 呢 ? 
首先 ， 把 每 个 需求 区 间 的 概率 依次 加 起 来 ， 得 到 一 个 累积 直方 图 ， 如 图 5-6 所 示 . 注意 到 图 
5-6 中 相 邻 两 个 长 方块 高 度 之 差 表示 后 面 那个 需求 量 区 间 出 现 的 概率 ， 可 以 建立 区 间 0 委 z 委 1 
内 的 数 与 各 个 需求 区 间 出 现 之 间 的 对 应 关系 ， 如 表 5-8 所 示 . 
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出 现 的 累积 概率 


襄 5-8 利用 0<x<<1 上 均匀 分 布 随 机 数 复制 各 个 需求 区 间 的 出 现 情况 


相应 的 需求 。 出 现 的 百分比 相应 的 需求 出 现 的 百分比 


0 委 z<0.01 1000 一 1099 0.01 0. 40 入 zx<0.67 1500 一 1599 0. 27 
0. 01<z<<0. 03 1100 一 1199 0.02 0. 67 夺 z=<0. 85 1600 一 1699 0. 18 
0. 03 委 <0. 08 1200 一 1299 0. 05 0. 85 委 xz<<0. 93 1700 一 1799 0. 08 
0. 08 委 二 <<0. 20 1300 一 1399 0. 12 0. 93<<x<0. 97 1800 一 1899 0. 04 


1900 一 1999 


0. 97 委 zx 委 1.00 


0. 20<x<<0.40 1400 一 1499 


这 样 ， 如 果 随 机 地 生成 0、1 之 间 的 数 ， 使 每 个 数 出 现 的 概率 相同 ， 就 能 近似 得 到 
图 5-5 的 直方 图 ， 利 用 手持 可 编程 计算 器 上 的 随机 数 发 生 器 生成 0、1 之 间 的 随机 数 ， 然 后 
用 表 5-7 给 出 的 赋值 方式 ， 按 照 每 个 随机 数 确 定 需 求 区 间 ，1000 次 和 10 000 次 试验 的 结果 
列 在 表 5-9 中 . 


表 S-9 需求 子 模型 的 蒙特 卡 罗 近 似 


共计 模拟 中 的 出 现 数 /期 望 的 出 现 数 这 六 模拟 中 的 出 现 数 /期 望 的 出 现 数 
日 到 [| 


1000-1099 8/10 91/100 1500-1599 275/270 2681/2700 
1100-1199 16/20 198/200 1600-1699 187/180 1812/1800 
1200-1299 46/50 487/500 1700-1799° 83/80 857/800 
1300-1399 118/120 1205/1200 1800-1899 34/40 377/400 
1400-1499 194/200 2008/2000 1900-1999 39/30 284/300 


1000/1000 10 000/10 000 


在 汽油 存储 问题 中 ， 对 于 模拟 的 每 一 天 我 们 最 终 想 要 确定 一 个 明确 的 需求 量 ， 而 不 是 一 个 
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需求 区 间 ， 怎 样 做 到 这 一 点 呢 ? 有 几 种 选择 ， 考 察 图 5-7 给 出 的 每 个 需求 区 间 的 中 点 ， 由 于 想 
得 到 的 是 能 够 反映 图 中 数据 趋势 的 连续 模型 ， 可 以 利用 在 第 4 章 中 讨论 的 方法 . 


需求 量 
(加 仑 ) 


图 5-7 只 标 出 每 个 区 间 中 点 的 需求 子 模型 界 积 图 


在 很 多 情况 下 ， 特 别 当 子 区 间 很 小 及 数据 相当 靠近 时 ， 线 性 样 条 模型 是 合适 的 .图 5-7 所 
示 数 据 的 线性 样 条 模型 显示 在 图 5-8 中 ， 单 个 的 样 条 函数 由 表 5-10 给 出 ， 内 样 条 卫 数 一 一 [198 
S: (gg) 一 S,(9) 一 一 根据 过 两 个 相 邻 数据 点 的 直线 计算 ，S, (9) 根 据 过 (1000，0) 和 第 1 个 数据 
点 (1050，0. 01) 的 直线 计算 ，Sio(c) 根 据 过 点 (1850，0. 97) 和 (2000，1. 00) 的 直线 计算 . 注 
意 ， 如 果 我 们 利用 区 间 的 中 点 ， 就 必须 确定 如 何 构造 两 个 外 样 条 函数 ， 当 区 间 很 小 时 ， 通 常 容 
易 构 造反 映 数据 趋势 的 线性 样 条 函数 . 


出 现 的 累积 概率 


需求 量 
(加 仑 ) 


' 图 5-8 需求 子 模型 线性 样 条 模型 


160 第 5 章 


表 S-10 经 验 需求 子 模型 的 线性 样 条 


需求 区 间 线性 样 条 线性 样 条 


1000 委 9<1050 Si(g)=0.0002g—0.2 1450<q<1550 Se(q) 一 0. 00279 一 3. 515 
1050<g<1150 S;(q) 一 0.00029 一 0. 2 1550<g<1650 :+ SS;(g)=0.0018g—2.12 
1150<<gq<1250 S;(g)=0.0005g—0. 545 1650<<q<1750 Ss (g) =0.0008g—0.47 
1250<q<1350 Si(g)=0.0012g—1.42 "1750<<g<=1850 S, (g) =0. 00049 十 0. 23 
1350<<gq<1450 S; (gq)=0.002g—2.5 1850<qg<2000 Sio (gq) =0. 0002g+0. 6 


为 了 模拟 某 一 天 的 日 需求 量 ， 生 成 一 个 0、1 间 的 随机 数 xz， 计算 相应 的 需求 a， 即 z 为 自 
变量 ， 由 它 计算 相应 的 惟一 的 g， 因 为 图 5-8 中 的 函数 是 严格 增加 的 ， 所 以 做 这 个 计算 ，( 考 
虑 是 否 总 是 这 种 情况 )， 这 样 ， 问 题 转化 为 求 表 5-10 列 出 的 样 条 函数 的 反 函 数 ， 例 如 ， 对 于 > 
一 Si(q) 二 0.002g 一 0.2， 可 以 解 出 g==5000(zx 十 0.2)， 在 线性 样 条 情况 下 ， 很 容易 得 到 
表 5-11 给 出 的 反 晴 数 . 

我 们 来 解释 如 何 用 表 5-11 描述 日 需求 子 模型 .为 模拟 某 一 天 的 需求 ， 生 成 一 个 0、1 间 的 
随机 数 ， 比 如 x=0. 214， 因 为 0. 20 二 0. 214 二 0. 40， 用 样 条 g= 二 500(z 十 2. 5) 算 出 人 加 
仑 为 该 天 的 模拟 需求 . 


表 S-11 由 日 需求 量 作为 [0，1] 随 机 数 的 函数 给 出 的 揽 线 性 样 条 


0 和 xz<0.01 q 一 (Z 十 0. 2)5000 0. 40<<z<<0.67 9 一 (zx 十 3.515)370. 37 
0. 01 委 zx<0.03 4 一 (Z 十 0.2)5000 0. 67 委 xz<<0. 85 9 一 (zx 十 2. 12)555.5 5 
0. 03 魏 z<0.08 q 一 (Z 十 0. 545)2000 0. 85 委 <0. 93 qd 一 (z 十 0.47)1250 
0. 08 委 7<0. 20 9 一 (Z 十 1. 42)833.33 0. 93 和 <z<<0. 97 dg 一 (一 0. 23)2500 


0. 97 生 z 委 1.00 9 一 (Z 一 0.6)5000 


0. 20<z<0.40 . q 一 (z 十 2.5)500 


注意 ， 表 5-11 的 逆 样 条 函数 可 以 在 图 5-6 中 用 z 代替 9 作为 自 变 量 直 接 得 到 ， 稍 后 计算 
三 次 样 条 子 模型 时 将 按照 这 个 办 法 去 做 (前 面 介 绍 的 工作 帮助 你 理解 这 个 过 程 ， 也 是 因为 它 类 
似 于 你 在 学 习 概 率 之 后 将 要 做 的 事情 )， 图 5-6 是 累积 分 布 函 数 的 一 个 例子 ， 有 很 多 种 情况 近 
似 于 众所周知 的 概率 分 布 ， 用 它们 作为 图 5-6 的 依据 ， 比 实验 数据 要 好 ， 必 须 得 到 分 布 函数 的 
反 函 数 ， 用 于 模拟 中 的 需求 子 模型 ， 而 且 可 以 证 明 这 是 困难 的 .在 这 种 情况 下 ， 反 函数 用 经 验 
模型 如 线性 样 条 或 三 次 样 条 近似 . 列 人 本 节 末 研究 课题 UMAP340 Carroll Wilde 写 的 “ 泊 松 
(Poission) 随 机 过 程 ”， 是 遵从 众所周知 的 概率 分 布 的 某 些 情况 的 优秀 入 门 读物 . 

如 果 想 得 到 一 个 连续 、 光 滑 的 需求 子 模 型 ， 可 以 构造 三 次 样 条 函数 ， 我 们 直接 把 样 条 作为 
随机 数 z 的 函数 ， 用 计算 机 程序 对 以 下 数据 计算 三 次 样 条 : 


xz |0 0.01 003 0.08 0.2 0.4 067 0.85 0.93 0.97 1.0 
q |1000 1050 1150 1250 1350 1450 1550 1650 1750 1850 2000 
样 条 函数 在 表 5-12 中 给 出 ， 若 生成 的 随机 数 为 x 二 0.214， 则 由 经 验 三 次 样 条 模型 得 到 
g 二 1350 十 715. 5(0. 014) 一 1572. 5(0. 014)? 十 2476(0. 014) 二 1359.7 加 仑 . 


模拟 方法 建 模 161 
襄 5-12 经 验 的 三 次 样 条 需求 模型 
随 机 数 三 次 样 条 
0<xz<<0.01 Si (z) 一 1000 十 4924. 92x 十 750 788. 75x? 


0.01 委 xz<0.03 
0. 03 太 r<<0. 08 
0. 08 委 zx<0. 20 
0. 02 入 xz<0. 40 
0. 40 委 xz<<0,. 67 
0. 67<z<-0,. 85 
0. 85 委 <0.93 
0. 93<xz<0. 97 
0. 97<x 委 1.00 


Sz (zx) 一 1050 十 5150. 18(x 一 0.01) 十 22 523. 66(7x 一 0.01)? 一 1 501 630. 8(x—0.01)’ 
S;(r)=1150+4249. 17(z 一 0. 03) 一 67 574. 14(x—0.03)?+451 815. 88(z 一 0. 03)’ 
SCz) 一 1250 十 880. 37(z 一 0.08) 十 198. 24(z 一 0. 08) 一 4918. 74(z 一 0. 08)3 

Ss (xz)=1350 十 715. 46(z 一 0. 20) 一 1572. 51(z 一 0. 20) 十 2475. 98(x 一 0. 20)? 

Se(z) 一 1450 十 383. 58(z 一 0. 40) 一 86. 92(z 一 0. 40)2 十 140. 80(z 一 0. 40)3 

SCz) 一 1550 十 367. 43(z 一 0. 67) 十 27. 12(x 一 0. 67)2 十 5655. 69(x—0. 67)3 

Ss (xz) 一 1650 十 926. 92(z 一 0. 85) 十 3081. 19(zx 一 0. 85)2 十 11 965. 43(z 一 0. 85)3 

So (z) 一 1750 十 1649. 66(x 一 0. 93) 十 5952. 90(z 一 0. 93)? 十 382 645. 25(x 一 0. 93): 
Sio (7)=1850 二 3962. 58(z 一 0. 97) 十 51 870. 29(x 一 0. 97): 一 576 334. 88(z 一 0. 97) 


经 验 的 需求 子 模型 可 以 用 各 种 方式 构造 ， 例 如 不 用 表 5-6 给 出 的 汽油 需求 区 间 ， 而 用 更 小 
的 区 间 . 如 果 区 间 足 够 小 ， 区 间 中 点 可 作为 整个 区 间 需 求 量 的 合理 的 近似 ， 于 是 类 似 于 图 5-6 
的 累积 直方 图 能 够 直接 用 作 子 模型 ， 如 果 愿 意 ， 连 续 子 模型 也 容易 由 更 精细 的 数据 得 到 . 

我 们 讨论 的 目的 已 经 说 明了 如 何 利用 蒙特 卡 罗 模 拟 和 实验 数据 建立 随机 行为 的 子 模型 ， 现 
在 看 看 这 个 存储 问题 怎样 以 一 般 的 方式 来 模拟 . 

给 定 每 加 仑 汽油 每 天 的 存储 费 * 和 每 次 运送 的 费用 4 ， 一 个 存储 策略 由 规定 的 运 量 Q 及 运 
送 的 时 间 间 隔 工 组 成 , 若 * 和 vd 已 知 ， 给 定 的 存储 策略 可 以 用 蒙特 卡 罗 模 拟 算 法 检验 如 下 : 

蒙特 卡 罗 存 储 算法 术语 一 览 

Q 汽油 运 量 ( 加 仓 ) 

T 


运送 的 时 间 间 隔 ( 天 ) 
1 当前 的 存储 量 ( 加 仑 ) 
d 每 次 运送 的 费用 (元 ) 
$ 每 加 仑 汽油 每 天 的 存储 费 (元 ) 
C 总 费用 
c 每 天 平均 费用 
N ”模拟 运行 的 天 数 
K 模拟 中 剩 下 的 天 数 
Xi [0， 1] 内 的 随机 数 
ai 日 需求 量 
Flag 用 于 终止 计算 的 指标 
蒙特 卡 罗 存 储 算 法 
输入 Q，T，w，s，N 
输出 < 


第 1 步 。 初始 化 : 
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Flag=0 

第 2 步 以 一 次 运送 开始 下 一 个 存储 期 : 

[一 IT 十 Q 
C=C+d 

第 3 步 确定 这 个 存储 期 的 模拟 是 否 终止 : 

车 T 汪 K, 置 T=k, Flag 二 1 

第 4 步 模拟 这 个 存储 期 (或 剩余 部 分 ) 的 每 一 天 
对 于 i 二 1，2，…， 丁 ， 执 行 第 5~9 步 

第 5 步 生成 随机 数 工 , 

第 6 步 利用 需求 子 模型 计算 9， 

第 7 步 修正 当前 的 存储 量 : I=1 一 g; 

第 8 步 若 存 储量 用 完 ， 即 I<0,， 置 [一 0， 转 第 9 步 ， 否 则 ， 计 算 日 存储 费 和 总 费用 ， 
C 一 C 十 Jx 3 

第 9 步 减少 模拟 中 剩 下 的 天 数 

| 天 一 并 一 1 

第 10 步 ” 若 Flag=0， 转 第 2 步 ， 否则 ， 转 第 11 步 

第 11 步 ”计算 每 天 平均 费用 c= 二 C/N 

第 12 步 输出- 

停止 
可 以 用 这 个 算法 检验 各 种 策略 以 确定 每 天 平均 费用 . 你 大 概 还 想 细 化 该 算法 以 了 解 其 他 效 
[202] 能 指标 ， 如 下 面 习题 中 提出 的 未 满足 的 需求 和 短缺 汽油 的 天 数 . 


bb 
习题 


1. 修正 存储 算法 以 了 解 未 满足 的 需求 ， 以 及 加 油 站 短缺 汽油 的 天 数 (至 少 一 天 中 有 部 分 时 
间 短 缺 ). 1 

2. 多 数 加 油 站 有 存储 容量 Q,。.， 不 能 超过 ， 细 化 存储 算法 以 考虑 这 个 因素 ， 由 于 需求 子 
模型 在 存储 期 末 的 随机 性 ， 剩 下 的 汽油 量 可 能 会 不 少 ， 如 果 几 个 存储 期 连续 出 现 这 种 
情况 ， 超 出 量 就 可 能 达到 Q。..， 因 为 承受 额外 的 存储 时 有 财政 支出 ， 加 油 站 不 希望 出 
现 这 种 情况 ， 你 能 提出 另外 的 办 法 吗 ? 修正 存储 算法 以 考虑 你 的 建议 . 

3, 在 很 多 加 油 站 运送 的 时 间 间 隔 了 和 运 量 Q 不 是 固定 的 ， 而 用 -- 张 定单 代表 一 定 的 汽油 
量 ， 根 据 在 给 定时 间 内 有 多 少 张 定 单 ， 为 定单 制订 不 同 的 供 货 时 间 . 没有 理由 认为 送 
货机 制 的 效能 会 有 改变 ， 所 以 检查 了 过 去 100 次 供 货 记录 ， 发 现下 面 的 延迟 时 间 ， 即 
为 定单 供 货 所 需 的 时 间 
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构造 延迟 时 间 子 模型 的 蒙特 卡 罗 模 拟 ， 若 你 有 合适 的 计算 器 或 计算 机 ， 运 行 1000 次 检 
验 这 个 子 模型 ， 并 将 各 个 延迟 时 间 的 出 现 次 数 与 历史 数据 比较 . 

4. 习题 3 给 出 另 一 种 存储 策略 ， 当 存储 量 达 到 一 定 水 平 (定货 点 ) 时 ， 发 出 最 住 定货 量 的 
定单 .构造 一 个 算法 模拟 这 个 过 程 ， 以 及 合适 的 需求 与 延迟 时 间 的 随机 子 模型 ， 如 何 
利用 这 个 算法 寻求 最 优 定货 点 和 最 优 定货 量 ? 

. 有 时 遇 到 加 油 站 售 完 汽油 ， 顾 客 就 径直 到 另 一 家 加 油 站 ， 然 而 在 许多 情况 下 (说 出 几 种 
这 样 的 情况 ) ， 有 些 顾 客 会 留 下 一 个 延期 定单 ， 或 者 拿 走 一 个 延期 赁 证， 如果 这 个 定单 
在 一 个 随 顾 窜 不 同 而 随机 变化 的 时 间 内 没有 供 货 ， 顾客 将 取消 他 或 她 的 定单 ， 假 定 检 
查 了 1000 个 顾客 的 历史 数据 ， 得 到 表 5-13， 即 200 个 顾客 甚至 没有 留 下 延期 定单 ， 还 
有 150 个 顾客 如 果 1 天 不 供 货 就 取消 定单 . 


表 5-13 延期 定单 子 模型 的 假设 数据 


顾客 取消 定单 前 等 待 的 天 数 出 现 次 数 累积 出 现 次 数 
0 200 200 
1 150 350 
2 200 550 
3 200 750 
4 150 900 
5 
6 


on 


50 950 
50 1000 
1000 


〈a) 构 造 延 期 定单 子 模型 的 蒙特 卡 罗 模 拟 ， 若 你 有 合适 的 计算 器 或 计算 机 ， 运 行 1000 次 
检验 这 个 子 模型 ， 并 将 不 同 天 数 取 消 的 出 现 次 数 与 历史 数据 比较 . 

(b) 考 察 习题 1 中 的 修正 算法 ， 进 一 步 修改 它 以 考虑 延期 定单 ， 你 认为 延期 定单 应 该 是 
某 种 形式 的 惩罚 吗 ? 如 果 是 ， 你 会 怎样 做 ? 


研究 课题 { 


1. 完成 UMAP 教学 单元 340“ 泊 松 (Poission) 随 机 过 程 ”(Carroll O，Wilde) 的 要 求 ， 引 入 
概率 分 布 以 得 到 随机 到 达 方 式 、 到 达 间 隔 、 等 待 队长 及 服务 损失 率 的 实际 信息 ， 要 用 到 泊 松 分 
布 、 指 数 分 布 和 Erlang 公式 ， 教 学 单元 需要 概率 人 门 课程 ， 应 用 求 和 符号 以 及 微分 和 积分 的 
概念 ， 为 课堂 介绍 准备 一 个 10 分 钟 的 教学 单元 的 概述 . 


[Be) 
OO 
心 
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2. 假设 每 加 仑 汽油 每 天 的 存储 费 为 0. 001 元 ， 每 次 运送 的 费用 为 500 元 ， 编 制 你 在 习题 4 
中 构造 的 算法 的 计算 机 代码 ， 比 较 各 种 定货 点 和 定货 量 策略 . 


5.5 排队 模型 


例 1 港口 系统 


考察 一 个 带 有 船只 外 货 设备 的 小 港口 ， 任 何 时 间 仅 能 为 一 般 船 只 外 货 ， 船 只 进 港 是 为 了 外 
货 ， 相 邻 两 稻 船 到 达 的 时 间 间 隔 在 15 分 钟 到 145 分 钟 之 间 变 化 ， 一 艘 船只 印 货 的 时 间 由 所 御 
货物 的 类 型 决定 ， 在 45 分 钟 到 90 分 钟 之 间 变 化 ， 需 要 回答 以 下 问题 ， 

1) 每 稻 船 只 在 港口 的 平均 时 间 和 最 长 时 间 是 多 少 ? 

2) 车 一 稻 船 只 的 等 待 时 间 是 从 到 达到 开始 印 货 的 时 间 ， 每 稻 船 只 的 平均 等 待 时 间 和 最 长 等 
待 时 间 是 多 少 ? 

3) 印 货 设备 空闲 时 间 的 百分比 是 多 少 ? 

4) 船 只 排队 最 长 的 长 度 是 多 少 ? 

为 了 得 到 一 些 合理 的 答案 ， 利 用 计算 机 或 可 编程 计算 器 来 模拟 港口 的 活动 ， 假 定 相 邻 两 稻 
船 到 达 的 时 间 间隔 和 每 稻 船 只 外 货 的 时 间 在 它们 各 自 的 时 间 区 间 内 均匀 分 布 ， 例 如 两 艘 船 到 达 
的 时 间 间 隔 可 以 是 15 到 145 之 间 的 任何 整数 ， 且 这 个 区 间 内 的 任何 整数 等 可 能 地 出 现 ， 在 给 
出 模拟 这 个 港口 系统 的 一 般 算法 之 前 ， 考 虑 有 5 艘 船只 的 假想 情况 . 


对 每 艘 船只 有 以 下 数据 : 
船 1 船 2 船 3 船 4 船 5 
相 邻 两 硒 船 到 达 的 时 间 间 隔 20 30 15 120 25 
印 货 时 间 55 45 60 75 80 


因为 船 1 在 时 钟 于 :一 0 分 钟 开始 计时 后 20 分 钟 到 达 ， 所 以 港口 印 货 设 备 在 开始 时 空闲 了 
20 分 船 工 立即 开始 印 货 ， 印 货 用 时 55 分 ， 其 间 ， 船 2 在 时 钟 开 始 计时 后 :一 20 十 30 一 50 分 
钟 到 达 ， 在 船 1 于 1 二 20 十 55=75 分 钟 印 货 完毕 之 前 ， 船 2 不 能 开始 印 货 ， 这 意味 着 船 2 在 印 
货 前 必须 等 待 75 一 50 一 25 分 钟 . 这 个 情况 表示 在 下 面 的 时 间 标 记 图 中 


时 间 标 记 1 
ss 船 2 到 达 
到 i 船 1 卸货 完毕 : 
空间 | 上 船 2 开始 种 货 | 
0 20 50 75 时 钟 (分 ) 


在 船 2 开始 卸货 之 前 ， 船 3 于 :一 50 十 15 一 65 分 钟 到 达 ， 因 为 船 2 在 :一 75 分 钟 开 始 外 货 ， 
并 且 印 货 需 时 45 分 钟 ， 所 以 在 船 2 于 一 75 十 45 一 120 分 钟 印 货 完毕 之 前 ， 船 3 不 能 开始 印 货 . 
这 样 ， 船 3 必须 等 待 120 一 65 一 55 分 钟 ， 这 个 情况 表示 在 下 一 个 时 间 标 记 图 中 ， 
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时 间 标 记 2 
种? 加 后 
船 3 
船 3 到 达 于 
空闲 + 
0 20 50 6575 120 时 钟 (分 ) 


船 4 在 :一 65 十 120 一 185 分 钟 之 前 没有 到 达 ， 因 此 船 3 已 经 在 :一 120 十 60 一 180 分 钟 卸 货 
完毕 ， 港 口 印 货 设 备 空闲 185 一 180=5 分 钟 ， 并 且 ， 船 4 到 达 后 立即 和 卸货， 如 下 图 : 
时 间 标 记 3 和 
船 3 卸货 完毕 船 4 到 达 
空闲 型 。 
0 20, 50 6575 120 180 185 时 钟 (分 ) 
最 后 ， 在 船 4 于 t= 二 185 十 75 二 260 分 钟 印 货 完毕 之 前 ，、 船 5 在 1 王 185 十 25 一 210 分 钟 到 达 ， 
于 是 船 5 在 开始 卸货 前 必须 等 待 260 一 210 二 50 分 钟 . 最 后 这 种 情况 表示 在 下 一 个 时 间 标 记 


图 中 : 
时 间 标 记 4 
船 5 到 达 St 船 5 抒 货 完毕 
5 全 完毕 
空 亲 空间 下 + | + 
0 20 50 6575 120 180 185 210 260 340 时钟 (分 ) 


在 图 5-9 中 总 结 了 5 艘 假想 到 达 船 只 的 每 一 艘 的 等 待 时 间 和 和 缉 货 时 间 . 表 5-14 总 结 了 5 
条 假想 船只 整个 模拟 的 结果 . 注意，5 笨 船 总 的 等 待 时 间 是 130 分 钟 ， 这 种 等 待 时 间 对 船主 来 
说 代表 一 笔 费用 ， 也 是 顾客 对 码头 设备 不 满意 的 来 源 ， 另 一 方面 ， 码 头 设备 总 共 只 有 25 分 钟 
的 空闲 时 间 ， 在 模拟 的 340 分 钟 内 有 315 分 钟 ， 即 大 约 93% 的 时 间 ， 设 备 是 在 利用 中 . 


0 20 50 65 75 120 180185 210 260 340 


| 时 间 (分 ) 

1 11 1 | 

1 | | 外， 1 11 1 | 

! 1 11 ! 1 
11 1 

| 

| 11 | 1 

1 1 1 

1 | 1 

I 1 1 

1 

1 

1 

| 

1 

I 

1 


国 国 空间 /等待 时 间 


睫 ] 印 货 时 间 


5-9 船只 和 码头 设备 的 空闲 和 外 货 时 间 


206 


166 


表 5-14 港口 系统 模拟 概要 


船只 序号 tr 到 达 时 间 开始 服务 排队 长 度 等 待 时 间 印 货 时 间 a a 
1 20 20 20 0 0 55 55 20 
2 30 50 75 1 25 45 70 0 
3 15 65 120 2 55 60 115 0 
4 120 185 185 0 0 75 75 5 
5 25 210 坊 260 1 50 80 130 0 
总 计 ( 如 果 适 宜 ) 130 25 
平均 (如 果 适 宜 ) 26 63 89 


注 : 在 时 钟 于 :一 0 开始 计时 后 ， 给 出 的 所 有 时 间 以 分 钟 计 . 


设想 码头 设 


备 的 拥有 者 关心 他 们 提供 服务 的 质量 ， 并 且 要 评价 各 种 管理 模式 以 确定 为 了 改善 


服务 是 否 值得 增加 费用 ， 做 一 些 统计 可 以 帮助 对 服务 质量 的 评价 ， 例 如 ， 呆 在 港口 时 间 最 长 的 般 
只 是 船 5， 果 了 130 分 钟 ， 而 平均 是 89 分 钟 ( 表 5-14)， 通 常 顾客 对 等 待 时 间 的 长 短 非常 在 乎 ， 例 
中 最 长 的 等 待 时 间 为 55 分 钟 ， 而 平均 是 26 分 钟 ， 如 果 排 队 太 长 有 些 顾 客 会 改 到 别处 去 做 生意 ， 


例 中 最 长 的 队 是 


2. 用 下 面 的 蒙特 卡 罗 模拟 算法 可 以 做 这 些 统计 ， 对 各 种 管理 模式 进行 估价 . 


港口 系统 算法 术语 一 览 


between， 船 i 与 i 一 1 的 到 达 时 间 间 隔 ( 在 15 和 145 之 间 变 化 的 一 个 随机 整数 ) 
arrive; 从 时 钟 上 一 0 分 开始 计时 ， 船 i 到 达 港 口 的 时 间 

unload; 船 i 在 港口 印 货 所 需 的 时 间 ( 在 45 和 90 之 间 变 化 的 一 个 随机 整数 ) 
start; 船 i 开始 印 货 的 时 间 ， | 

idle, 恰 在 船 开始 印 货 之 前 码头 设备 空闲 的 时 间 

wait: 船 ; 到 达 后 开始 外 货 前 在 码头 的 等 待 时间 

finish; 船 i 印 货 完毕 的 时 间 

harbor; 船 i 呆 在 港口 总 的 时 间 

HARTIME 每 稻 船 呆 在 港口 的 平均 时 间 

MAXHAR 一 般 船 呆 在 港口 的 最 长 时 间 

WAITIME 每 艘 船 印 货 之 前 的 平均 等 待 时 间 

MAXWAIT ”一 稻 船 的 最 长 等 待 时 间 

IDLETIME 印 货 设备 空闲 时 间 占 总 模拟 时 间 的 百分比 

港口 系统 模拟 算法 | 

输入 模拟 中 的 船只 总 数 > 

输出 HARTIME, MAXHAR, WAITIME, MAXWAIT 和 IDLETIME 


第 1 步 
第 2 步 


随机 生成 between, 和 unload, ， 令 arrivel = between, 
全 部 输出 初始 化 ; 
HARTIME= unload ， MAXHAR= unload,， 
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WAITIME=0, MAXWAIT=0, IDLETIME= arrive! 
第 3 步 计算 船 1 缉 货 完毕 的 时 间 : 
l finish, 一 arrivel + unload! 
第 4 步 。 对 于 ;= 王 2，3，…，m， 执 行 第 5 一 16 步 
第 5 步 分 别 在 各 自 的 区 间 上 生成 一 对 随机 整数 between 和 unload; 
第 6 步 假定 时 钟 从 1=0 分 钟 开始 计时 ， 计 算 船 i 的 到 达 时 间 
arrive; 一 arrivei-l 十 betweeni 
第 7 步 计算 船 i 到 达 与 船 i 一 1 印 货 完毕 的 时 间 之 差 : 
timediff= arrive; — finish,_} 
第 8 步 若 timediff 非 负 ， 则 外 货 设备 空闲 : 
idle; =timedi{ff BH wait 一 0 
车 timediff 为 负 ， 则 船 :在 印 货 前 必须 等 待 : 
wait;= ~—timediff 且 idle,=0 
第 9 步 。 计算 船 i 开 始 印 货 的 时 间 
start; 一 arrivei 十 wait; 
第 10 步 ”计算 船 i 印 货 完毕 的 时 间 : 
finish; = start; + unload.; 
第 11 步 ”计算 船只 呆 在 港口 的 时 间 : 
harbor; = wait, + unload; 
第 12 步 ”将 harbor 加 入 总 的 港口 时 间 HARTIME,， 平均 时 用 到 
第 13 步 ” 若 harbor> MAXHAR， 则 令 MAXHAR==harbor,; 否则 MAXHAR 不 变 
第 14 步 ”将 wait 加 入 总 的 等 待 时 间 WAITIME, 平均 时 用 到 
第 15 步 ”将 idle; 加 入 总 的 空闲 时 间 IDLETIME 
第 16 步 ” 若 waiti> MAXWAIT， 则 令 MAXWAIT=wait;; 否则 MAXWAIT 不 变 
第 17 步 令 HARTIME=HARTIME/n， WAITIME= WAITIME/n, 且 IDLETIME= 
IDLETIME /finish, 
第 18 步 ”输出 (HARTIME, MAXHAR, WAITIME, MAXWAIT, IDLETIME) 


停止 


按照 上 面 的 算法 ， 表 5-15 给 出 每 次 100 艘 船 共 6 次 独立 模拟 的 结果 . 


于 5-15 ”100 稻 船 港口 系统 的 模拟 结果 


一 稻 船 呆 在 港口 的 平均 时 间 106 85 101 116 112 94 
一 般 船 呆 在 港口 的 最 长 时 间 287 180 233 280 234 264 
一 般 船 的 平均 等 待 时 间 39 20 35 50 44 27 
一 稻 船 的 最 长 等 待 时 间 213 118 172 203 167 184 
印 货 设备 空闲 时 间 的 百分比 0. 18 0. 17 0. 15 0. 20 0. 14 0. 21 


注 ， 所 有 时 间 以 分 钟 计 ， 相 邻 两 稻 船 到 达 的 时 间 间 隔 为 15 一 145 分 钟 ， 每 艘 船 印 货 时 间 为 45~90 分 钟 . 
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现在 假定 你 是 码头 设备 拥有 者 的 顾问 ， 如 果 能 够 雇佣 更 多 的 劳动 力 ， 或 者 得 到 更 好 的 印 货 设 
备 ， 使 印 货 时 间 减 少 到 每 稻 船 3 一 75 分 钟 ， 会 有 什么 影响 ? 表 5-16 给 出 了 基于 模拟 算法 的 结果 . 


表 5-16 100 趣 船 港口 系统 的 模拟 结果 


一 稻 船 呆 在 港口 的 平均 时 间 74 62 64 67 67 73 

一 稻 船 呆 在 港口 的 最 长 时 间 161 116 167 178 173 190 

一 般 船 的 平均 等 待 时 间 19 6 10 12 12 16 

一 般 船 的 最 长 等 待 时 间 102 58 102 110 104 131 

印 货 设备 空闲 时 间 的 百分比 0. 25 0. 33 0. 32 0. 30 0. 31 0. 27 
NN Me 0 0 02 


注 : 所 有 时 间 以 分 钟 计 ， 相 邻 两 艘 船 到 达 的 时 间 间 隔 为 15~145 分 钟 ， 每 艘 船 邹 货 时 间 为 35 一 75 分 钟 . 


从 表 5-16 可 以 看 到 ， 每 艘 船 的 印 货 时 间 减 少 15 一 20 分 钟 ， 使 得 船只 呆 在 港口 的 时 间 特 别 
是 等 待 时 间 缩短 了 ， 而 设备 空闲 时 间 的 百分比 却 增加 了 近 一 倍 . 船主 对 此 是 满意 的 ， 因 为 这 提 
高 了 长 期 行驶 时 每 艘 船 运送 货物 的 效率 .这样 ， 人 入港 贸易 好 像 会 增加 ， 如 果 贸 易 量 增加 使 得 相 
邻 两 艘 船 到 达 的 时 间 间 隔 缩短 到 10 到 120 分 钟 之 间 ， 模 拟 结果 如 表 5-17， 从 这 个 表 可 以 看 到 ， 
随 着 贸易 量 的 增加 ， 船 只 又 要 在 港口 呆 更 长 的 时 间 ， 但 设备 空闲 时 间 少 多 了 ， 于 是 船主 和 设备 
拥有 者 都 随 着 贸易 量 的 增加 而 受益 . 


表 5-17 100 艘 船 港 口 系 统 的 模拟 结果 


一 稻 船 呆 在 港口 的 平均 时 间 114 79 96 88 126 115 
一 般 船 果 在 港口 的 最 长 时 间 248 224 205 171 371 223 
一 般 船 的 平均 等 待 时间 57 24 41 35 71 61 
一 稻 船 的 最 长 等 待 时 间 175 152 155 “ 122 309 173 
印 货 设备 空 疮 时 间 的 百分比 0.15 0. 19 0. 12 0. 14 0. 17 0. 06 


注 ， 所 有 时 间 以 分 钟 计 ， 相 邻 两 艘 船 到 达 的 时 间 间 隔 为 10~ 120 分 钟 ， 每 稻 船 印 货 时 间 为 35~75 分 钟 . 


假定 我 们 对 两 条 船 到 达 的 时 间 间 隔 和 每 艘 船 的 卸货 时 间 分 别 在 15 委 between, 之 145 和 45 苹 
unloadi<90 内 均匀 分 布 不 满意 ， 决 定 收集 港口 系统 的 经 验 数 据 ， 并 将 结果 并 人 我 们 的 模型 ， 如 在 
上 一 节 讨论 的 需求 子 模型 一 样 ， 设 想 观测 了 利用 港口 印 货 的 1200 稻 船 ， 收 集 的 数据 见 表 5-18. 


于 5-18 利用 港口 设备 的 1200 稻 船 的 收集 数据 
两 艘 船 到 达 的 间隔 出 现 次 数 出 现 概率 印 货 时 间 出 现 次 数 出 现 概率 
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两 艘 船 到 达 的 间隔 出 现 次 数 


105 一 114 
115 一 124 44 0. 037 
125 一 134 21 0.017 
135 一 145 


注 ， 所 有 时 间 以 分 钟 计 ， 


按照 5. 4 节 氢 述 的 做 法 ， 将 船 到 达 间 隔 的 单个 的 概率 连续 地 加 在 一 起 ， 也 将 印 货 时 间 的 单 
个 的 概率 连续 地 加 在 一 起 ， 就 得 到 累积 直方 图 ， 如 图 5-10 所 示 . 


请 
究 
左 
路 
证 
礼 
丑 
0.0 时 间 
15 25 35 45 55 65 75 85 95 105 115 125 135 145 
a) 船 到 达 间 隔 
诗 
时 
后 
醚 
证 
展 
习 


时 间 


45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 
b) 卸 货 时 间 


图 5-10 表 5-18 给 出 的 船 到 达 间隔 和 外 货 时 间 的 累积 直方 图 
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下 一 步 利用 0 委 z 委 1 区 间 上 均匀 分 布 随机 数 来 重 现 由 累积 直方 图 给 定 的 各 个 到 达 时 间 和 钊 
货 时 间 ， 然 后 用 每 个 区 间 的 中 点 ， 并 通过 相 邻 的 数据 点 构造 线性 样 条 (将 在 习题 1 中 完成 ). 
样 条 很 容易 直接 计算 ， 我 们 将 结果 摘要 地 列 在 表 5-19 和 表 5-20 中 ， 
匡 区 间 随 机 数 为 自 变量 、 两 起 船 到 达 间 隔 为 函数 的 分 段 线性 子 模型 


时 5-19 以 [0， 


随机 数 区 间 

0<<z<0. 009 
009<x<<0. 038 
038 和 rz<0. 073 
073 委 z<0.124 
124<z<0. 214 
.214S<zx<0. 375 
375 福 zx<<0. 575 
575<x<<0. 747 
747<z<<0. 872 
872 委 xz<0. 943 
943<<z<<0. 980 
980 委 zx<<0. 997 
997<x 委 1. 000 


FPPPPoPooeoos 


相应 的 到 达 时 间 


15<6<20 
20<b<30 
30 委 0<<40 
40 和 5<<50 
50 委 6<<-60 
60 委 5<<70 
70 委 2<<80 
80 委 56<<90 


90 委 0 一 100 
100 委 56<110 


11 


0<6<120 


120<6<130 
130<b<145 


逆 线 性 样 条 

6 一 555. 6z 十 15. 0000 
6 一 344. 8x 十 16. 8966 
0 一 285. 7xz 十 19. 1429 
6 一 196. 1x 十 25. 6863 
6 一 111. 1x 十 36. 2222 
b=62. 1z 十 46. 7080 

6 一 50. 0xz 十 51. 2500 
60 一 58. 1z 十 46. 5698 

6 一 80. 0z 十 30. 2400 
0 一 140. 8x 一 22. 8169 
6 一 270. 3x 一 144. 8649 
6 一 588. 2x 一 456. 4706 
6 一 5000. 0xz 一 4855 


胡 5-20 ”以 [0，1] 区 间 随 机 数 为 自 变 量 、 和 卸货 时 间 为 函数 的 分 段 线性 子 模型 


随机 数 区 间 相应 的 印 货 时 间 

0 和 rr<<0. 017 45 委 “<47. 5 
0.017 委 zz<0. 062 47. 5 委 x<<52. 5 
0. 062 委 >z<0. 157 52. 5 委 x<<57. 5 
0. 157 委 -<0. 243 57. 5 委 x<<62.5 
0. 243<z<0. 373 62. 5 委 x<67.5 
0. 373 委 <<0. 558 67. 5 委 x<72.5 
0. 558 委 xx<0. 766 72. 5 委 x<<77.5 
0. 766 委 rz<0. 909 77. 5 扫 x<<82.5 
0. 909<z< 妇 1. 000 82. 5 委 :x 委 90 


道 线性 样 条 

2a 一 147y 十 45. 000 
za 一 111z 十 45. 611 
L 一 53z 十 49. 237 

2 一 58z 十 48. 372 
u=38. 467z 十 53. 154 
24 一 277z 十 57. 419 

2 一 24z 十 59.087 
2 一 35x 十 50. 717 
2 一 82. 41z 十 7.582 


最 后 ， 按 照 表 5-19 和 表 5-20 给 出 的 规则 生成 between, 和 unjoad;( 一 1，2，3，…，7)， 
[E1 引 将 线性 样 条 子 模型 并 人 港口 系统 的 模拟 模型 镍 这 些 子 模型， 表 5-21 给 出 了 每 次 100 艘 船 共 6 


次 独立 模拟 的 结果 . 
表 5-21 100 稻 船 的 港口 系统 模 氢 结果 
一 稻 船 呆 在 港口 的 平均 时 间 108 95 78 123 101 
一 稻 船 呆 在 港口 的 最 长 时 间 237 188 133 250 191 
一 稻 船 的 平均 等 待 时 间 38 25 9 53 31 
一 般 船 的 最 长 等 待 时 间 156 118 65 167 124 
种 货 设备 空闲 时 间 的 百分比 0.09 0. 09 0. 08 0. 12 0. 06 0. 10 


注 : 根据 表 5-18 的 数据 .所 有 时 间 以 分 钟 计 . 
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例 2 早 高 峰 时 间 


上 一 个 例子 中 考察 的 是 有 单个 印 货 设备 的 港口 系统 ， 这 类 问题 通常 称 为 单 服务 台 排队 ， 下面 考 
察 有 4 部 电梯 的 系统 ， 作 为 多 服务 台 排 队 的 例子 .我 们 讨论 这 个 问题 ， 并 在 附录 B 中 给 出 算法 . 

考察 某 个 城市 繁华 地 区 一 座 12 层 的 写字 楼 ， 在 早 高 峰 时 间 ， 上 午 7: 50 到 9 : 10， 人 们 进 
人 一 楼 大 厅 并 乘 电梯 到 他 们 所 在 的 楼 层 ， 有 4 部 电梯 为 这 座 大 楼 服务 ， 乘客 到 达 大 楼 的 时 间 间 
隔 在 0 一 30 秒 内 随机 地 变化 ， 到 达 后 每 个 乘客 选择 第 一 部 可 乘 的 电梯 (从 1 到 4 编号 )， 当 某 人 
进入 电梯 并 选择 到 达 楼 层 后 ， 电 梯 在 关门 前 等 待 15 秒 ， 如 果 另 一 个 人 在 这 15 秒 内 到 来 ， 这 种 
等 待 将 重新 开始 ， 如 果 15 秒 内 无 人 到 达 ， 电 梯 就 把 全 体 乘客 送 上 去 .假定 中 途 没有 其 他 乘客 
要 上 电梯 ， 送 完 最 后 一 个 乘客 后 ， 电 梯 回 到 大 厅 ， 途 中 也 不 上 乘客 .一 部 电梯 的 最 大 容量 为 
12 位 乘客 ， 当 一 位 乘客 来 到 大 厅 ， 没有 电梯 可 乘 时 (因为 全 部 4 部 电梯 都 在 运送 乘客 ) ， 就 开 
始 在 大 厅 排 队 . 

写字 楼 的 管理 者 希望 为 乘客 提供 优良 的 电梯 服务 ， 现 在 的 服务 状况 是 ， 有 些 乘客 申诉 ， 在 
电梯 回来 之 前 他 们 在 大 厅 等 待 时间 太 长 ， 另 一 些 人 则 抱怨 他 们 在 电梯 中 呆 的 时 间 太 长 ， 还 有 人 
说 ， 早 高 峰 时 间 大 厅 里 人 太 挤 .实际 情况 如 何 呢 ? 管理 者 能 够 通过 对 电梯 采取 更 有 效 的 调度 手 
段 来 解决 这 些 抱怨 吗 ? 

我 们 希望 借助 计算 机 实现 一 种 算法 来 模拟 电梯 系统 ， 回 答 以 下 问题 ，; 

1) 在 一 个 典型 的 早 高 峰 时 间 ， 电 梯 实 际 上 为 多 少 乘客 提供 了 服务 ? 

2) 如 果 一 个 人 的 等 待 时 间 是 他 排 在 队伍 中 的 时 间 ， 即 从 到 达 大 厅 到 进入 一 部 可 乘 电梯 的 时 
间 ， 问 一 个 人 在 队 中 等 待 的 平均 时 间 和 最 长 时 间 是 多 少 ? 

3) 最 长 的 队长 ?是 多 少 ?这 个 问题 的 回答 将 向 管理 者 提供 大 厅 拥 挤 程度 的 信息 . ) 

4) 如 果 运 送 时 间 是 一 位 乘客 从 到 达 大 厅 到 他 或 她 到 达 要 去 的 楼 层 的 时 间 ， 包 括 等 电梯 的 时 
间 ， 问 平均 运送 时 间 和 最 长 运送 时 间 是 多 少 ? 

5) 一 位 乘客 实际 上 呆 在 电梯 中 的 平均 时 间 和 最 长 时 间 是 多 少 ? 

6) 每 部 电梯 停 多 少 次 ? 早 高 峰 时 间 每 部 电梯 实际 上 使 用 时 间 的 百分比 是 多 少 ? 

附录 B 给 出 了 一 个 算法 . 


习题 


1. 利用 表 5-18 的 数据 和 图 5-10 的 累积 直方 图 ， 构 造船 到 达 间 隔 和 秃 货 时 间 的 子 模型 累 
积 图 (如 图 5-7 那样 )， 计 算 每 个 随机 数 区 间 上 的 线性 样 条 方程 ， 将 结果 与 表 5-19 和 表 
5-20 的 闭 样 条 做 比较 . 

2. 用 一 个 光滑 的 多 项 式 拟 合 表 5-18 的 数据 ， 求 出 到 达 间 隔 和 和 印 货 时 间 ， 与 表 5-19 和 表 
5-20 的 结果 比较 . 

3. 修正 港口 系统 算法 以 跟踪 排队 等 待 的 船只 的 数量 . 


提 队长 即 队伍 的 长 度 ， 指 排队 的 人 (或 其 他 对 象 ) 的 数目 .一 一 译 者 注 
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4. 许多 小 的 港口 对 于 等 待 印 货 的 区 域 所 能 容纳 的 船只 有 最 大 数量 限制 Nw,， 如 果 假 定 不 
能 进入 港口 的 船只 将 到 别处 卸货 ， 改 进 港口 系统 算法 以 考虑 这 种 情况 . 

. 如 果 码 头 设备 的 拥有 者 决定 购置 第 二 台 设 备 以 容纳 更 多 的 船 卸 货 ， 船 进入 港口 后 到 可 
以 使 用 的 设备 去 ， 若 两 台 设 备 都 可 用 ， 就 到 设备 1 去 .利用 原 有 例子 中 关于 船只 到 达 
间隔 和 凶 货 时 间 的 假设 ， 修 正 原 有 算法 以 适用 于 有 两 台 设 备 的 系统 . 

. 建立 棒球 比赛 的 蒙特 卡 罗 模 拟 ， 利 用 单 次 击 球 的 统计 数据 来 模拟 一 又 打 、 二 鱼 打 、 三 
侈 打 、 本 侈 打 或 出 局 的 概率 ， 在 更 精细 的 模型 中 ， 你 如 何 处 理 击 球员 因 投 手 投 出 四 个 
坏 球 而 移 到 第 一 又 、 击 出 安打 、 偷 合 ( 在 一 次 投球 后 ， 没 有 击 球员 、 游 击 手 、 传 球 手 或 
外 野手 的 帮助 而 安全 跑 人 另 一 又 ) 和 双 杀 ? 


研究 课题 


1. 写 出 计算 机 模拟 程序 ， 实 现 港口 系统 算法 . 

2. 写 出 计算 机 模拟 程序 ， 实 现 你 喜爱 的 两 支 球 队 的 棒球 比赛 

3. 选择 一 个 有 红绿灯 的 交通 路 口 ， 收 集 车 辆 到 达 和 离 去 的 数据 ， 用 蒙特 卡 罗 模 拟 建 立 这 
个 路 口 的 交通 流 模型 
”和 4. 洛杉矶 学 区 将 代课 教师 纳入 一 储备 机 构 中 ， 不 论 他 们 是 否 教 课 都 付 给 报酬 。 假 定 当 对 
代课 的 需求 超过 储备 机 构 的 容量 时 ， 由 正规 教师 来 上 课 ， 但 要 付 给 较 高 的 报酬 ， 设 x 表示 菜 一 
天 需要 代课 教师 的 数量 ，S 表示 储备 机 构 的 容量 ， 表示 付 给 代课 教师 的 报酬 ，r 表示 每 天 加 
班 费 " ， 于 是 费用 为 


Ot 


Cn 


| pS 如 果 xz<=5S 
ee rz 宇 S 
其 中 假定 p<=rx. 
(a) 利 用 给 出 的 星期 一 需要 的 代课 教师 的 数量 做 模拟 ， 来 优化 储备 机 构 的 容量 ， 对 该 学 区 
而 言 最 优 的 储备 机 构 应 是 期 望 费 用 最 小 的 一 个 ， 设 报酬 p= 二 45 美元 ,r= 二 81 美元 ， 假 
定数 据 是 均匀 分 布 的 9 . 


星期 一 对 代课 教师 的 需求 


教师 数量 相应 的 百分比 ”累积 的 百分比 
201 一 275 2.7 2.7 
276 一 350 2.7 5. 4 
351 一 425 2.7 8.1 
426 一 500 227 10.8 
501 一 575 16. 2 27.0 


相应 的 百分比 ”累积 的 百分比 


576 一 650 
651 一 725 48. 6 86. 4 
726 一 800 8.1 94.5 
801 一 875 2.7 97.2 
876 一 950 2.7 99.9 


| ) 对 于 S=100 到 S 一 900( 步 长 100) 的 每 个 S 做 500 次 模拟 ， 对 每 个 S 用 500 次 的 平 
均值 估计 其 费用 . 


@ 即 正规 教师 的 报酬 ， 一 一 译 者 注 
名 ” 指 在 下 表 第 1 列 的 每 个 区 间 中 .一 一 译 者 注 
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ii ) 将 S 最 优 值 的 搜索 变 窗 :， 对 上 面 得 到 的 S 最 优 值 取 长 度 200 的 区 间 ， 将 这 个 区 间 
10 等 分 ， 对 每 个 等 分 点 做 1000 次 模拟 . 
i 7 继续 S 最 优 值 搜索 变 窗 过 程 ， 每 次 缩小 步 长 ， 且 增加 迭代 次 数 ?. 确定 了 S 的 最 
优 值 后 ， 用 具体 的 证 据 提 交 你 的 选择 . 
(b) 设 p= 二 36 美元 ,r= 二 81 美元 ， 重 复 (a). 
(c) 利 用 给 出 的 星期 二 的 数据 ， 设 p= 二 45 美元 ，r 一 81 美元 ， 重 复 (a). 
(d) 利 用 星期 二 的 数据 ， 设 p= 二 36 美元 ,r= 二 81 美元 ， 重 复 (c). 


星期 二 对 代课 教师 的 需求 


教师 数量 
201 一 275 


相应 的 百分比 累积 的 百分比 相应 的 百分比 


累积 的 百分比 


576 一 650 


276 一 350 2. 5 5.0 651 一 725 42. 5 90. 0 
351 一 425 5.0 10.0 726 一 800 5.0 95.0 
426 一 500 7.5 17.5 801 一 875 2.5 97.5 


501 一 575 876 一 950 


旬 ” 指 模拟 次 数 ，---- 译 者 注 


第 6 章 离散 概率 模型 


引 


了 


我 们 已 经 利用 比例 和 确定 比例 系数 的 方法 建立 了 模型 ， 但 是 ， 如 果 像 加 油 站 对 汽油 的 需求 
量 那样 ， 实 际 过 程 中 出 现 了 变化 怎么 办 ? 本 章 中 将 允许 比例 系数 以 随机 形式 改变 ， 而 不 是 固定 
不 变 ， 我 们 将 从 回顾 离散 动力 系统 开始 ， 并 介绍 有 随机 参数 的 情况 . 


6.1 离散 系统 的 概率 模型 


本 节 将 回顾 3.4 节 讨 论 的 差分 方程 组 ， 但 是 允许 方程 组 的 系数 随机 地 变化 .一 种 特殊 情 
况 ， 称 为 马尔 可 夫 链 (Markov chain)， 是 在 任何 给 定时 刻 具 有 同样 多 个 状态 或 结果 的 一 个 过 
程 ， 这 些 状 态 不 会 重 倒 ， 并 且 覆 盖 所 有 可 能 的 结果 .在 马尔 可 夫 过 程 中 ， 系 统 可 以 从 一 个 状态 
转移 到 另 一 个 ， 每 个 时 段 转 移 一 次 ， 并 且 这 种 向 每 个 可 能 结果 的 转移 存在 一 定 的 概率 ， 在 每 个 
时 段 对 于 每 个 状态 ， 从 当前 状态 向 下 一 状态 的 转移 概率 之 和 等 于 1， 有 了 两 个 状态 的 马尔 可 夫 过 
程 如 图 6-1 所 示 . 


6-1 有 两 个 状态 的 马尔 可 夫 链 ，; 对 每 个 状态 从 当前 状态 的 转移 概率 之 和 为 1 
(如 对 状态 1，p 十 (1 一 p)=1) 


例 1 再 论 汽车 租赁 公司 


考察 一 家 在 奥兰多 和 坦 帕 设 有 分 店 的 汽车 租赁 公司 ， 每 个 分 店 将 汽车 租 给 去 佛罗里达 的 旅 
行者 . 公司 专门 迎合 打算 安排 旅行 者 在 奥兰多 和 坦 帕 两 地 活动 的 旅行 代理 商 的 需要 ， 所 以 ， 旅 
行者 可 以 在 一 个 城市 租用 公司 的 一 辆 车 ， 到 另 一 个 城市 归还 . 旅行 者 在 任 一 个 城市 开始 他 们 的 
旅行 ， 汽 车 在 任 一 处 归还 会 引起 可 供出 租 的 汽车 数量 的 不 平衡 . 前 几 年 收集 的 关于 汽车 出 租 和 
归还 到 这 些 地 方 的 百分比 的 历史 数据 ， 如 下 所 示 ， 


t 


了 76 


这 些 数据 称 为 转移 矩阵 ， 它 表明 在 奥兰多 出 租 的 车 ， 归 还 到 奥兰多 的 概率 为 0.6， 而 归还 
到 坦 帕 的 概率 为 0.4; 类似 地 ， 在 坦 帕 出 租 的 车 ， 归 还 到 奥兰多 的 概率 为 0.3， 归 还 到 坦 帕 的 
概率 为 0. 7， 这 给 出 一 个 带 有 两 个 状态 ， 即 奥兰多 和 坦 帕 的 马尔 可 夫 过 程 . 注意 ， 从 一 个 当前 


状态 向 下 一 状态 的 转移 概率 之 和 ， 即 每 
了 . 这 个 过 程 如 图 6-2 所 示 . 


图 6-2 汽车 租赁 例 中 两 状态 的 马尔 可 夫 链 


模型 建立 

定义 如 下 变量 : 

思 ,一 第 时段 末 在 奥兰多 可 供出 租 的 汽车 的 百分比 
9 一 第 =” 时段 末 在 坦 帕 可 供出 租 的 汽车 的 百分比 


利用 前 面 的 数据 和 1. 4 节 建 立 离散 模型 的 思路 ， 我 们 构造 下 面 的 概率 模型 , 


pari = 0. 6p, + 0. 3g, 
dl 一 0. 4p; + 0.79g, 


模型 求解 
假定 最 初 全 部 汽车 都 在 奥兰多 ， 系 统 6. 1 的 数值 解 给 出 了 车 辆 在 每 个 城市 百分比 的 长 期 变化 趋 
势 ， 这 些 百分比 或 概率 之 和 等 于 1， 表 6-1 和 图 6-3 以 表格 和 图 形 的 形式 表示 了 这 些 结 果 ， 注意 


pr — 3/7 = 0.428 571 
qe 一 4/7 一 0.571 429 


表 6-1 汽车 出 租 例题 的 迭代 解 


中 | 3 


0. 428 609 


0.6 0. 4 9 0. 428 583 
0. 48 0. 52 10 0. 428 575 
0. 444 0. 956 11 0. 428 572 
0. 4332 0. 5668 12 0. 428 572 
0. 429 96 0. 570 04 13 0. 428 572 
0. 428 988 0. 571 012 14 0. 428 571 


0. 428 696 0. 571 304 


一 行 的 概率 之 和 ， 等 于 1， 因 为 所 有 可 能 的 结果 都 考虑 


(6-1) 


0.571 391 
0.571 417 
0.571 425 
0. 571 428 
0.571 428 
0. 571 428 
0. 571 429 
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qnt1 = 0.4pn + 0.74。 上 面 的 曲线 
Pn+! = 0.6pn 中 0.39n 下 面 的 曲线 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 11 12 13 14 15 
图 6-3 汽车 出 租 例题 求解 的 图 形 


模型 解释 

如 果 最 初 两 个 分 店 总 共有 nn 辆 车 ， 那 么 14 个 时 段 或 14 天 后 大 约 57% 的 车 将 在 坦 帕 ，43% 
的 车 将 在 奥兰多 ， 于是， 车 开始 每 个 城市 有 100 辆 车 ， 则 稳定 状态 下 114 辆 车 将 在 坦 帕 ，86 
辆 车 将 在 奥兰多 (只 需要 大 约 5 天 就 可 达到 这 种 状态 ). 


例 2 投票 趋势 


每 隔 4 年 总 统 投票 意向 就 会 引起 注意 。 过 去 十 年 来 在 总 统 竞选 中 ， 独 立 候选 人 作为 选民 的 
一 种 可 行 选择 出 现 了 ， 让 我 们 考察 共和 党 、 民 主 党 和 独立 候选 人 的 三 党 系统 . 

识别 问题 

在 总 统 选举 中 我 们 能 找 出 选民 投票 意向 的 长 期 趋势 吗 ? 

假设 

过 去 十 年 来 投票 意向 很 少 严格 按照 党 派 区 分 ， 我 们 提供 过 去 十 年 来 全 国 选民 投票 意向 的 假 
想 的 历史 数据 ， 这 些 数据 用 以 下 假想 的 转移 矩阵 和 图 6-4 表示 : 


0.40 3 
图 6-4 总 统 选举 投票 意向 的 三 状态 马尔 可 夫 链 
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模型 构成 
定义 以 下 变量 : 
RR, 二 第 ”时 段 选民 投 共 和 党 的 百分比 
D, 二 第 nn 时段 选民 投 民主 党 的 百分比 
心 二 第 ”时段 选 民 投 独立 候选 人 的 百分比 
利用 上 面 的 数据 和 第 1 章 离散 动力 系统 的 概念 ， 由 每 个 时 段 选 民 投 共和 党 、 民 主 党 和 独立 
候选 人 的 百分比 ， 可 以 得 到 如 下 的 方程 组 : 
Ri = 0.75R, + 0. 20D, + 0. 401, 
Da = 0.05R, + 0. 60D, + 0. 201, | 
Te = 0. 20R, + 0. 20D, + 0. 401, (6-2) 
模型 求解 : 
假定 开始 时 选民 投 共和 党 、 民 主 党 和 独立 候选 人 的 百分比 各 占 1/3， 可 得 在 每 个 时 段 n 投 
票 百分比 的 数字 结果 ， 如 表 6-2 所 示 . 它 表明 从 长 期 趋势 看 (大 约 10 个 时 段 之 后 ) 约 有 56% 的 
选民 投 共和 党 候选 人 ，19% 的 选民 投 民主 党 候选 人 ，25% 的 选民 投 独立 候选 人 ， 图 6-5 是 它 的 
图 示 结 果 . 


表 6-2 总 统 选举 投票 问题 的 选 代 求 解 


n 共和 党 民主 党 独立 候选 人 
0 0.333 33 0. 333 33 0. 333 33 
1 0. 449 996 0. 283 331 0. 266 664 
2 0. 500 828 0. 245 831 0. 253 331 
3 0. 526 12 0. 223 206 0. 250 664 
4 0. 539 497 0. 210 362 0. 250 131 
5 0. 546 747 0. 203 218 0. 250 024 
6 0. 550 714 0. 199 273 0. 250 003 
7 0. 552 891 0. 1971 0. 249 999 
8 0. 554 088 0. 195 904 0. 249 998 
9 0. 554 746 0. 195 247 0. 249 998 
10 0. 555 108 0. 194 885 0. 249 998 
11 0. 555 307 0. 194 686 0. 249 998 
12 0. 555 416 0. 194 576 0. 249 998 
13 0. 555 476 0. 194 516 0. 249 998 
14 | 0. 555 51 0. 194 483 0. 249 998 
一 一 0.249998 


让 我 们 概述 马尔 可 夫 链 的 概念 .马尔 可 夫 链 是 由 具有 以 下 性 质 的 一 系列 事件 构成 的 过 程 ， 

1) 一 个 事件 有 有 限 多 个 结果 ， 称 为 状态 ， 该 过 程 总 是 这 些 状态 中 的 一 个 . 

2) 在 过 程 的 每 个 阶段 或 时 段 ， 一 个 特定 的 结果 可 以 从 它 现在 的 状态 转移 到 任何 其 他 状态 ， 
或 者 保持 原 有 状态 . 

3) 每 个 阶段 从 一 个 状态 转移 到 其 他 状态 的 概率 表示 为 转移 矩阵 ， 和 矩阵 每 行 的 各 元 素 在 0 到 
1 之 间 ， 每 行 的 和 为 1， 这 些 概 率 只 取决 于 当前 状态 ， 而 与 过 去 状态 无 关 . 
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Ri=075R+02D+047 上面 曲线 
之 D, ,=0.05R,+0.6D+0271 下面 曲线 
+1=0.2 R,+0.2 D,+0.414， 中 间 曲 线 


图 6-5 总 统 选举 投票 意向 问题 的 图 形 解 
习题 
1. 考虑 美国 大 学 生 就 餐 习 惯 的 长 期 趋势 模型 .发 现在 Grease 餐厅 就 餐 的 学 生 有 25% 会 回 
到 这 个 餐厅 ， 而 在 Sweet 餐厅 就 餐 的 学 生 有 93% 的 回头 率 . 校园 里 只 有 这 两 个 餐厅 可 
用 .建立 模型 求解 学 生 在 每 个 餐厅 长 期 就 餐 的 百分比 . 


2. 增加 比萨 饼 外 卖 作为 就 餐 的 一 种 选择 ,根据 一 项 学 生 调查 ， 表 6-3 给 出 了 转移 的 百 分 
比 ， 确 定 学 生 在 每 个 地 方 长 期 就 餐 的 百分比 . 


表 6-3 ”美国 大 学 生 就 餐 调 查 


当前 状态 Grease 餐厅 Sweet 餐厅 比萨 饼 外 卖 
Grease 餐厅 0. 25 0. 25 0. 50 
Sweet 餐厅 0. 10 0. 30 0. 60 


0. 15 0. 80 


比萨 饼 外 卖 0. 05 


. 例 1 中 假定 开始 时 所 有 汽车 都 在 奥兰多 ， 试 验 几 个 不 同 的 初始 值 ， 每 种 情形 都 会 达到 
平衡 吗 ? 如 果 是 ， 每 种 情形 下 汽车 的 最 终 分 布 如 何 ? 

4. 例 2 中 假定 开始 时 选民 投 三 个 党 派 选 票 的 比例 相同 ， 试 验 几 个 不 同 的 初始 值 ， 每 种 情 
形 都 会 达到 平衡 吗 ? 如 果 是 ， 每 种 情形 下 选民 的 最 终 分 布 如 何 ? 


研究 课题 


两 个 湖泊 只 有 一 条 河 相连 接 ， 如 图 6-6 所 示 ， 考 察 这 两 个 湖泊 的 污染 情况 ， 为 简单 起 见 ， 
假定 湖 A 的 水 100% 来 自 湖 B， 设 :年 后 湖 A 和 湖 B 总 的 污染 量 分 别 为 a, 和 6,, 已 经 知道 了 
污染 从 哪个 湖 发 源 ， 我 们 可 以 测量 污染 量 ， 其 示意 图 如 图 6-7 所 示 . 利用 动力 系统 的 马尔 可 夫 
链 建立 并 求解 这 个 模型 . 


CA 
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图 6-7 大 湖 污染 问题 的 两 状态 马尔 可 夫 链 


6. 2 ”部件 和 系统 可 靠 性 建 模 


你 的 个 人 电脑 和 汽车 在 适度 的 长 时 间 运 行 中 性 能 正常 吗 ? 如 果 性 能 好 ， 我 们 说 这 些 系 统 是 


” 可靠 的 。 一 个 部 件 或 系统 的 可 靠 性 是 在 指定 的 时 间 内 没有 失效 的 概率 ， 记 f(1) 为 一 个 零件 、 


部 件 或 系统 在 时 间 : 内 的 失效 率 ， 即 f() 是 一 个 概率 分 布 ， 设 F(t) 是 相应 于 f(1) 的 累积 分 布 
函数 ， 如 5. 3 节 那 样 ， 定 义 一 个 零件 、 部 件 或 系统 的 可 靠 性 为 

R(71) = 1— F() (6-3) 
这 样 ， 在 任何 时 间 : 的 可 靠 性 等 于 1 减 去 在 时 间 : 的 累积 失效 率 . : 

人 -机 系统 ， 无 论 是 电子 的 还 是 机 械 的 ， 都 由 若干 部 件 组 成 ， 一 些 部 件 结合 成 为 子 系统 (如 
你 的 个 人 电脑 、 立 体 声音 响 或 汽车 这 样 的 系统 )， 我 们 想 建立 简单 的 模型 来 检查 复杂 系统 的 可 
靠 性 ， 计 划 考 虑 串联 、 并 联 或 者 串 并 联结 合 几 种 关系 . 虽然 单个 零件 的 失效 率 可 能 服从 多 个 不 
同 的 分 布 ， 但 下 面 只 讨论 几 个 基本 的 例子 . 


例 1 串联 系统 


串联 系统 是 所 有 部 件 全 都 可 使 用 时 才 运 转正 常 的 系统 .图 6-8 所 示 的 NASA( 美 国 国家 航 
空 航天 局 ?宇宙 火 箭 推进 系统 ， 是 串联 系统 的 例子 ， 因为 任何 一 个 独立 的 助 推 火 箭 的 失效 都 会 
导致 一 次 失败 的 飞行 ， 如 果 3 个 部 件 的 可 靠 性 分 别 是 R, Ci) =0.90，R, (1) 一 0.95， R; (1) = 
0.96， 那 么 系统 可 靠 性 是 它们 的 乘积 
R,(1) = Ri(t) R(t)R;(t) 一 (0.90)(0.95)(0. 96) = 0. 8208 
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图 6-8 NASA 宇宙 火箭 推进 系统 (有 3 节 串 联 助 推 火 箭 ) 


注意 ， 整 个 串联 系统 的 可 靠 性 小 于 任何 单个 部 件 的 可 靠 性 ， 因 为 每 个 部 件 的 可 靠 性 小 于 1. 

例 2 并 联系 统 

并 联系 统 是 只 要 有 一 个 部 件 可 使 用 就 运转 正常 的 系统 . 
图 6-9 所 示 的 是 NASA 字 宙 火箭 通讯 系统 ， 注 意 有 两 个 分 开 的 、 | Rao=os6| 
独立 的 通讯 系统 ， 两 个 中 的 任何 一 个 都 能 为 NASA 提供 满意 的 通 FM( 凋 频 ) 无 线 电 发 送 
讯 ， 如果 两 个 独立 部 件 的 可 靠 性 分 别 是 Ri (1) 一 0.95，R: (1) 一 图 6-9 NASA 字 宙 火箭 通讯 
0.96， 那 么 系统 可 靠 性 定义 为 系统 (并 联运 行 ) 

及 (0 一 及 (Ci + R(t) — Ri()R, (1) 


一 0.95 十 0.96 一 (0.95)(0.96) = 0. 998 
注意 ， 并 联系 统 的 可 靠 性 大 于 任何 单个 部 件 的 可 靠 性 . 


例 3_ 串 并 联 组 合 系统 


考虑 一 个 串联 和 并 联结 合 的 系统 ， 如 将 上 面 两 个 子 系统 连接 成 一 个 可 控 推 进 点 火 系统 [224 
(图 6-10). 检查 每 个 子 系统 ， 子 系统 1( 通 讯 系统 ) 是 并 联 的 ， 可 靠 性 为 0.998， 子 系统 2( 推 进 
系统 ) 是 串联 的 ， 可 靠 性 为 0. 8208， 这 两 个 子 系统 是 串联 的 ， 所 以 整个 系统 的 可 靠 性 是 两 个 子 


系统 可 靠 性 的 乘积 : 
R,(2) = R; (1) » R(t) = (0.998)(0. 8208) = 0. 8192 


图 6-10 NASA 可 控 宇 宙 火 箭 推 进 点 火 系统 


习题 


1. 考察 由 CD 唱机 、FM-AM 调谐 装置 、 双 音箱 和 功率 放大 器 组 成 的 立体 声音 响 ， 它 们 的 
关系 如 图 6-11. 确定 该 系统 的 可 靠 性 ， 你 的 模型 需要 哪些 假设 ? 

2. 考察 一 部 个 人 电脑 ， 每 个 部 件 的 可 靠 性 如 图 6-12， 确 定 该 系统 的 可 靠 性 ， 需 要 哪些 
假设 ? 


- 
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图 6-11 立体 声音 响 部 件 的 可 靠 性 


0.995 
IE 
CD-ROM 


0.999 


图 6-12 个 人 电脑 的 可 靠 性 


3. 考察 更 先进 的 立体 声音 响 系统 ， 其 部 件 的 可 靠 性 如 图 6-13. 确定 该 系统 的 可 靠 性 ， 需 要 哪 
些 假设 ? 


图 6-13 先进 的 立体 声音 响 系 统 


. 研究 课题 


为 设计 能 运送 太空 人 到 达 火 星 表 面 的 登陆 舱 提 出 了 两 个 候选 方案 ， 登 陆 舱 的 任务 是 在 火 
星 安 全 着 陆 ， 从 火星 表面 收集 几 百 磅 样品 ， 然 后 回 到 环绕 火星 轨道 的 火箭 上 .候选 设计 及 其 
可 车 性 如 图 6-14 所 示 . 你 会 将 哪个 设计 推荐 给 NASA? 需要 哪些 假设 ?这 些 假设 合理 吗 ? 


全 
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0.993 
能 最 通讯 登陆 储存 
候选 方案 1 


图 6-14 火星 登陆 舱 的 候选 设计 方案 


6.3 线性 回归 


第 3 章 讨论 了 对 收集 的 数据 拟 合 模型 的 几 个 准则 ， 特 别提 出 了 使 偏差 平方 和 最 小 的 最 小 二 
乘 准 则 ， 并 说 明 偏 差 平 方 和 的 最 小 化 是 一 个 优化 问题 ， 在 此 之 前 对 自 变量 的 每 一 个 值 r, 只 考 
虑 一 个 观测 值 y;:， 然 而 如 果 有 多 个 观测 值 呢 ? 这 一 节 研 究 一 种 偏差 平方 和 最 小 化 的 统计 方法 ， 
称 为 线性 回归 ， 任 务 是 

1) 前 述 基本 的 线性 回归 模型 和 它 的 假设 . 

2) 定 义 并 解释 统计 量 R?. 

3) 利 用 检查 和 解释 残 差 散 点 图 对 拟 合 线性 回归 模型 做 图 形 说 明 . 

这 里 只 介绍 基本 概念 和 和 解释， 关于 线性 回归 更 深入 的 研究 请 看 进一步 的 统计 教程 . 

线性 回归 模型 

基本 的 线性 回归 模型 定义 为 

yi 二 ari 十 b 对 于 i 二 1,2,…,m 数据 点 (6-4) 
3. 3 节 中 推导 出 正规 方程 组 


3 ED 一 (6-5) 
pe i=1 i=1 

a 一 Sy 
i=1 i=1 
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并 且 求 解 得 到 最 小 二 乘 拟 合 直线 的 斜率 a 和 > 轴 截 距 5: 


DD HD 侧 率 a 
m > xz? 一 (Dx) 


5 一 之 本 和 一 yz 城中 as 
下 面 给 出 几 个 附加 公式 以 便 对 基本 模型 (6-4) 做 统计 分 析 . 
第 一 个 公式 是 误差 平方 和 


SSE = Pry, 一 (az; + (6-8) 
它 反映 关于 回归 直线 的 偏差 .第 二 个 是 修正 的 总 平方 和 ， 定 义 为 
SST = Dy, — 3) (6-9) 


其 中 y 是 数据 点 (x;，y:)，i 二 1，…，m 的 y 平均 值 (y 也 是 回归 直线 > 一 az 十 5 在 数据 范围 内 
的 平均 值 ?)， 由 (6-8) 和 (6-9) 式 得 到 回归 平方 和 
SSR = SST— SSE | (6-10) 
与 y 值 相对 于 直线 y==y 的 偏差 相 比 较 ，SSR 反映 y 值 由 回归 直线 y= 二 azx 十 b 解释 的 那 部 分 
偏差 
从 (6-10) 可 知 SST 至 少 与 SSE 一 样 大 ， 这 提示 我 们 定义 下 面 的 决定 系数 R:， 它 度量 了 回 
妇 直 线 的 拟 合 程度 ， 


2 -1 SSE 
R=1 SST (6-11) 


R 表示 了 实际 数据 的 变量 y 的 总 偏差 (相对 于 直线 y 二 3》) 中 能 够 被 直线 模型 所 解释 的 那 -部 分 
的 比例 ， 这 个 模型 由 az 十 6 给 出 并 可 由 变量 x 计算 ， 如若 R==0. 81， 则 y 总 偏差 (相对 于 直线 
2 一 7) 的 81% 可 以 被 z 的 线性 关系 所 解释 ， 于 是 R: 越 接近 1， 用 回归 直线 对 实际 数据 的 拟 合 越 
好 .如 果 R* 二 1， 那 么 数据 精确 地 与 回归 直线 吻合 (注意 总 有 R:<1)， 下 面 是 R? 的 其 他 性 质 : 

1. R? 的 大 小 与 两 个 变量 哪 一 个 记 作 z、 哪 一 个 记 作 y 无 关 . 

2. R? 的 大 小 与 zx、y 的 单位 无 关 . 

显示 拟 合 程度 的 另 一 种 办 法 是 将 残 差 对 于 自 变量 作 图 ， 残 差 是 实际 值 和 预测 值 之 间 的 
误差 : 

ri = yi f(zi) 一 六 一 (azr; 十 六 )9 (6-12) 

如 果 将 残 差 对 于 自 变量 作 图 ， 会 得 到 一 些 有 价值 的 信息 ， 

1) 残 差 应 随机 地 分 布 在 与 数据 精度 同 量 级 的 、 相 当 小 的 界限 内 . 

2) 遇 到 特别 大 的 残 差 时 ， 应 对 相应 的 数据 点 做 进一步 的 研究 ， 去 发 现 其 原因 . 


. 吕 ” 指 回归 直线 通过 (7， 点 ， 这 里 工 是 (zx;，yi)，i 二 1，2，…，m 的 工 平 均值 . 一 一 译 者 注 
名 ” 原 书 此 处 误 为 Ti 二 yi 一 (zi) 二 y; 一 (ari; 一 6) 一 一 译 者 注 
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3) 残 差 的 模式 或 趋势 指出 了 可 预测 的 影响 因素 仍 有 待 建 模 ， 模 式 的 性 质 常 可 提供 使 模型 更 
精确 的 线索 这些 想 法 用 图 6-15 解释 . 


a) 肩 形 b) 直 线 c) 曲 线 


图 6-15 残 差 图 的 可 能 的 模式 
例 1 美国 黄 松 


回顾 来 自 第 2 章 关 于 松树 的 讨论 ， 表 6-4 提供 的 数据 、 数 据 的 散 点 图 (图 6-16) 显 示 了 一 种 
向 上 弯曲 增加 的 趋向 ， 提 醒 我 们 可 以 使 用 短 函 数 或 指数 函数 模型 . 


于 6-4 美国 黄 松 的 数据 


木料 ( 板 英尺 》 直径 (英寸 ) 木料 ( 板 英尺 ) 


直径 (英寸 


36 31 141 
28 113 20 32 
28 88 25 86 
41 294 19 21 
19 28 39 231 
32 123 33 187 
22 51 17 22 
38 252 37 205 
25 56 23 57 


39 


265 


直径 (英寸 ) 
图 6-16 美国 黄 松 数据 的 散 点 图 
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识别 问题 
根据 美国 黄 松 的 直径 预测 它 的 板 英尺 数 . 
假设 各 棵 美国 黄 松 几何 上 相似 ， 呈 正 圆柱 形 ， 这 使 我 们 可 以 将 直径 作为 特征 量 来 预测 体 
积 ， 合 理 地 假定 树 的 高 度 正比 于 它 的 直径 . 
模型 构成 ”由 几何 相似 性 得 到 比例 关系 
Vocd’ (6-13) 
其 中 4 是 树 的 直径 (在 地 面 上 量 测 )、 如 果 进 一 步 假定 各 棵 美国 黄 松 的 高 度 相同 (而 不 是 与 直径 
成 正比 )， 则 得 到 


229 Vod’ (6-14) 
280| “假设 树 的 根部 的 体积 是 常数 ， 那 么 将 上 面 的 比例 模型 再 精细 一 些 得 到 
Y 一 ad 十 0 (6-15) 
及 
V=ad’+p (6-16) 


我 们 用 线性 回归 去 求 这 4 个 模型 中 的 参数 ， 并 比较 其 结果 . 
模型 求解 ”用 计算 机 做 4 个 模型 的 线性 回归 得 到 以 下 的 解 : 
V = 0. 0043143 
V = 0.00426d 十 2.08 
V = 0. 1524? 
V = 0.194d?: 一 45.7 
表 6-5 给 出 这 些 回归 模型 的 结果 . 


表 6-5 基于 美国 黄 松 数据 的 回归 模型 的 主要 信息 


模 型 SSE SSR SST R’ 
V=0. 00431di 3742 458 536 462 278 0. 9919 
V=0. 00426d’ 十 2. 08 3712 155 986 159 698 0.977 
V=0. 152d? 12 895 449 383 462 278 0. 9721 
V=0. 194d’ —45.7 3910 155 788 159 698 0. 976 


R? 的 值 都 相当 大 (接近 1)， 显 示 出 很 强 的 线性 关系 ， 按 照 (6-12) 式 计算 残 差 ， 其 图 形 由 图 
6-17 给 出 (回想 一 下 ， 我 们 正在 寻找 没有 了 明显 模式 的 残 差 的 随机 分 布 )， 注 意 到 对 应 于 模型 
V 二 0. 15d? 的 误差 有 明显 的 趋势 ， 可 能 要 根据 这 个 图 形 拒绝 (或 改进 ) 该 模型 ， 而 接受 看 来 合理 
的 其 他 模型 . 


例 2 再 论 钓 鱼 比赛 


回顾 2. 3 节 的 钓鱼 比赛 问题 ， 我 们 收集 了 很 多 数据 ， 现 在 用 100 个 数据 点 来 拟 合 模型 ， 这 
些 数据 由 表 6-6 给 出 ， 并 画 在 图 6-18 中 .根据 2. 3 节 的 分 析 ， 假 定 以 下 形式 的 模型 ， 
太一 cl 十 2 (6-17) 
其 中 W 是 鱼 的 重量 ，/! 是 它 的 长 度 . 


离 设 概 兴 模型 


真 径 


a) 三 0.00431g8 的 残 差 图 ， 图 未 显示 
明显 的 趋势 ， 模 型 看 米 是 恰当 的 


直径 


c)1=0.152 史 的 残 差 图 ， 图 未 显示 出 线 
性 趋势 ， 模 型 看 来 是 不 恰当 的 


直径 
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b)y=0.00426q3+2.08 的 残 差 图 ， 图 未 显示 


明显 的 趋势 ， 模 型 看 米 是 恰当 的 


直径 


d) 上 /=0.194 中 -45.7 的 残 差 图 ， 图 未 显示 
出 明显 的 趋势 ， 模 型 看 来 是 恰当 的 


6-17 木料 一 /直径 )( 美 国 黄 松 数据 ) 各 个 模型 的 残 差 图 


甫 6-6 和 鱼 的 数据 ， 重 最 (W) 单 位 为 痊 司 ， 长 度 (1) 单 位 为 英寸 


13 13 13 13 13 14 14 15 15 15 
1! 12 12. 25 12 12. 25 14.875 12 12 12.125 12.125 12.25 
WwW 15 15 15 16 16 16 16 16 16 16 
i 12 12.5 12. 25 12.675 12.5 12. 75 12. 75 12 12. 75 12. 25 
WwW 16 16 16 16 16 17 17 17 17 17 
L 12 13 12. 5 12. 5 12. 25 12.675 12.25 12.75 12.75 13. 125 
WwW 17 17 17 18 18 18 18 18 18 18 
l 15.25 12.5 13.5 12.5 13 13.125 13 13.375 16.675 13 
WwW 18 19 19 19 19 19 19 20 20 20 
{ 13.375 13.25 13.25 13.5 13.5 13.5 13 13.75 13.125 13.75 
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( 续 ) 
W 20 20 20 20 20 20 21 21 21 22 
l 13.5 13.75 13.5 13.75 17 14.5 13.75 13.5 13. 25 13.765 
W 22 22 23 23 23 24 24 24 24 24 
l 14 14 14. 25 14. 375 14 14.75 13.5 13.5 14.5 14 
WwW 24 25 25 26 26 27 27 28 28 28 
i 17 14. 25 14. 25 14.375 14.675 16.75 14. 25 14. 75 13 14. 75 
WwW 28 29 29 30 35 36 40 41 41 44 
1 14.875 14.5 13.125 14.5 12.5 15. 75 16. 25 17.375 14.5 13. 25 
W 45 46 47 47 48 49 53 56 62 78 
l 17. 25 17 18 16.5 18 17.5 18 18. 375 19. 25 20 
12 13 14 15 16 17 18 19 20 
长 度 
图 6-18 鱼 的 数据 的 散 点 图 
这 个 线性 回归 模型 的 解 是 
W 一 0.0084 十 0.95 (6-18) 


方差 分 析 由 表 6-7 给 出 . 


表 6-7 100 个 数据 点 鱼 的 回归 模型 的 主要 信息 


和， 
模型 SSE SSR SST R’ 


W=0. 0084 十 0. 95 3758 10 401 14 159 0. 735 


R 的 值 是 0. 735， 考 虑 到 建 模 的 这 个 问题 的 性 质 ， 该 值 还 是 合理 地 接近 1 的 ， 残 差 由 (6-12) 
式 计算 ， 画 在 图 6-19 中 ， 我 们 从 图 形 看 不 出 明显 趋势 ， 所 以 没有 如 何 改进 该 模型 的 提示 . 


习题 


用 基本 的 线性 模型 ?一 az 十 5 拟 合 下 面 的 数据 ， 给 出 模型 、SSE、SSR、 SST 和 R? 的 数值 
以 及 残 差 图 . 
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12 13 14 15 16 17 18 19 20 
长 度 


图 6-19 W 二 0.0084 十 0.95 的 残 差 图 ; 因为 图 未 显示 趋势 ， 所 以 模型 看 来 是 恰当 的 


1. 对 表 2-6， 用 身高 预测 体重 . 
2, 对 表 2-6， 用 身高 的 立方 预测 体重 . 


研究 课题 
用 线性 回归 对 2. 3 节 研 究 课题 1 一 5 进行 建 模 和 分 析 . 234 
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第 7 章 离散 优化 建 模 


中 


在 第 3 章 中 ， 用 选 定 的 模型 对 一 组 数据 进行 拟 合 时 ， 我 们 考虑 过 三 种 准则 : 

1 了) 最 小 化 绝对 偏差 的 和 ; 

2) 最 小 化 绝对 偏差 的 最 大 值 (Chebyshev 准则 ); 

3) 最 小 化 绝对 偏差 的 平方 和 (最 小 二 乘 准则 ). 

在 第 3 章 中 ， 对 最 小 二 乘 准则 导出 的 优化 问题 ， 我 们 利用 微 积 分 的 知识 进行 了 求解 ， 对 第 
一 种 准则 (最 小 化 绝对 偏差 的 和 )， 虽 然 我 们 也 建立 了 几 个 相应 的 优化 问题 ， 但 没有 给 出 这 些 数 
学 问题 的 解法 . 在 本 章 7. 6 节 中 ， 我 们 将 研究 一 些 求解 方法 ， 以 便 找到 这 种 曲线 拟 合 准则 下 比 
较 好 的 解 ， 同 时 我 们 也 会 研究 许多 其 他 优化 问题 的 解法 . 

在 第 3 章 中 ， 我 们 也 给 出 了 一 些 Chebyshev 准则 下 的 模型 .例如 ， 给 定 m 个 数据 点 (x;， 
yi)， 1 一 1，2，…，71， 拟 合 一 条 直线 y 一 az 十 5( 即 确定 参数 Q、D)， 使 得 所 有 数据 点 (zi， yi) 
和 拟 合 直 线 上 对 应 的 点 (x;，axi 十 b) 之 间距 离 的 最 大 值 rw 最 小 .也 就 是 说 ， 对 整个 这 组 数据 
点 而 言 ， 最 大 绝对 偏差 r= 二 max{ | y; 一 y(zxi) | } 最 小 ， 这 种 准则 实际 上 定义 了 如 下 优化 问题 : 

Minr s.t. 

六 一 六 之 0 

r 二 +r; 宇 0 
这 是 一 个 线性 规划 问题 ， 具 有 很 广泛 的 应 用 .在 本 章 7.2 一 7.4 节 中 ， 你 将 会 学 到 如 何 用 几何 
和 代数 方法 求解 线性 规划 ， 而 在 7. 5 节 中 ， 你 将 会 学 到 如 何 确定 线性 规划 的 最 优 解 对 系数 的 敏 
感性 ， 本章 从 离散 优化 问题 的 一 般 分 类 开始 讨论 ， 强 调 模型 的 建立 ， 使 读者 对 建 模 过 程 的 基本 
步骤 得 到 实际 训练 ， 并 同时 预习 一 下 高 等 数学 课程 中 过 到 的 各 种 问题 . 


7. 1 离散 优化 建 模 概述 
为 了 提供 一 个 框架 以 便 讨论 一 类 离散 优化 问题 ， 我 们 首先 对 这 类 问题 给 出 一 个 基本 模型 . 


这 些 问 题 可 以 根据 实际 问题 中 该 基本 模型 的 不 同 特征 进行 分 类 ， 我 们 也 会 讨论 该 基本 模型 的 各 
种 变形 ， 该 基本 模型 是 


i= 1,2,.…,m 


Opt f,(X) jEJ (7-1) 


之 
\< 


Ss. t. 
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a 


现在 我 们 解释 一 下 上 面 符号 的 含义 :“opt”(Optimize) 的 意思 是 优化 (最 大 化 或 最 小 化 )， 
下 标 “ 刀 指出 优化 目标 可 以 是 一 个 或 多 个 函数 ， 这 些 函 数 是 用 属于 有 限 集合 7 的 整数 下 标 来 区 
分 的 ， 我 们 的 目的 是 找到 向 量 Xo ， 使 这 些 函 数 f; (X) 取 到 最 优 值 ， 向 量 X 的 各 个 分 量 称 为 该 
模型 的 决策 变量 ， 而 函数 方 (X) 称 为 目标 函数 . “s. t. ”(subject to) 的 意思 是 决策 变量 必须 满足 
某 些 边界 条 件 ， 例 如 ， 如 果 目 标 是 最 小 化 生产 某 种 产品 的 成 本 ， 边 界 条 件 中 就 应 该 指出 该 产品 
的 生产 合同 中 规定 的 要 求 .这 些 边界 条 件 通常 称 为 约束 ， 而 整数 下 标 “i” 指 出 需要 满足 的 约束 
关系 可 以 是 一 个 或 多 个 .一 个 约束 可 以 是 等 式 约束 (例如 精确 满足 产品 的 数量 需求 ) ， 也 可 以 是 
不 等 式 约束 (例如 在 食谱 问题 中 不 超过 预算 的 限制 或 提供 最 小 的 营养 需要 )， 最 后 ， 每 一 个 常数 
4 表示 的 是 相关 的 约束 函数 g;(X) 必 须 满足 的 水 平 ， 并 且 由 于 优化 问题 的 这 种 典型 写法 ，4 经 
常 称 为 模型 的 右 端 项 ， 所 以 ， 解 向 量 X。 必须 使 每 个 目标 函数 方 (X) 达 到 最 优 ， 并 同时 满足 每 
一 个 约束 关系 .下 面 考虑 一 个 简单 的 问题 来 说 明 这 些 基 本 的 思想 . 


例 1 确定 生产 计划 方案 


某 木匠 制作 桌子 和 书架 出 售 ， 他 希望 确定 每 种 家 具 每 周 制作 多 少 ， 即 希望 制订 制作 桌子 和 
书架 的 周 生 产 计划 ， 使 获得 的 利润 最 大 .制作 桌子 和 书架 的 单位 成 本 分 别 为 5 美元 和 7 美元 ， 
每 周 收益 可 以 分 别 用 下 面 的 表达 式 估计 : 

50zi 一 0. 2z1 ， 其 中 zi 是 每 周 生 产 的 桌子 数量 ; 
65zz 一 0. 372， 其 中 zx 是 每 周 生 产 的 书架 数量 . 

在 这 个 例子 中 ， 问 题 就 是 确定 每 周 制作 多 少 桌 子 和 书架 。 因此， 决策 变量 就 是 每 周 制 作 的 
桌子 和 书架 的 数量 .我 们 假设 在 该 生产 计划 中 ， 桌 子 和 书架 的 生产 数量 取 非 整数 数值 也 是 合理 
的 .目标 函数 表示 的 是 一 周 生 产 销售 桌子 和 书架 得 到 的 净利 润 ， 是 一 个 非 线 性 表达 式 ， 由 于 利 
润 等 于 收益 减 成 本 ， 利 润 函 数 为 

f(xrisxz2) = 507x1 一 0.2zi 十 65zs 一 0.3 好 一 5z 一 7zo 
这 个 问题 中 没有 约 东 条件. 

让 我 们 考 虚 上述 情形 的 一 种 变形 .假设 木匠 销售 桌子 和 书架 的 单位 净利 润 分 别 为 25 美元 
和 30 美元 ， 他 希望 确定 每 种 家 具 每 周 制作 多 少 . 他 每 周 最 多 有 600 张 术 板 可 以 使 用 ， 并 且 每 
周 最 多 工作 40 小 时 .如 果木 板 和 劳动 时 间 不 用 于 生产 桌子 和 书架 ， 他 能 够 将 他 们 有 效 地 使 用 
在 其 他 方面 ， 据 估计 ， 生 产 一 张 桌子 需要 20 张 木板 和 5 小 时 劳动 时 间 ， 生 产 一 个 书架 需要 30 
张 木板 和 4 小 时 劳动 时 间 . 此 外 ， 他 已 经 签 定 了 每 周 供应 4 张 桌子 和 2 个 书架 的 交 货 合同 ， 他 
希望 确定 桌子 和 书架 的 周 生 产 计 划 ， 使 获得 的 利润 最 大 ， 模 型 为 

Max 25z1 十 30z， 
Ss. +. 
20xi 十 30zz 委 600 (木板 ) 
5Z1 十 4zrz 委 40 (劳动 时 间 )9 
Tl 之 4 (合同 ) 
Tz 之 2 (合同 ) 国 
@ 原 书 此 处 误 为 "5zi 十 4zz<4( 劳 动 时 间 ). ”~ 一 - 译 者 注 
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“优化 问题 分 类 


优化 问题 有 多 种 分 类 方法 ， 这 些 分 类 方法 并 不 是 相互 排斥 的 ， 而 是 表明 了 所 研究 的 问题 所 
具有 的 某 些 数学 特征 ， 我 们 下 面 给 出 一 些 分 类 方法 . 

如 果 一 个 优化 问题 没有 约束 条 件 ， 该 优化 问题 称 为 无 约束 的 ; 如 果 有 一 个 或 多 个 边界 条 
件 ， 该 优化 问题 称 为 有 约束 的 ， 例 1 中 的 第 一 个 生产 计划 问题 是 无 约束 问题 的 例子 . 

如 果 一 个 优化 问题 满足 以 下 性 质 ， 该 优化 问题 称 为 线性 规划 9 : 

1) 有 惟一 的 目标 函数 ， 

2) 当 一 个 决策 变量 出 现在 目标 函数 和 任何 约束 函数 中 的 时 候 ， 它 只 以 一 次 赛 的 形式 出 现 
(可 以 乘 以 一 个 常数 ). 

3) 目 标 函数 和 任何 约束 函数 中 不 包含 决策 变量 的 乘积 项 . 

4) 目标 函数 和 任何 约束 函数 中 决策 变量 的 系数 是 常数 . 

5) 决 策 变量 的 取 值 可 以 是 整数 ， 也 可 以 是 分 数 . 

这 些 性 质保 证 了 决策 变量 的 影响 效果 与 其 取 值 是 成 比例 的 .下 面 对 以 上 每 条 性 质 做 进一步 
的 说 明 . 

性 质 1 将 问题 限定 为 单一 目标 函数 ， 目 标 函数 多 于 1 个 的 问题 称 为 多 目标 或 目标 规划 ， 性 
质 2 和 3 的 含义 是 不 言 自明 的 ， 如 果 一 个 优化 问题 不 满足 其 中 的 任何 一 条 ， 它 就 是 非 线性 的 . 
例 1 中 的 第 一 个 生产 计划 问题 的 目标 永 数 中 ， 两 个 决策 变量 都 有 二 次 项 ， 因 此 不 满足 人 性质 2. 
对 于 你 希望 建 模 的 许多 情况 ， 性 质 4 是 非常 严格 的 ， 在 考虑 生产 桌子 和 书架 所 需要 的 木板 和 劳 
动 时 间 时 ， 精 确 知道 生产 每 种 产品 所 需要 的 木板 和 劳动 时 间 是 可 能 的 ， 因 此 可 以 将 它们 写 进 约 
束 条 件 ， 然 而 经 常 遇 到 的 情况 是 ， 事 先 准确 预测 模型 必需 的 某 些 数值 是 不 可 能 的 (如 预测 玉米 
的 市 场 价格 ) ， 或 者 这 些 系数 只 是 代表 了 实际 值 的 平均 值 ， 而 平均 值 与 实际 值 可 能 有 比较 大 的 
偏差 ， 这些 系数 可 能 也 是 和 时 间 相关 的 ， 有 一 类 与 时 间 相 关 的 问题 称 为 动态 规划 ， 如 果 系 数 不 
是 常数 ， 而 是 本 质 上 是 随机 的 ， 那 么 问题 称 为 随机 规划 ， 最 后 ， 如 果 一 个 或 多 个 决策 变量 被 限 
定 为 只 取 整 数值 (因此 不 满足 性 质 5) ， 这 样 的 问题 称 为 整数 规划 (如 果 只 有 部 分 决策 变量 限定 
为 整数 ， 问 题 称 为 混合 整数 规划 )、 例 1 中 生产 计划 问题 的 变形 问题 中 ， 在 确定 周 生 产 计 划 时 
允许 桌子 和 书架 的 生产 数量 取 分 数值 是 合理 的 ， 因 为 它们 可 以 继续 在 下 周 完成 . 


无 约束 离散 优化 问题 


数据 点 的 拟 合 模 型 中 考虑 的 一 种 准则 是 使 绝对 偏差 的 和 最 小 ， 对 模型 y= f(x)， 如 果 
y (Xi) 表 示 在 TX 点 的 函数 值 ， (Zi， 和 ) 表 示 对 应 的 数据 点 ， 1 一 1，2，…，7， 那么 该 准则 
可 以 表示 如 下 : 找到 模型 y= f(x) 的 参数 ， 使 得 


Min >) | y; — y(xi) | 
i=1 


日” 满足 性 质 1~5 的 规划 问题 是 线性 规划 ， 即 使 该 规划 问题 含有 人 允许 取 负 数 的 变量 ， 然 而 ， 单纯 形 方 法 只 允许 变量 取 
非 负 数 ， 通 过 简单 的 变量 车 换 可 以 做 到 这 一 点 (参见 3. 2 节 问 题 5)， 许多 计算 机 程序 将 自动 为 你 完成 这 一 变量 替换 
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这 是 一 个 无 约束 优化 问题 ， 由 于 被 极 小 化 的 函数 的 导数 是 不 连续 的 (因为 消 数 含有 绝对 值 )， 所 
以 不 可 能 直接 应 用 初等 微 积分 来 解决 这 个 问题 . 在 7. 6 节 ， 将 给 出 一 种 基于 模式 搜索 的 离散 数 
值 解法 ， 


. 整数 规划 


在 一 个 问题 中 ， 可 能 需要 限定 一 个 或 多 个 决策 变量 必须 取 整 数值 。 例 如 ， 当 一 家 公司 的 运 
输 车 队 在 某 些 条 件 下 寻求 不 同 大 小 的 车 辆 (小 汽车 、 货 车 、 卡 车 ) 的 数量 组 合 ， 以 便 使 得 成 本 最 
小 时 ， 将 车 辆 的 数量 取 分 数 是 不 合理 的 ， 整 数 优化 问题 还 会 出 现在 编码 问题 中 ， 如 用 二 进 制 变 
量 (0 和 1) 表 示 诸 如 是 否 、 开 关 那 样 的 特定 状态 . 


例 2 航天 飞机 的 载 货 问题 


某 航天 飞机 用 于 运载 多 种 物品 .遗憾 的 是 ， 人 允许 运载 的 物品 的 重量 和 体积 是 有 限制 的 ， 假 
设 共有 m 件 不 同 的 物品 ， 每 件 物品 的 价值 为 c (在 实际 中 如 何 确定 ?) ， 重 量 为 ww ， 体 积 为 v. 
人 量 人 全 各 载 的 先生 的 价 人 可 以 如 
下 建立 模型 : 

A 二 人 如 果 物 品 j 被 装载 (是 ) 

” lo， 如 果 物 品 7 不 被 装载 ( 否 ) 
那么 ， 问 题 就 是 


Max > Ci 
=! 
s. ft。 


Dvy, <V 


j=1 
Dy, <W 


利用 二 进 制 变量 (如 y,) 进 行 建 模具 有 很 大 的 灵活 性 . 二 进 制 变量 可 以 用 来 表示 是 或 否 的 决 
策 ， 如 在 资金 预算 问题 中 表示 是 否 资助 某 个 项 目 ; 也 可 以 用 于 表示 某 个 变量 的 开 或 关 等 ， 例 
如 ， 用 二 进 制 变量 y 作为 乘 子 ， 变 量 zx 的 取 值 可 以 限定 为 0 和 a; 

XxX 二 ay，y 二 0 或 I 
另 一 个 例子 : 用 二 进 制 变量 y， 将 变量 xz 的 取 值 限定 为 区 间 (a,， 65) 和 0 
ay 二 TT 二 yb，y 二 0 或 1 
图 


例 3 分 段 线性 函数 通 近 
在 使 用 分 段 线性 函数 逼近 非 线 性 函数 时 ， 利 用 二 进 制 变量 表示 区 间 的 方法 是 非常 有 用 的 . 


具体 来 说 ， 假 定 表示 成 本 的 非 线性 函数 如 图 7-1a 所 示 ， 我 们 希望 找到 它 在 区 间 [0，a,] 上 的 最 
小 值 ， 如 果 函 数 非常 复杂 ， 可 以 用 如 图 7-1b 所 示 的 分 段 线性 函数 近似 (在 实际 问题 中 也 可 能 自 
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然而 然 地 出 现 分 段 线 性 函数 ， 例 如 根据 消耗 的 电能 的 多 少 ， 按 照 不 同 的 费 率 收取 费用 ). 


c(x) c(x) 


分 段 线性 贤 近 c(x) 


图 7-1 用 分 段 线性 也 数 通 近 非 线性 函数 


利用 图 7-1 中 的 近似 方法 ， 问 题 转化 为 求 以 下 函数 的 最 小 点 : 
b+k(lr—0) 0Z<r<u 
c(CZ) 一 | 二 k(xz—a) ww 委 工 生 d 
bs 十 AZ 一 as) a Cra 
针对 三 个 区 间 定 义 三 个 新 的 变量 x 二 (x 一 0),， x 二 (rT 一 a1)，zs 二 (7 一 4:)， 用 三 进 制 变量 yi、 
yz、Ys 将 zx; 限定 在 对 应 的 区 间 : 
Ore ya 
0 过 rR ya —al) 
0 过 ry (a mas) 
其 中 y, 、y: 、ys 等 于 0 或 1. 因为 任何 情况 下 都 只 能 有 一 个 x; 是 有 效 的 ， 所 以 有 下 面 的 约束 : 
yi 十 yz 十 y3 三 1 
注意 到 任何 情况 下 都 只 能 有 一 个 zx; 是 有 效 的 ， 目 标 函 数 可 以 写成 : 
l cz) = yb 二 Riri) ty (bs 二 kr) ya (bs kr) 
可 以 看 出 ， 当 y; 二 0 时， 也 有 zx; 二 0， 因 此 乘积 项 x;y; 是 多 余 的 ， 所 以 目标 函数 可 以 进一步 简 
化 ， 得 到 如 下 模型 ; 
Min kx + kzzs + kszs tt yibi + ysbs + ysbs 
Ss. t. 
0 委 Z 委 ya 
OX ya 一 ai) 
0 委 xz 委 y(aas 一 Ga) 
yi 二 yz 十 y3 二 1 | 
其 中 y, 、y;,、y; 等 于 0 或 1. 
例 3 中 的 模型 属于 混合 整数 规划 问题 ， 因 为 只 有 部 分 决策 变量 限定 为 取 整数 值 ， 线 性 规划 
和 单纯 形 算法 应 当 满足 的 性 质 ， 在 整数 规划 问题 中 不 再 具备 ， 因 此 求解 整数 规划 问题 更 为 亲 
难 . 一 种 被 证 明成 功 的 方法 是 ， 设计 一 些 规则 来 快速 地 找到 好 的 可 行 解 ， 然 后 测试 检查 剩余 的 
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解 中 哪些 可 行 解 可 以 直接 丢弃 掉 . 遗憾 的 是 ， 有 些 测试 检查 方法 可 能 只 对 某 类 问题 是 有 效 的 . 


多 目标 规划 : 投资 问题 


考虑 下 面 的 问题 : 某 投资 者 有 40 000 美元 用 于 投资 ， 她 所 考虑 的 投资 方式 的 收益 为 ; 储 

鞭 利 率 7% ， 市 政 债券 9% ， 股 票 的 平均 收益 为 4%， 不同 的 投资 方式 的 风险 程度 是 不 同 的 . 
该 投资 者 列 出 了 她 的 投资 组 合 的 目标 为 ， 

1) 年 收益 至 少 为 5000 美元 ; 

2) 股 票 投资 额 至 少 为 10 000 美元 ; 

3) 股 票 投资 额 不 能 超过 储蓄 和 市 政 债券 投资 额 之 和 ; 

4) 储 蓄 额 位 于 5 000 一 15 000 美元 之 间 ; 

5) 总 投资 额 不 超过 40 000 美元 . 

可 以 看 出 ,投资 者 的 目标 不 止 1 个 .遗憾 的 是 ， 实 际 问题 中 经 常 出 现 的 情况 是 ， 并 不 是 所 
有 目标 都 能 同时 达到 的 .如果 该 投资 者 将 收益 率 最 低 的 投资 方式 (储蓄 ) 的 投资 额 设 定 在 最 小 值 
(本 例 中 为 储蓄 5000 美元 )， 在 不 违反 约束 2 一 5 的 情况 下 ， 为 了 使 年 收益 最 大 ， 应 当 购 买 
15 000 美元 市 政 债券 和 20 000 美元 股票 . 但 是 ， 该 投资 组 合 的 年 收益 达 不 到 5000 美元 ， 那 
么 ， 应 当 如 何 处 理 具 有 多 个 目标 的 问题 呢 ? 

下 面 把 每 个 目标 从 数学 角度 进行 描述 : 设 x 是 储蓄 额 ，y 是 市 政 债券 投资 额 ，z 是 股票 投 
资 额 ， 则 上 述 目标 分 别 为 : 


目标 1 0. 07z 十 0.09y 十 0. 14z 之 5000 

目标 2 z 10 000 
目标 3 z 和 z 十 y 
目标 4 5000 < zr 15 000 
目标 5 Z 十 y 十 z 委 40 000 


该 投资 者 为 了 找到 一 个 可 行 解 ， 将 会 在 一 个 或 多 个 目标 上 有 所 妥协 . 假设 她 认为 年 收益 至 
少 应 该 为 5000 美元 、 股 票 投资 额 至 少 应 该 为 10 000 美元 、 总 投资 额 不 能 超过 40 000 美元 ,但 
愿意 在 目标 3、4 上 有 所 妥协 ， 然 而， 她 希望 这 两 个 目标 的 偏差 之 和 最 小 . 下 面 把 这 种 新 的 要 
求 用 数学 的 方法 进行 建 模 ， 并 说 明 这 样 的 处 理 方法 也 可 以 用 到 类 似 的 问题 中 . 用 Cs 表示 目标 
3 的 偏差 ，G, 表示 目标 4 的 偏差 ， 那 么 模型 为 
Min G;+G, 
s.t. 
0. 07z 十 0.09y 十 0. 14z 之 5000 

Zz 之 10 000 

z 一 Cs 魏 工 十 y 

5000 一 G, 入 xz 胺 15 000 

Z 十 y 十 zx 委 40 000 

其 中 x、y、z 是 正 数 . 
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最 后 这 个 条 件 是 为 了 保证 不 会 出 现 负 的 投资 额 。 该 问题 是 一 个 线性 规划 问题 ， 可 以 用 
7.4 节 介 绍 的 单纯 形 算 法 求解 。 如 果 该 投资 者 认为 某 些 目标 比 另外 一 些 目 标 更 重要 ,目标 也 
数 中 可 以 对 不 同 的 目标 进行 加 权 处 理 . 此 外 ， 对 目标 函数 中 的 加 权 系 数 可 以 进行 敏感 性 分 
析 ， 找 到 最 优 解 发 生变 化 时 加 权 系 数 的 分 界 点 .这 一 过 程 将 得 到 多 个 解 ， 在 做 出 投资 决策 前 
投资 者 应 对 这 些 解 进行 仔细 的 比较 和 考虑 ， 通 常 来 说 ， 在 进行 定量 决策 的 时 候 这 是 最 佳 的 处 
理 方法 . 


动态 规划 问题 


一 种 经 常 出 现 的 情况 是 ， 优 化 模型 要 求 在 不 同 的 时 间 区 间 上 分 别 进行 决策 ， 而 不 是 一 次 做 
出 全 部 决策 . 在 20 世纪 50 年 代 ， 美 国 数学 家 Richard Bellman 发 明了 一 种 对 这 类 模型 分 阶段 
优化 而 不 是 一 次 优化 的 技术 ， 这 样 的 方法 称 为 动态 规划 . 下 面 的 问题 就 是 一 个 本 以 用 动态 规划 
求解 的 例子 

某 牧 场 主 从 事 养 牛 业 .开始 时 他 有 上 & 头 牛 ， 并 计划 N 年 后 卖 出 全 部 牛 而 退休 . 每 年 他 都 
面临 以 下 问题 : 卖 掉 多 少 头 牛 ? 保留 多 少 头 牛 ?如 果 在 第 i 年 卖 出 若干 头 牛 ， 估 计 每 头 牛 利润 
为 p;; 而 第 i 年 保留 下 来 的 牛 ， 到 第 i 十 1 年 的 时 候 数量 会 翻 倍 . 

虽然 这 里 忽略 了 在 现实 中 一 个 分 析 人 员 可 能 会 考虑 的 许多 实际 因素 (请 你 列 出 几 个 这 样 的 
因素 ) ， 该 牧场 主 确实 每 年 都 面临 如 下 两 难 决策 ,立即 卖 牛 获 利 ， 还 是 保留 到 以 后 ? 

后 面 的 各 节 将 集中 精力 求解 线性 规划 问题 ， 首 先 介绍 几 何 解法 ， 然 后 讨论 单纯 形 算法 . 


习题 


用 第 2 章 中 介绍 的 建 模 过 程 分 析 下 面 的 情景 ， 当 用 该 建 模 过 程 分 析 清楚 需要 解决 的 问题 
你 会 发 现在 建立 优化 模型 前 ， 用 自然 语言 回答 下 面 的 问题 是 很 有 帮助 的 
(a) 识 别 决策 变量 : 需要 做 出 什么 样 的 决策 ? 
(b) 建 立 目标 函数 : 决策 如 何 影响 目标 ? 
(c) 建 立 约束 集合 : 必须 满足 什么 样 的 约束 ? 请 一 定 思考 一 下 : 该 问题 中 决策 变量 是 否 允 
许 取 负数 ? 并 保证 ， 如 果 允 许 取 负 数 ， 约 束 确实 是 这 样 建立 的 . 
建立 模型 后 ， 请 检查 线性 规划 的 假设 条 件 是 否 成 立 ， 并 将 模型 的 形式 与 本 节 给 出 的 例子 进 
行 比较 .尽量 确定 什么 样 的 优化 方法 能 用 于 获得 该 问题 的 最 优 解 . 
1. 资源 分 配 “你 刚刚 成 为 一 家 生产 塑料 制品 的 工厂 的 经 理 . 虽然 工厂 在 生产 运作 中 牵涉 
到 很 多 产品 和 供应 件 ， 你 只 关心 其 中 的 三 种 产品 ;，(1) 乙 烯 基石 棉 楼 面料 ， 产 品 以 箱 计 
量 ， 每 箱 的 面积 一 定 ; (2) 纯 乙烯 基 楼 项 料 ， 以 码 计量 ; (3) 乙 烯 基石 棉 墙 面 砖 ， 以 块 
计量 ， 每 块 砖 面积 100 平方 英尺 . ， 
在 生产 这 些 塑料 制品 所 需要 的 多 种 资源 中 ， 你 已 经 决定 考虑 以 下 四 种 资源 ， 乙 烽 
基 、 石 棉 、 劳 动力 、 剪 前 机 的 机 时 .最近 的 库存 状态 显示 ， 每 天 有 1500 磅 乙烯 基 、 
200 磅 石棉 可 供 使 用 。 此外， 经 过 与 车 间 管 理 人 员 和 不 同 部 门 的 人 力 资源 负责 人 的 谈 
话 ， 你 已 经 知道 每 天 有 3 人 日 的 劳动 力 和 1 机 器 日 的 剪 前 机 可 供 使 用 ， 下 表 中 列 出 了 
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每 生产 三 种 产品 一 个 计量 单位 时 所 消耗 的 四 种 资源 的 数量 ， 其 中 一 个 计量 单位 分 别 为 1 
箱 楼 面料 、1 码 楼 项 料 和 1 块 墙 面 砖 ， 可 供 使 用 的 资源 的 数量 也 列 在 表 中 . 


乙烯 基 ( 磅 ) 石棉 ( 磅 ) 劳动 力 ( 人 日 ) 剪 削 机 (机 器 日 ) 利润 (美元 ) 
30 3 0.02 0.01 . 0.8 

20 0 0.1 0. 05 5 

50 5 0.2 0.05 5.5 


楼 面料 (每 箱 ) 
”楼 顶 料 (每 码 ). 
墙 面 砖 (每 块 ) 
可 供应 量 (每 天 ) 


建立 数学 模型 ， 帮 助 确定 如 何 分 配 资源 ， 使 利润 最 大 . 


. 营养 需求 ” 某 牧场 主 知道 ， 对 于 一 匹 体型 中 等 的 马 来 说 ， 最 低 的 营养 需求 为 ，40 磅 蛋 


白质 、20 磅 碳水 化 合 物 、45 磅 粗饲料 ， 这 些 营 养 成 分 是 从 不 同 饲 料 中 得 到 的 ， 饲料 及 
其 价格 在 下 表 中 列 出 | 


和 蛋白质 ( 磅 ) 碳水 化 合 物 ( 磅 ) 粗饲料 ( 磅 ) 价格 (美元 ) 
0.5 2:'0 5.0 1. 80 
1.0 4.0 2.0 3.50 
2.0 0.5 1.0 0. 40 
6.0 1.0 2.5 1. 00 

40.0 20.0 45.0 


干草 (每 捆 ) 

燕麦 片 ( 每 袋 ) 
饲料 块 (每 块 ) 
高 组 白 浓缩 料 ( 每 缆 ) 
每 匹 马 的 需求 (每 天 ) 


建立 数学 模型 ， 确 定 如 何以 最 低 的 成 本 满足 最 低 的 营养 需求 . 


. 生产 计划 “ 某 工业 品 的 制造 商 必须 满足 以 下 的 发 货 计 划 ， 


月 份 发 货 量 ( 件 ) 
一 月 10 000 
二 月 40 000 
三 月 20 000 


每 个 月 的 生产 能 力 为 30 000 件 ， 每 件 产品 的 生产 成 本 为 10 美元 ， 由 于 该 制造 商 没 有 仓 
库 ， 央 此 需要 库存 产品 时 只 能 依靠 其 他 仓储 公司 ， 仓储 公司 每 月 的 收费 标准 为 ， 对 每 
月 最 后 一 天 储存 在 仓库 的 物品 ， 每 件 收 3 美元 ， 该 制造 商 在 一 月 的 第 一 天 没有 任何 初 
始 库存 ， 也 不 希望 在 三 月 的 最 后 一 天 留 下 任何 库存 ， 请 建立 数学 模型 ， 帮 助 极 小 化 三 
个 月 的 生产 和 存储 费用 之 和 . 

如 果 当 生产 zx 件 产品 时 ， 生 产 成 本 为 10z 十 10 美元 ， 模 型 有 什么 变化 ? 


. 栗 夺 混合 ”一 家 糖果 商店 出 售 三 种 不 同 品牌 的 果 仁 糖 ， 每 个 品牌 含有 不 同比 例 的 杏仁 、 


核桃 仁 、 腰 果 仁 、 胡 桃仁 ， 为 了 维护 商店 的 质量 信誉 ， 每 个 品牌 中 所 含有 的 果 仁 的 最 
大 、 最 小 比例 是 必须 满足 的 ， 如 下 表 所 示 : 
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on 


品 牌 | 含量 需求 每 磅 售 价 ( 美 元 ) 
普通 腰果 仁 不 超过 20% 0. 89 
胡桃 仁 不 低 于 40%% 
核桃 仁 不 超过 25% 
杏仁 没有 限制 
豪华 腰果 仁 不 超过 35% 1. 10 
杏仁 不 低 于 40% 
核桃 位 、 胡 桃仁 没有 限制 
蓝 带 腰果 仁 含量 位 于 30% 一 50%% 之 间 1. 80 
杏仁 不 低 于 30% 
核桃 位 、 胡 桃仁 没有 限制 


下 表 列 出 了 商店 从 供应 商 每 周 能 够 得 到 的 每 类 果 仁 的 最 大 数量 和 每 磅 的 价格 : 


每 磅 价格 。 每 周 最 大 供应 量 每 磅 价格 。“ 每 周 最 大 供应 量 


(美元 ) ( 磅 ) (美元 ) ( 磅 ) 
杏仁 0. 45 2000 腰果 仁 0. 70 5000 
核桃 仁 0.55 4000 胡桃 仁 0. 50 3000 


商店 希望 确定 每 周 购 进 杏仁 、 核 桃仁 、 腰 果 仁 、 胡 桃仁 的 数量 ， 使 周 利 润 最 大 .建立 
数学 模型 ， 帮 助 该 商店 管理 人 员 解 决 果 仁 混合 的 问题 提示 : 有 多 少 个 决策 变量 ? 例 
如 ， 是 否 需 要 区 分 普通 品牌 和 豪华 品牌 中 使 用 的 腰果 仁 ? 


.电子 设备 的 生产 某 电 子 厂 生 产 三 种 产品 供应 给 政府 部 门 : 晶体 管 、 微 型 模块 、 电 路 


集成 器 ， 该 工厂 从 物理 上 分 为 四 个 加 工区 域 : 晶体 管 生产 线 、 电 路 印刷 与 组 装 、 晶 体 
管 与 模块 质量 控制 、 电 路 集成 器 测试 与 包装 . 

生产 中 的 要 求 如 下 : 生产 一 件 晶体 管 需要 占用 晶体 管 生产 线 0. 1 小 时 的 时 间 ， 咏 
体 管 质量 控制 区 域 0. 5 小 时 的 时 间 ， 另 加 0. 70 美元 的 直接 成 本 ， 生产 一 件 微型 模块 需 
要 占用 质量 控制 区 域 0.4 小 时 的 时 间 ， 消 耗 3 个 晶体 管 ， 另 加 0. 50 美元 的 直接 成 本 ; 
生产 一 件 电 路 集成 器 需要 占用 电路 印刷 区 域 0. 1 小 时 的 时 间 ， 占 用 测试 与 包装 区 域 0. 5 
小 时 的 时 间 ， 消 耗 3 个 晶体 管 、3 个 微型 模块 ， 另 加 2. 00 美元 的 直接 成 本 . 

假设 三 种 产品 (晶体 管 、 微 型 模块 、 电 路 集成 器 ) 的 销售 量 是 没有 限制 的 ， 销 售 价 
格 分 别 为 2 美元 、8 美元 、25 美元 ， 在 未 来 的 一 个 月 里 ， 每 个 加 工区 域 均 有 200 小 时 
的 生产 时 间 可 用 ， 请 建立 数学 模型 ， 帮 助 确定 生产 计划 ， 使 工厂 的 收益 最 大 . 


. 卡车 采购 ” 某 卡 车 公司 拨款 800 000 美元 用 于 购买 新 的 运输 工具 ， 可 供 选 择 的 运输 工具 


有 三 种 .运输 工具 A 载重 量 为 10 吨 ， 平 均 时 速 为 45( 英 里 /小 时 ) ， 价 格 为 26 000 美 
元 ; 运输 工具 B 载重 量 为 20 吨 ， 平 均 时 速 为 40( 英 里 /小 时 ) ， 价 格 为 36 000 美元 ; 运 
输 工具 C 是 B 的 改进 型 ， 增 加 了 可 供 一 个 司机 使 用 的 卧铺 ， 这 一 改变 使 载重 量 降 为 18 
吨 ， 平均 运 行 速度 仍然 是 40( 英 里 /小 时 ) ， 但 价格 为 42 000 美元 . 

运输 工具 A 需要 一 名 司机 ， 如 果 每 天 三 班 工作 ， 每 天 平均 可 以 运行 18 小 时 .当地 


200 第 7 章 


法 律 规定 ， 运 输 工具 B 和 C 均 需 要 两 名 司机 ， 三 班 工作 时 B 每 天 平均 可 以 运行 18 小 
时 ,而 C 可 以 运行 21 小 时 .该 公司 目前 每 天 有 150 名 司机 可 供 使 用 ， 而且 在 短期 内 无 
法 招募 到 其 他 训练 有 素 的 司机 . 当地 的 工会 禁止 任何 一 名 司机 每 天 工作 超过 一 个 班次 . 
此 外 ， 维 修 设备 有 限 ， 所 以 购买 的 运输 工具 的 数量 不 能 超过 30 辆 ， 建 立 数学 模型 ， 帮 
助 公 司 确定 购买 每 种 运输 工具 的 数量 ， 使 工厂 每 天 的 总 运力 ( 吨 英里 ) 最 大 . 

. 农 作 问题 ” 某 农户 拥有 100 英亩 土地 和 25 000 美元 可 供 投资 ， 每 年 冬季 ( 九 月 中 旬 一 五 
月 中 旬 )， 该 家 庭 的 成 员 可 以 贡献 3500 小 时 的 劳动 时 间 ， 而 夏季 为 4000 小 时 ， 如 果 这 
些 劳 动 时 间 有 富裕 ， 该 家 庭 中 的 年 轻 成 员 将 去 附近 的 农场 打工 ， 冬 季 每 小 时 4. 8 美元 ， 
夏季 每 小 时 5. 1 美元 . 

现金 收入 来 源 于 三 种 农作物 (大 豆 、 玉 米 和 燕麦 ) 以 及 两 种 家 禽 ( 奶 牛 和 母 鸡 )， 农 
作物 不 需要 付出 投资 ， 但 每 头 奶牛 需要 400 美元 的 初始 投资 ， 每 只 母 鸡 需 要 3 美元 的 
初始 投资 .每 头 奶牛 需要 使 用 1.5 英亩 土地 ， 并 且 冬 季 需 要 付出 100 小 时 劳动 时 间 ， 
夏季 付出 50 小 时 劳动 时 间 ， 每 年 为 该 家 庭 产 生 的 净 现金 收入 为 450 美元 ; 每 只 母 鸡 的 
对 应 数字 为 : 不 占用 土地 ， 冬 季 0.6 小时， 夏季 0. 3 小 时 ， 年 净 现 金 收 入 3.5 美元 ， 养 
鸡 厂房 最 多 只 能 容纳 3000 只 母 鸡 ， 栅 栏 的 大 小 限制 了 最 多 能 饲养 32 头 奶牛 . 

根据 估计 ， 每 种 植 一 英亩 三 种 农作物 所 需要 的 劳动 时 间 和 收入 如 下 表 所 示 ， 


~] 


冬季 劳动 时 间 夏季 劳动 时 间 年 净 现金 收入 (美元 /英亩 ) 
20 30 175. 00 

35 75 300. 00 

10 40 120. 00 


建立 数学 模型 ， 帮 助 确定 每 种 农作物 应 该 种 植 多 少 英亩 ， 由 放 荔 中 和 得 因 应 该 各 蓄 养 
多 少 ， 以 使 年 净 现 金 收入 最 多 . 


研究 课题 


对 研究 课题 1~5， 完 成 引用 到 的 UMAP 教学 单元 或 文章 中 的 要 求 ， 
1.“ 无 约束 优化 ”， 作 者 ; Joan R. Hundhausen 和 Robert A. Walsh， 编号 : UMAP 教学 单 
元 522， 该 单元 介绍 了 梯度 搜索 算法 ， 包 括 例子 和 应 用 ， 下 链 式 法 
则 、Taylor 级 数 、 梯 度 、 向 量 的 点 积 . 
2.“ 变 分 法 及 其 在 力学 中 的 应 用 ”， 作 者 : Carroll O. Wilde， 编 号 UMAP 教学 单元 468， 该 
单元 简要 介绍 了 如 何 寻 找 函数 ， 使 得 某 些 定 积分 形式 达到 最 大 或 最 小 值 ， 并 介绍 了 力学 中 的 应 用 
例子 ， 学 生 将 从 中 学 到 某 些 定 积分 形式 的 Euler 方程 和 Hamilton 原理 ， 及 其 在 守恒 动力 系统 中 的 
应 用 ， 需 要 读者 具有 动力 学 和 势能 的 基础 物理 知识 ， 以 及 多 变量 链 式 法 则 、 常 微分 方程 的 知识 
3.“ 清 洁 水 的 高 成 本 : 水 质量 管理 的 模型 "， 作 者 : Edward Beltrami， 编 号 : UMAP 专 论 
综述 文献 ， 国 家 的 人 口 增长 和 工业 活动 的 增加 ， 引起 了 严重 的 废水 排放 问题 .为 了 应 对 这 一 问 
题 ， 美 国 环境 保护 署 (Environmental Protection Agency，EPA) 鼓 励 开 发 区 域 废水 管理 计划 . 
本 文献 讨论 了 为 长 岛 (Long Island) 开 发 的 EPA 计划 ， 建 立 了 数学 模型 ， 使 得 在 费用 和 水 质量 


大 豆 
玉米 


or 
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方面 的 折 中 清晰 化 .数学 方面 涉及 偏 微分 方程 和 混合 整数 线性 规划 . 

4.“ 几 何 规划 ”， 作 者 : Robert E. D. Woolsey， 编 号 ;: UMAP 教学 单元 737.， 该 单元 介绍 
包括 几何 规划 在 内 的 一 些 建 模 方法 .需要 读者 熟悉 初等 微 积分 学 的 知识 . 

5.“ 城 市 再 循环 : 布局 与 最 优 ”， 作 者 : Jannett Highfill 和 Michael McAsey， 编 号 : 
UMAP 杂志 ,第 15 卷 第 1 期 ，1994 年 ， 本 文 考虑 城市 再 循环 系统 的 优化 问题 .请 阅读 本 文 并 
准备 10 分 钟 的 课堂 讲演 . 


7.2 线性 规划 (一 ): 几何 解法 
根据 下 面 的 数据 ， 考 虑 用 Chebyshev 准则 拟 合 模型 > 一 cz: 
小 1 2 3 
2 8 8 
确定 参数 c 使 绝对 偏差 x; 二 | y; 一 y(zx;) | ( 残 差 或 误差 ) 中 的 最 大 者 最 小 化 的 优化 问题 是 一 
个 线性 规划 : 


Min > 
S. t. 
r 一 (2 一 c) 宇 0 ( 约 东 1) 


r 十 (2 一 c) 宇 0 (约束 2) 
r 一 (5 一 2c) 宇 0 (约束 3) 
r 十 (5 一 2c) 宇 0 (约束 4) 
r 一 (8 一 3c) 宇 0 (约束 5) 
r 十 (8 一 3c) 宇 0 (约束 6) 
本 节 将 用 几何 方法 求解 这 一 问题 . 


线性 规划 的 几何 解释 
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线性 规划 中 可 以 包含 一 系列 线性 等 式 和 线性 不 等 式 约束 . 自然 ， 在 只 有 两 个 变量 的 情形 ， 
一 个 等 式 约束 表示 线性 规划 的 解 正好 位 于 该 等 式 所 表示 的 直线 上 .那么 不 等 式 呢 ? 为 了 获得 一 


点 启示 ,考虑 如 下 约束 : 2 
| 十 2zxs 世间 
eo We se) (7-3) 


不 可 行 
XI+2x3=4 


非 负 约束 x1 ，z; 宇 0 意味 着 可 能 的 解 只 能 位 于 第 一 
象限 ， 不 等 式 zi 十 2x, 二 4 把 第 一 象限 分 成 两 个 区 
域 ， 其 中 可 行 域 是 满足 约束 的 半空 间 ， 画 出 等 式 zi 
十 2zs 二 4 所 代表 的 直线 ,确定 哪 一 个 半 平 面 是 可 行 


的 ， 就 可 以 找到 可 行 域 ， 如 图 7-2 所 示 . 
图 7-2 约束 z 十 2zz 二 4，xt， 吉 之 0 的 可 行 域 ” 


原 书 此 处 误 为 约束 zi 十 2x2 三 4，x1，Zx2 之 0 的 可 行 域 . ”一 一 译 者 注 
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如 果 不 能 显而易见 地 判断 哪 一 个 半 平 面 是 可 行 的 ， 选 择 一 个 方便 的 点 (如 原点 ) 并 将 它 代 入 约束 
条 件 ， 看 看 约束 条 件 是 否 满 足 ， 如 果 满 足 ， 则 与 该 点 位 于 直线 同一 边 的 所 有 点 也 是 满足 约束 条 件 的 . 

线性 规划 有 一 个 重要 的 性 质 ， 即 满足 约束 条 件 的 所 有 点 组 成 一 个 凸 集 ， 所 谓 凸 集 ， 是 指 该 
集合 中 的 任意 两 个 点 用 直线 段 连接 起 来 时 ， 该 直线 段 上 的 所 有 点 仍 位 于 该 集合 中 .图 7-3a 所 
示 的 集合 不 是 凸 的 ， 而 图 7-3b 所 示 的 集合 是 凸 的 . 


连接 4、8 点 的 线段 
不 完全 属于 该 集合 


rw 


a) 


图 7-3 a) 中 所 示 的 集合 是 凸 的 ， 而 b) 中 所 示 的 集合 不 是 凸 的 


凸 集 的 极点 ( 角 点 ) 是 该 集合 的 一 个 边界 点 ， 该 边界 点 是 两 条 直线 段 边 界 的 惟一 交点 .图 7-3b 
中 ,点 A~ 下 都 是 极点 下面 让 我 们 来 寻找 7. 1 节 例 1 中 建立 的 木匠 问题 的 可 行 域 和 最 优 解 . 


例 1 木匠 问题 


木匠 问题 中 的 约束 所 代表 的 凸 集 在 图 7-4 中 用 多 边 形 区 域 ABCD 表示 . 请 注意 ， 约 束 所 
代表 的 直线 有 6 个 交点 ， 但 只 有 四 个 交点 ( 即 A 一 D) 满 足 所 有 约束 从 而 属于 该 凸 集 ， 点 A 一 D 


是 该 多 边 形 的 极点 .变量 y, 、y; 的 含义 将 在 后 面 再 解释 . 


*2 


a 
5x1 + 4 入 120, 约束 2 


目标 函数 值 : 


> D(0, 23) 
25x1 + 30x, = 750 


C(12, 15) 


20x + 30x,< 690 
约束 1 


图 7-4 满足 木匠 问题 的 约束 的 点 集 形成 凸 集 
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如 果 一 个 线性 规划 存在 最 优 解 ， 它 必然 也 会 出 现在 约 东 所 形成 的 凸 集 的 某 个 极点 上 .， 极点 
上 目标 函数 的 值 (木匠 问题 的 利润) 是 


极点 目标 函数 值 ( 美 元 ) 
A(0，0) 0 
B(24, 0) 600 
C(12, 15) 750 
D(0，23) 690 


因此 ， 木 匠 每 周 应 该 制作 12 张 桌子 和 15 个 书架 ， 每 周 最 大 利润 为 750 美元 . 本 节 后 面 将 
进一步 从 几何 意义 上 说 明 极点 C 是 最 优 解 . 

在 考虑 第 二 个 例子 之 前 ， 我 们 先 总 结 一 下 到 目前 为 止 的 想法 . 线性 规划 的 约束 集合 是 一 个 
凸 集 ， 通 常 包含 线性 规划 的 无 穷 多 个 可 行 解 . 如 果 一 个 线性 规划 存在 最 优 解 ， 它 必然 也 会 出 现 
在 一 个 或 多 个 极点 上 . 因此 ， 为 了 找到 最 优 解 ， 从 所 有 极点 中 选择 使 目标 函数 值 取 到 最 优 值 的 
一 个 即 可 . 


例 2 数据 拟 合 问题 


我 们 现在 来 求解 式 (7-2) 所 描述 的 线性 规划 .给 定 模 型 > 一 cz 和 数据 
工 1 2 3 250 
yy | 2 5 8 \ 
我 们 希望 找到 < 的 值 ， 使 得 最 大 绝对 偏差 > 尽 可 能 小 ， 图 7-5 中 画 出 了 6 个 约束 
r 一 (2 一 c) 宇 0 (约束 1) 
r 十 (2 一 c) 之 0 (约束 2) 
r 一 (5 一 2c) 汪 0 (约束 3) 
r 十 (5 一 2c) 宇 0 (约束 4) 
r 一 (8 一 3c) 宇 0 (约束 5) 
r 十 (8 一 3c) 宕 0 (约束 6) 
为 了 画 这 些 约束 ， 必 须 先 画 出 如 下 的 等 式 所 代表 的 直线 
r 一 (2 一 c) =0 (约束 1 的 边界 ) 
r 十 (2 一 c) = 0 (约束 2 的 边界 ) 
r 一 (5 一 2c) = 二 0 (约束 3 的 边界 ) 
r 十 (5 一 2c) 二 0 ( 约 东 4 的 边界 ) 
r 一 (8 一 3c) = 0 (约束 5 的 边界 ) 
r 十 (8 一 3c) 二 0 (约束 6 的 边界 ) 
我 们 注意 到 ， 对 约束 1、3、5 来 说 ， 等 式 所 代表 的 边界 的 右上 部 分 是 满足 约束 条件 的 . 类 似 地 ， 
对 约束 2、4、6 来 说 ， 等 式 所 代表 的 边界 的 左上 部 分 是 满足 约束 条 件 的 . 为 了 证 实 这 一 点 ， 选 择 
一 个 点 (如 原点 )， 看 看 它 是否 满 足 约束 条 件 . 如 果 满 足 ， 它 就 位 于 约束 所 确定 的 可 行 域内 . 
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图 7-5 用 y=cz 拟 合 一 组 数据 时 的 可 行 域 


如 图 7-5 所 示 ， 约 束 1 一 6 的 可 行 域 的 交集 在 c<、r 平 面 上 构成 一 个 凸 集 ， 其 中 极点 用 A~ 

C 标示 . A 点 是 约束 5 ( 即 > 一 (8 一 3c)=0) 和 > 轴 ( 即 c=0) 的 交点 ， 所 以 A 二 (0，8)， 类 似 地 ， 
B 是 约束 5 和 2 的 交点 : 

r 一 (8 一 3c) 二 0 或 .rr 十 3c 王 8 

r 十 (2 一 c) 二 0 或 r 一 c= 一 2 
解 得 c 一 5/2，r 一 1/2， 即 B 二 (5/2，1/2). 最后，C 是 约束 5 和 4 的 交点 , 即 C=(3, 1). 请 
注意 这 个 可 行 集合 是 无 界 的 (无 界 凸 集 将 在 以 后 讨论 ). 如 果 该 问题 存在 最 优 解 ， 至 少 有 一 个 极 
点 能 取 到 最 优 解 。 我们 对 三 个 极点 分 别 计算 对 应 的 目标 函数 值 F(-) 一 ~: 

极点 目标 函数 值 


(C65. 的) f(r)=r 
A 8 


1 
2 
1 


使 值 最 小 的 极点 是 B(5/2，1/2). 因此 ,c 的 最 优 取 值 为 c=5/2，c 取 其 他 值 时 不 可 能 
使 最 大 绝对 偏差 小 于 | ra | =1/2. 


模型 的 解释 


下 面 解释 一 下 例 2 中 数据 拟 合 问题 的 最 优 解 。 解 线性 规划 得 到 c=5/2， 对 应 的 模型 为 y= 
《5/2)z， 此 外 ， 目 标 函 数值 "一 1/2 对 应 于 拟 合 的 最 大 偏差 .让 我 们 检查 一 下 这 是 否 确实 成 立 . 

图 7-6 中 画 出 了 数据 点 和 模型 > 一 (5/2)z. 注意 到 数据 点 1 和 3 都 达到 了 最 大 偏差 ;= 二 1/2. 
把 一 把 直 尺 的 一 端 固定 在 原点 '， 然 后 旋转 这 把 尺子 ， 你 将 会 看 到 没有 其 他 通过 原点 的 直线 能 够 
产生 更 小 的 最 大 绝对 偏差 ， 因此， 模型 > 一 (5/2)z 在 Chebyshev 准则 下 是 最 优 的 . 


二 一 一 一 一 
tte 
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=_|g_15|1- 上 
) 残 差 = |8 2 |=3 


x 
7-6 直线 ?一 羡 了 导致 最 大 绝对 偏差 ros= 十 ， 这 是 最 小 可 能 的 rw 
空 可 行 域 和 无 界 可 行 域 


我 们 曾经 很 仔细 地 讲 过 ， 如 果 一 个 问题 存在 最 优 解 ， 至 少 有 -一 个 极点 能 取 到 目标 函数 的 最 
优 值 。 那么 什么 时 候 最 优 解 不 存在 呢 ? 此 外 ， 什 么 时 候 有 多 于 一 个 最 优 解 呢 ? 
如 果 可 行 域 是 空 的， 那 就 不 存在 可 行 解 ， 例如， 给 定 约束 


ZXZ1 妇 3 
和 
zl 之 95 


则 不 可 能 存在 zi 的 取 值 同时 满足 这 两 个 约束 . 这 样 的 约束 称 为 是 不 相 容 的 . 
不 存在 最 优 解 还 有 另外 一 种 可 能 性 .观察 图 7-5 和 数据 拟 合 问题 的 约 东 集合 可 以 发 现 ， 可 
行 域 是 无 界 的 ( 即 zx; 或 x; 可 以 取 到 任意 大 的 值 ). 因此 在 该 可 行 域 上 不 可 能 优化 
Max zi 十 
因为 xz; 和 x 可 以 取 到 任意 大 的 值 . 然而 ， 虽 然 可 行 域 是 无 界 的 ， 对 例 2 中 讨论 的 目标 函数 而 
言 ， 最 优 解 确实 存在 ， 因 此 ， 可 行 域 有 界 并 不 是 存在 最 优 解 的 必要 条 件 . 


目标 函数 的 水 平 曲线 


再 回顾 一 下 木匠 问题 ， 目标 函数 是 25xi 十 30zx: ， 在 图 7-7 中 的 第 一 象限 画 出 了 以 下 直线 段 : 
25zi 十 30z 一 650 
25zi 十 30zs 一 750 
257zl 十 30zs 一 850 
注意 到 目标 函数 在 这 些 直 线段 上 的 取 值 为 常数 ， 这 些 直 线段 称 为 目标 函数 的 水 平 曲线 (等 值 线 ). 254 
当 沿 着 与 这 些 直 线段 垂直 的 方向 移动 时 ， 目 标 函 数 要 么 增加 ， 要 么 减少 ， 现 在 ， 进 一 步 将 木匠 问 | ， 
题 的 约束 
20xi 十 30zs 委 690 (木板 ) 
5zi 十 4zrs 委 120 (劳动 时 间 ) 
Ziyzz 之 0 ( 非 负 性 ) 
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xX 


25xi + 30x, = 850 
25xi + 30x, =750 
25x1 + 30x, = 650 


X1 


图 7-7 目标 函数 /的 水 平 曲 线 是 第 一 象限 的 平行 直线 段 ; 
当 沿 着 与 这 些 直 线段 垂直 的 方向 移动 时 ， 
目标 函数 要 么 增加 ， 要 么 减少 


强加 在 这 些 水 平 曲线 上 (图 7-8)， 可 以 看 出 ， 取 值 为 750 的 水 平 曲线 与 可 行 域 正 好 相交 于 惟一 
的 一 点 ， 即 极点 C(12，15). 


0, 23 C(12, 15 
2 (2 1) 20x + 30r,<690 


25x1 + 30x = 850 


x 
34.580) 


(30,0) , 
(26., 0) (34, 0) 


7-8 ”水平 曲线 25z 十 30z? 一 750 与 可 行 域 在 极点 C 相 切 


是 否 可 能 有 多 于 1 个 的 最 优 解 呢 ? 对 木匠 问题 做 一 点 小 的 改变 ， 即 只 改变 一 下 劳动 时 间 的 
约束 ， 则 可 以 有 如 下 问题 
256 Max 25zi + 30x» 

Sot 

20zi 十 30x; 过 690 (木板 ) 

5zl 十 6zs 过 150 (劳动 时 间 ) 

Ti 0 ( 非 负 性 ) 
图 7-9 中 画 出 了 约束 集合 和 水 平 曲线 25zi 十 30z; = 二 750. 可 以 看 出 ， 水 平 曲线 与 表示 劳动 时 间 
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约束 的 边界 线 相 重合 ， 因此， 极点 B 和 C 取 到 相同 的 目标 函数 值 750， 都 是 最 优 的 .实际 上 ， 
整 条 线段 BC 与 水 平 曲 线 25zi 十 30z; 王 750 相 重合 ， 因 此 该 线性 规划 有 无 穷 多 个 最 优 解 ， 最 优 
解 位 于 线段 BC 上 . 


x2 


25x1 + 30x = 750 目标 函数 与 劳动 
Sxl+6rm = 150  】 时 间 约 束 重 合 


20x1 + 30x,<690 


B0G30 0 G45.0) ”! 


图 7-9 线段 BC 与 水 平 曲线 25zi 十 30zs* 二 750 相 重 合 ; 极点 
.B 和 C 之 间 的 每 一 点 (包括 极点 B 和 C 本 身 ) 都 是 最 优 解 


图 7-10 中 对 二 维 情形 下 ， 凸 集 上 线性 函数 的 优化 进行 了 总 结 ， 图 中 画 出 了 一 个 典型 的 凸 
集 和 线性 目标 函数 的 水 平 曲线 .图 7-10 为 如 下 的 线性 规划 基本 定理 提供 了 一 种 几何 直观 图 像 . 


7 


-一 目标 函数 axi+bx; 取 最 大 值 


N 

CN 

目标 函数 axi+bx; 取 最 小 值 
NSSN 


NS 目标 函数 值 上 升 


图 7-10 在 非 空 有 界 凸 集 上 ， 线 性 函数 总 是 在 极点 上 取 到 最 大 值 和 最 小 值 


| 


定理 1 假设 线性 规划 的 可 行 域 是 非 空 有 界 凸 集 ， 则 目标 函数 一 定 会 在 可 行 域 的 极点 上 取 
到 最 大 值 和 最 小 值 . 如 果 可 行 域 无 界 ， 目 标 函数 不 一 定 能 取 到 最 优 值 ;， 然 而， 如 果 最 大 值 和 最 
小 值 确实 存在 ， 则 一 定 也 会 在 某 个 极点 上 取 到 . 
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这 个 定理 保证 了 线性 规划 至 少 有 1 个 最 优 解 来 自 于 非 空 有 界 凸 集 的 极点 ， 
习题 


Ll 


某 公司 用 木头 雕刻 士兵 模型 出 售 . 公司 的 两 大 主要 产品 类 型 分 别 是 “ 盟 军 ”和 “联军 ”士兵 ， 
每 件 利润 分 别 为 28 美元 和 30 美元， 制作 一 个 “ 盟 军 ” 土 兵 需 要 使 用 2 张 木板 ， 花 费 4 小 时 
的 木工 ， 再 经 过 2 小 时 的 整修 ， 制 作 一 个 “联军 ?士兵 需要 使 用 3 张 木板 ， 花 费 3. 5 小 时 的 
木工 ， 再 经 过 3 小 时 的 整修 .该 公司 每 周 得 到 100 张 木板 ， 可 供 使 用 的 木工 (机 器 时 间 为 
120 小 时 ， 整 修 时 间 为 90 小 时 ， 确 定 每 种 士兵 的 生产 数量 ， 使 得 周 利润 最 大 . 


， 当地 的 一 家 公司 销售 小 轿车 和 卡车 .每 辆 汽车 都 必须 经 过 两 个 车 间 处 理 ， 表面 整修 / 油 


漆 车 间 ， 机 器 /主体 车 间 . 每 辆 小 轿车 平均 可 以 贡献 3000 美元 的 利润 ， 每 辆 卡车 平均 
可 以 贡献 2000 美元 的 利润 .表面 整修 /油漆 车 间 有 2400 小 时 的 劳动 时 间 可 供 使 用 ， 机 
器 /主体 车 间 有 2500 小 时 的 劳动 时 间 。 每 辆 小 轿车 需要 消耗 表面 整修 /油漆 车 间 50 小 
时 的 劳动 时 间 ， 机 器 /主体 车 间 40 小 时 的 劳动 时 间 ; 每 辆 卡车 需要 消耗 表面 整修 /油漆 
车 间 50 小 时 的 劳动 时 间 ， 机 器 /主体 车 间 60 小 时 的 劳动 时 间 . 用 线性 规划 的 图 解法 确 
定 生产 计划 ， 使 公司 利润 最 大 化 . 


. 蒙 大 拿 州 的 某 农 场 主 拥有 45 英亩 土地 ， 他 打算 全 部 种 上 小 麦 和 玉米 每 英亩 小 麦 的 利 


润 为 200 美元 ， 每 英亩 玉米 的 利润 为 300 美元 ， 种 植 小 麦 和 玉米 所 需要 的 劳动 力 和 肥 


` 料 数 量 已 知 ， 而 该 农场 主 共 有 100 个 工人 和 120 吨 肥料 ， 为 了 使 利润 最 大 ， 应 该 分 别 


种 植 多 少 英亩 小 麦 和 玉米 ? 
小 麦 玉米 
劳动 力 (工人 ) 3 2 
. 肥料 ( 吨 ) 2 4 
. 用 图 解法 解 下 列 问题 : 
(a)Max z++y 
s. t, 
| Z 十 y 和 6 
3z 一 y 和 9 
T5y 之 0 
(b)Min zx 十 y 
s.t, 
、 工 十 y 宇 6 
3T— yy 之 9 


Cc)Min 10z 十 35y _ 
s. t. 
. 8+ 十 6y< 48 (木板 (英尺 )) 
4zr 十 y 入 20 (木工 工作 (小 时 )) 
y 之 5 (需求 》 
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5. 对 下 列 数 据 ， 用 Chebyshev 准则 拟 合 模型 ， 使 最 大 偏差 最 小 . 
(a)y=cz 


7.3 线性 规划 (二 ): 代数 解法 


木匠 问题 的 图 解法 提出 了 在 非 空 有 界 可 行 域 上 求 线性 规划 问题 最 优 解 的 基本 步骤 : 

1) 找 到 约束 的 所 有 交点 ; 

2) 判 断 哪个 交点 是 可 行 解 (如 果 有 的 话 ) ， 从 而 得 到 所 有 极点 ; 

3) 计 算 每 个 极点 的 目标 函数 值 ; 

4) 选 择 使 目标 函数 值 取 到 最 大 (或 最 小 ) 的 极点 . 

为 了 用 代数 方法 实现 这 一 过 程 ， 必 须 刻画 出 交点 和 极点 的 特征 来 . 

图 7-11 所 示 的 凸 集 由 三 个 线性 约束 所 组 成 (加 上 两 个 非 负 约束 )， 图 中 的 非 负 变量 y, 、y,、 
ys 分 别 表示 一 个 点 满足 约束 1、2、3 的 程度 ， 即 变量 y; 加 到 不 等 式 约束 ; 的 左边 ， 把 它 转 变 
成 等 式 ， 因 此 ，y, =0 刻画 的 正好 是 位 于 约束 2 的 边界 上 的 点 ,而 y, 为 负 时 表示 与 约束 2 相 冲 
突 ， 同样 ， 决 策 变量 x, 、zxs 限定 为 非 负 数 ， 因 此 ， 决 策 变量 x, 、zs 的 值 表示 一 个 点 满足 非 负 
约束 zi 过 0，zz 过 0 的 程度 .请 注意 ， 沿 着 x, 轴 ， 决 策 变 量 zx, 是 0， 现 在 考虑 整个 变量 集合 
{zi1，Zzs，Y1，ys，ys} 的 取 值 问题 ， 如 果 有 两 个 变量 同时 取 0， 在 ziz; 平面 上 表示 的 就 是 一 个 


总 


不 可 行 的 交点 
2 


7-11. 变量 zx 、z: 、 yi 、y 、 表示 每 个 约束 满足 的 程度 ; 交点 
A 处 yi 二 zi 二 0; 交点 B 不 可 行 ， 因 为 y 是 负 的 ; 包围 阴影 区 域 
的 所 有 交点 都 是 可 行 的 ， 因 为 五 个 变量 都 是 非 负 的 


259 
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交点 . 这样 ， 通 过 枚 举 所 有 可 能 的 组 合 ， 可 以 系统 化 地 确定 所 有 可 能 的 交点 . 将 5 个 变量 中 的 
一 对 变量 的 取 值 设 定 为 0 后 ， 需 要 解 出 其 余 三 个 相关 变量 的 取 值 .如果 导出 的 方程 组 有 解 ， 那 
就 得 到 了 一 个 交点 ,该 交点 可 能 是 可 行 解 ， 也 可 能 不 是 .5 个 变量 中 如 果 有 任何 一 个 为 负 ， 都 
表明 有 约束 不 满足 ， 因 此 这 样 的 交点 是 不 可 行 的 .例如 ， 在 交点 B，y, 二 0，zx 一 0， 得 到 的 
为 负 值 ， 因 此 是 不 可 行 的 . 下面 通过 用 代数 方法 求解 木匠 问题， 说 明 以 上 过 程 . 


例 1 木匠 问题 的 代数 解法 


木匠 问题 的 模型 是 : 
Max 25xi 十 30x2 
S, t, 
20z 十 30z 妥 690 (木板 ) 
5z1 十 4zrz< 120 (劳动 力 ) 
ZiyTz 之 0 《 非 负 性 》 
通过 增加 新 的 非 负 “松弛 ”变量 y, 、y;， 可 以 将 前 两 个 不 等 式 约束 转化 为 等 式 ， 只 要 y, 、y, 中 
有 一 个 为 负 ， 约 束 就 不 满足 ， 因 此 ， 问 题 转化 为 | 
Max 25zi 十 30zz 


20zl 十 30zxs 十 yi 二 690 
5zi 十 4zs 十 ys 二 120 
Zi yiyyz 之 0 
现在 考虑 四 个 变量 (zj ，x,，y; ，y:}， 其 几何 意义 见 图 7-12， 为 了 在 zizs 平面 上 找到 一 


”个 可 能 的 交点 ， 需 要 将 四 个 变量 中 的 两 个 赋值 为 0， 在 四 个 变量 中 取 两 个 ， 这 样 的 取 法 可 能 产 


生 的 交点 数 为 4! /(2! 21) 一 6. 首先 令 变 量 zx; 、zs 为 0， 得 到 如 下 方程 组 ; 
y1 = 690 
ya = 120 
得 到 的 交点 A(0，0) 是 一 个 可 行 点 ， 因 为 此 时 四 个 变量 都 是 非 负 的 . 
为 了 得 到 第 二 个 交点 ， 选 择 变量 x 、yi 为 0， 得 到 方程 组 
30zz 一 690 
47xz 十 yz 二 120 
从 而 得 到 解 为 x 二 23、ys = 二 28， 这 也 是 一 个 可 行 的 交点 ， 即 D(0，23). 
为 了 得 到 第 三 个 交点 ， 选 择 变量 zx 、yz 为 0， 得 到 方程 组 
30zzs 十 yi 二 690 
. 47x; = 120 
从 而 得 到 解 为 zx, 二 30、yi = 一 210， 即 第 一 个 约束 超过 了 210 个 单位 ， 表 明 该 交点 是 不 可 行 的 . 
类 似 地 ， 选 择 y, 、yz 并 令 其 为 0， 得 到 zi 二 12，zs 二 15， 对 应 的 可 行 交点 为 C(12，15). 
选择 zs 、y 并 令 其 为 0， 得 到 zi 二 34.5，y, 一 一 52.5， 所 以 第 二 个 约束 不 满足 ， 因 此 交点 
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xX2 


(0, 30) 


D(0,23) 人 


ee 


夺 
4(0,0) B(24, 0) 


?=12 变量 Ti、 TZ2、 YY、 YY 表示 每 个 约束 满足 的 程度 ; 将 其 中 两 个 
变量 赋值 为 0， 得 到 一 个 交点 


(34.5，0) 是 不 可 行 的 . 
最 后 ， 通 过 将 变量 zs 、y 设 定 为 0 来 确定 第 六 个 交点 ， 得 到 zi 二 24、yi 二 210， 因 此 交点 
B(24，0) 是 可 行 的 . 
归纳 起 来 ， 在 zizs 平面 上 六 个 可 能 的 交点 中 ， 有 四 个 是 可 行 的 . 对 这 四 个 交点 ,计算 其 
对 应 的 目标 函数 值 如 下 : 
极点 目标 函数 值 (美元 ) 
A(0, 0) 0 
D(0, 23) 690 
2 LS) 750 
B(24,0) 600 


这 一 过 程 确 定 了 最 大 化 利润 的 最 优 解 是 zi 二 12，z; 二 15. 也 就 是 说 ,该 木匠 应 制作 12 张 
桌子 和 15 个 书架 ， 最 大 利润 为 750 美元 . 


枚 举 交 点 的 计算 复杂 性 


现在 我 们 将 木匠 问题 的 例子 中 介绍 的 方法 加 以 概括 ， 假定 一 个 线性 规划 有 m 个 非 负 决策 
变量 和 个 约束 ， 其 中 每 个 约束 都 是 三 形式 的 不 等 式 ， 首 先 ， 通 过 对 第 i 个 约束 增加 新 的 非 负 
“松弛 ”变量 y;， 将 每 个 不 等 式 约 东 转化 为 等 式 ， 因 此 现在 总 共有 m 十 n 个 非 负 变量 ， 为 了 确定 
一 个 交点 ， 从 中 选择 m 个 变量 (因为 有 m 个 决策 变量 ) 并 令 其 为 0, 一 共有 (Gm 二 nn)!1 /Cml n1) 
个 可 能 的 选择 需要 考虑 ， 显 然 ， 当 线性 规划 的 规模 增加 的 时 候 ( 即 决策 变量 和 约束 的 个 数 增加 
的 时 候 )， 这 种 枚 举 所 有 可 能 交点 的 方法 即使 对 于 高 性 能 的 计算 机 来 说 也 是 很 笨拙 的 ， 如 何 改 
进 这 一 方法 呢 ? 

注意 到 在 木匠 问题 的 例子 中 ， 一 些 不 可 行 的 交点 也 被 枚 举 出 来 了 ,那么 有 没有 办 法 快速 判 
断 一 个 可 能 的 交点 是 不 可 行 的 呢 ? 此 外 ， 如 果 已 经 找到 了 一 个 极点 ( 即 可 行 的 交点 ) 并 知道 它 所 
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对 应 的 目标 函数 值 ， 能 否 快速 判定 另 一 ee 一 步 对 目标 函数 值 有 所 改进 ? 归纳 起 


来 就 是 说 ， 和 希望 有 一 种 方法 能 够 不 枚 举 不 可 行 的 交点 ， 而 只 枚 举 那 些 能 够 对 当前 已 经 找到 的 最 
pe se erie 


习题 


1 一 5. 用 本 节 中 的 方法 ， 求解 7. 2 节 中 的 习题 1 一 5. 
6. 在 下 面 的 情形 下 ， 有 多 少 个 可 能 的 交点 ? 

(a)2 个 决策 变量 和 5 个 二 形式 的 不 等 式 约束 

(b)2 个 决策 变量 和 10 个 二 形式 的 不 等 式 约束 
(c)5 个 决策 变量 和 12 个 二 形式 的 不 等 式 约束 
(d)25 个 决策 变量 和 50 个 委 形 式 的 不 等 式 约 束 
(e)2000 个 决策 变量 和 5000 个 委 形 式 的 不 等 式 约 束 


7.4 线性 规划 (三 ): 单纯 形 法 


到 目前 为 止 ， 通 过 在 用 决策 变量 和 松弛 变量 表示 的 交点 中 搜索 ， 我 们 已 经 学 会 了 找到 最 优 
的 极点 ， 能 不 能 减少 在 搜索 过 程 中 考虑 的 交点 的 数量 昵 ? 当然 ， 一 旦 找到 了 一 个 可 行 的 初始 交 
点 ， 就 没有 必要 再 考虑 那些 对 目标 函数 值 没有 改进 的 潜在 交点 .能 不 能 检验 当前 解 相 对 于 其 他 
可 能 的 交点 的 最 优 性 呢 ? 即使 一 个 交点 比 当前 解 更 优 ， 如 果 它 不 能 满足 约束 条 件 ， 我 们 对 它 也 
没有 兴趣 ， 能 不 能 检验 一 个 交点 是 不 可 行 的 呢 ? George Dantzig 发 明 的 单纯 形 方法 ， 了 融合 了 最 
优 性 检验 和 可 行 性 检验 ， 从 而 找到 线性 规划 问题 的 最 优 解 (如 果 最 优 解 存在 的 话 ). 

所 谓 最 优 性 检验 ， 是 判断 一 个 交点 对 应 的 目标 函数 值 是 否 比 当前 找到 的 最 好 结果 更 优 . 

所 谓 可 行 性 检验 ， 是 确定 一 个 交点 是 否 可 行 . 

为 了 实现 单纯 形 方法 ， 首 先 将 决策 变量 和 松弛 变量 分 成 两 个 互 不 相交 的 集合 ， 即 独立 变量 
集合 和 相关 变量 集合 ， 对 于 我 们 考虑 的 特殊 线性 规划 来 说 ， 人 
成 ， 而 松弛 变量 属于 相关 变量 集合 . 

单纯 形 方法 的 步骤 

1. 表格 形式 ， 将 线性 规划 放 到 表格 形式 中 (后 面 将 会 具体 解释 ). 

”2. 初始 极点 ， 单 纯 形 方法 从 一 个 已 知 的 极点 开始 ， 通 常 为 原点 (0，0). 

3. 最 优 性 检验 : 判断 与 当前 极点 相 邻 的 交点 是 否 能 够 改进 当前 的 目标 函数 值 。 如 果 不 能 ， 
则 当前 极点 是 最 优 的 ; 如果 能 够 改进 ， 最 优 性 检验 将 确定 ， 独立 变量 集合 中 的 哪 一 个 变量 ( 当 
前 取 值 为 0) 应 该 进入 相关 变量 集合 并 可 能 取 值 变 为 非 零 . 

4. 可 行 性 检验 : 为 了 找到 一 个 新 的 交点 ， 相关 变量 集合 中 应 应 该 有 一 个 变量 退出 该 集合 
以 便 让 第 3 步 中 确定 的 变量 进入 相关 变量 集合 ， 可 行 性 检验 将 确定 ， 应 该 选择 娜 一 一 个 相关 变量 
退出 ， 而 保证 得 到 的 交点 的 可 行 性 . 

5. 旋转 ， 在 不 包含 第 4 步 中 确定 的 退出 变量 的 方程 中 ， 消 去 新 进入 的 相关 变量 ， 形 成 新 
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的 方程 组 .然后 ， 在 新 的 方程 组 中 ， 令 新 的 独立 变量 集合 中 的 变量 全 部 取 值 为 0， 从 而 解 出 新 
的 相关 变量 集合 中 的 所 有 变量 的 取 值 ， 确 定 一 个 交点 . 
6. 重复 步骤 3 一 5， 直 到 找到 一 个 最 优 的 极点 . 


在 详细 介绍 上 述 步 又 之 前 ， 先 回顾 一 下 木匠 问题 (图 :7-13)， 原 点 是 一 个 极点 ， 所 以 选 它 


为 起 始点 . 这 样 ，zri 、zs 是 当前 的 独立 变量 ， 取 值 为 0， 而 % 、>y 是 当前 的 相关 变量 ， 取 值 
分 别 为 660、120. 最 优 性 检验 就 是 要 确定 ， 是 否 存 在 某 个 当前 的 独立 变量 (当前 取 值 为 0)， 当 
它 变 成 相关 变量 并 取 值 为 正 数 以 后 ， 能 够 使 目标 函数 值得 到 改进 .例如 本 例 中 ， 无 论 z1 还 是 
zs 取 值 改 为 正 数 ， 目 标 函 数值 都 能 够 得 到 改进 (因为 在 希望 最 大 化 的 目标 函数 中 ， 它 们 的 系数 
是 正 数 )， 因此， 最 优 性 检验 能 找到 一 个 可 以 进入 相关 变量 集合 的 变量 .如 果 存 在 多 个 独立 变 
量 能 进入 相关 变量 集合 ， 以 后 将 介绍 一 种 经 验 法 则 ， 来 决定 应 该 选择 哪 一 个 变量 进入 ， 在 木匠 
问题 中 ， 我 们 选择 zx 作为 新 的 相关 变量 . 


7 


2 


20x1 + 30x,< 690 
1 


图 7-13 满足 线性 规划 约束 的 点 集 ( 阴 影 区 ) 形 成 凸 集 


根据 最 优 性 条 件 选 择 的 准备 进入 相关 变量 集合 的 变量 ， 应 替代 当前 相关 变量 集合 中 的 一 个 
变量 ， 而 可 行 性 条 件 决定 了 这 个 进入 的 变量 应 该 替代 哪个 退出 的 变量 .最 基本 的 条 件 是 ， 进 入 
的 变量 替代 当前 相关 变量 集合 中 的 退出 变量 以 后 ， 退 出 变量 取 值 变 为 0， 而 可 以 保证 相关 变量 
集合 中 的 其 他 变量 仍然 取 非 负数 值 。 也 就 是 说 ,可行 性 条 件 保证 新 的 交点 是 可 行 的 ， 因 而 是 一 
个 极点 ， 图 7-13 中 ,可行 性 检验 的 结果 将 导致 新 的 交点 (0，23)， 这 是 一 个 可 行 点 ; 而 不 会 是 
《0，30)， 这 是 一 个 不 可 行 点 ， 因 此 ，zs 将 代替 y, 成 为 相关 变量 ( 非 零 变量 )， 也 就 是 说 z* 进 
人 相关 变量 集合 ， 而 % 退出 相关 变量 集合 . 


计算 效率 
在 可 行 性 检验 中 ， 当 选择 一 个 退出 变量 并 被 替代 以 后 ， 并 不 需要 实际 计算 相关 变量 集合 中 


约束 . 


214 第 7 章 


变量 的 取 值 .实际 上 ， 选 取 合适 的 退出 变量 的 方法 是 ， 快 速 确定 当 该 相关 变量 被 替代 并 将 其 取 
值 设 定 为 0 以 后 ， 是 否 会 使 相关 变量 集合 中 的 任何 其 他 变量 取 负 数值 (后 面 我 们 将 解释 经 常 使 
用 的 比例 检验 法 )， 如 果 会 使 任何 其 他 变量 取 负 数值 ， 则 为 了 保持 可 行 性 ， 所 考虑 的 退出 变量 
就 不 能 被 进入 变量 所 替代 ， 一旦 通过 最 优 性 检验 和 可 行 性 检验 找到 了 对 应 于 更 优 的 极点 的 新 的 
相关 变量 集合 ， 新 的 相关 变量 集合 中 的 变量 的 取 值 就 可 以 通过 旋转 过 程 确定 ， 当 交换 了 相关 变 
量 集合 中 的 进入 变量 和 退出 变量 以 后 ， 旋 转 过 程 实际 上 是 求解 关于 新 的 相关 变量 的 方程 组 ， 即 
通过 将 独立 变量 的 取 值 设 定 为 0， 解 出 相关 变量 的 取 值 . 请 注意 ， 在 每 个 阶段 ， 只 有 一 个 相关 
变量 被 替代 .从 几何 上 看 ， 单 纯 形 方法 是 从 一 个 初始 极点 移动 到 一 个 相 邻 的 极点 ， 直 到 没有 更 
优 的 相 领 极点 .这 时 ， 当 前 的 极点 就 是 最 优 解 . 下 面 详 细 给 出 单纯 形 方法 的 步骤 . 
第 1 步 ”构造 单纯 形 表 . 
实施 单纯 形 方 法 可 以 有 多 种 方式 ， 假定 问题 是 最 大 化 目标 函数 ， 并 且 约 束 条 件 是 用 小 于 等 
于 形式 的 不 等 式 表示 的 (如 果 初 始 的 问题 不 是 用 这 种 形式 表示 的 ， 很 容易 将 它 变 成 这 种 形式 ). 
对 木匠 问题 的 例子 ， 问 题 是 
Max 25zi 十 30z， 
S. t. 
20zl 十 30z 和 690 
5zl 十 4zz 妇 120 
ZiyZz? 之 0 
下 面 先 增加 一 个 新 约束 ， 保 证 任何 新 的 解 都 能 改进 目前 为 止 找到 的 最 好 的 目标 函数 值 ， 取 
原点 为 初始 极点 ， 则 目标 函数 值 为 0。 我 们 希望 增加 的 约束 保证 目标 函数 值 优 于 当前 值 ， 所 以 
25zl 十 30z; 之 0 
因为 所 有 的 约束 都 是 委 形 式 的 ， 将 上 述 新 的 约 东 两 边 乘 以 一 1， 并 加 入 原来 的 约 东 集合 中 ， 
20zl 十 30zs 委 690 (约束 1 ,木板 ) 
5zl 十 4zrz 魏 120 (约束 2, 劳 动力) 
一 25zi 一 30zz 0 (目标 函数 约束 ) 
单纯 形 方法 隐 含 地 假定 所 有 变量 是 非 负 的 ， 所 以 在 后 面 的 描述 中 ， 我 们 不 再 重复 非 负 


下 一 步 ， 通 过 增加 新 的 非 负 变 量 y (或 z)， 将 不 等 式 约束 转化 成 等 式 ， 这 些 新 增加 的 变量 
称 为 松弛 变量 ， 因 为 它 表示 的 是 约束 满足 的 松紧 程度 ，y; 取 负 值 表示 约束 不 满足 (对 目标 函数 


的 约束 ， 之 所 以 用 = 表示 松弛 变量 ， 是 为 了 避免 与 其 他 约 东 混淆 )， 经 过 这 一 过 程 ， 得 到 增 广 


约束 集 
20Xi 十 30zxz 十 y1 一 690 
5X1 十 4xz 十 yz 二 120 
一 25zl 一 30z 十 zx 一 0 
其 中 mi 、z 、y 、ys 非 负 ， 变 量 = 表示 的 是 目标 函数 值 ， 这 一 点 正如 我 们 以 后 将 看 到 的 一 样 
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(从 最 后 一 个 方程 容易 看 出 ，z 二 25z) 十 30z* 就 是 目标 函数 值 ). 

第 2 步 选取 初始 极点 

因为 有 两 个 决策 变量 ， 所 以 所 有 可 能 的 交点 都 应 该 位 于 zizs 平面 上 ， 并 可 以 通过 将 (zi， 
zx， 六 ，y%} 中 的 某 两 个 变量 设 定 为 0 得 到 (在 该 问题 中 ，z 总 是 一 个 相关 变量 ， 表 示 的 是 极点 
的 目标 函数 值 )， 原 点 是 一 个 可 行 点 ， 对 应 于 x 二 x 一 0，yi 一 690， 罗 一 120 所 刻画 的 极点 . 
因此 ，xz! 、zs 是 独立 变量 ， 取 值 为 0; y: 、y:、z 是 相关 变量 ， 取 值 随 之 确定 . 正如 我 们 所 看 
到 的 ， 当 我 们 用 消 元 法 计算 z 的 时 候 ，z 总 是 表示 在 zizs: 平面 上 凹 集 的 极点 上 的 自 标 沙 数 的 
当前 取 值 . 

第 3 步 最 优 性 检验 选择 进入 变量 

在 前 面 的 表示 形式 中 ， 最 后 的 等 式 ( 即 目标 函数 对 应 的 等 式 ) 中 如 果 含 有 负 的 系数 ， 则 该 系 
数 对 应 的 变量 能 改进 目标 函数 的 当前 取 值 . 因此 ， 系数 一 25 和 一 30 表明 无 论 xz) 还 是 zs ， 都 
可 以 进入 相关 变量 集合 ， 使 目标 函数 的 当前 取 值 0 得 到 改进 (当前 的 约束 是 一 25zt 十 30zs 之 
0， 其 中 z  、za 是 当前 的 独立 变量 ， 取 值 为 0). 当 存 在 多 个 独立 变量 能 进入 相关 变量 集合 时 ， 
一 种 经 验 法 则 是 ， 选 择 目 标 函 数 对 应 的 约束 行 中 绝对 值 最 大 的 负 系 数 对 应 的 变量 ， 让 它 进 入 相 
关 变 量 集合 ， 如 果 不 存 在 负 系 数 ， 则 当前 的 解 是 最 优 的 .对 我 们 这 里 考虑 的 问题 ， 选 zx; 作为 
将 要 进入 相关 变量 集合 的 新 变量 (这 一 法 则 是 不 精确 的 ， 因 为 在 目前 阶段 ， 我 们 还 不 知道 这 个 
将 要 进入 的 新 变量 会 取 什 么 具体 数值 ). 

第 4 步 可行 性 检验 选择 退出 变量 

在 这 里 的 例子 中 ， 进 入 变量 x; 必须 取代 y, 或 y, 而 成 为 相关 变量 (因为 z 总 是 相关 变量 ). 
为 了 确定 哪 一 个 变量 退出 相关 变量 集合 ， 首 先 用 原 约束 不 等 式 的 右 端 项 的 值 690 和 120， 分 别 
除 以 进入 变量 在 每 个 不 等 式 约束 中 对 应 的 系数 (在 这 里 的 例子 中 ,分 别 为 30 和 4)， 从 而 得 到 
比值 690/30 二 23 和 120/4 王 30， 从 取 值 为 正 数 的 比值 中 (本 例 中 两 个 比值 都 是 正 数 ) ， 选 择 比 
值 最 小 的 对 应 变量 退出 ( 即 变 量 y, ， 对 应 的 比值 为 23)、 这 样 计算 的 比值 表示 的 是 ， 如 果 对 应 
的 变量 退出 相关 变量 集合 并 被 赋值 为 0 以 后 ， 新 进入 的 变量 所 取 的 值 ， 因 此 ， 只 需要 考虑 取 值 
为 正 数 的 比值 ， 而 之 所 以 选 最 小 比值 ， 是 为 了 不 至 于 使 任何 变量 变 成 负 值 ， 例 如 ， 如 果 选 择 
yz 退出 并 被 赋值 为 0， 则 zs 作为 新 的 相关 变量 ， 取 值 应 为 30， 然而 这 样 一 来 ，y 必须 取 负 
数 ， 说 明 交 点 (0，30) 不 满足 第 一 个 约束 . 在 图 7-13 中 也 可 以 看 出 ， 交 点 (0，30) 是 不 可 行 的 . 
前 面 介绍 的 最 小 正比 值 法 则 能 够 避免 对 任何 不 可 行 的 交点 进行 枚 举 ， 在 这 里 的 例子 中 ， 最 小 比 
值 23 对 应 的 相关 变量 是 yy ， 所 以 它 是 退出 变量 .因此 ，zx;、y。、z 组 成 新 的 相关 变量 集合 
而 zj、2 组 成 新 的 独立 变量 集合 . 

第 5 步 ” 通 过 旋转 计算 新 的 相关 变量 的 取 值 

接着 ,对 原来 的 约束 方程 组 ,我 们 通过 在 不 含有 退出 变量 y, 的 所 有 方程 中 ， 消 去 新 进入 
的 变量 x ， 导 出 新 的 等 价 的 约束 方程 组 ， 有 许多 方法 可 以 实现 这 一 步 ， 例 如 7.3 节 中 的 消 元 
法 .然后 ， 在 新 方程 组 中 令 独 立 变量 xz, 、yi 的 取 值 为 0， 找 到 相关 变量 x;, 、y; 、z 的 取 值 ， 这 
一 过 程 称 为 旋转 过 程 。x, 、x; 的 值 给 出 了 新 的 极点 (zx, 、xzs)， 而 z 的 值 给 出 了 在 该 点 的 目标 
函数 值 ( 比 原来 的 值 有 所 改进 ). 
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旋转 过 程 完成 之 后 ， 再 次 应 用 最 优 性 检验 ， 判 断 是 否 存在 其 他 的 进 人 变量 . 如果 是 ， 就 适 
当地 选 一 个 ， 并 通过 可 行 性 检验 选 一 个 退出 变量 . 然后 ， 再 次 进行 旋转 变换 ， 该 过 程 一 直 重 复 
下 去 ， 直 到 目标 函数 行 没 有 任何 变量 对 应 的 系数 为 负数 为 止 . 下 面 总 结 一 下 这 个 过 程 ， 并 用 它 
求解 木匠 问题 . 

单纯 形 方法 的 总 结 

第 1 步 将 问题 冒 于 表格 形式 中 ， 如 果 有 需要 ， 增 加 松弛 变量 ， 将 不 等 式 约 束 转化 成 等 
式 . 请 记 住 ， 所 有 变量 都 是 非 负 的 . 将 目标 函数 约束 作为 最 后 一 个 约束 ， 包 括 它 所 对 应 的 松弛 
变量 z. 

第 2 步 ” 找 到 一 个 初始 极点 (对 我 们 所 考虑 的 问题 来 说 ， 原 点 是 一 个 极点 ). 

第 3 步 ， 进 行 最 优 性 检验 .检查 最 后 一 个 方程 (对 应 于 目标 函数 ) ， 如 果 所 有 系数 都 是 非 负 
的 ， 则 停机 ， 当 前 极点 是 最 优 的 ; 否则， 有 些 变量 对 应 的 系数 为 负数 ， 选 择 其 中 绝对 值 最 大 的 
负 系 数 对 应 的 变量 ， 作 为 新 的 进入 变量 . 

第 4 步 ”进行 可 行 性 检验 . 用 当前 右 端 项 的 值 ， 分 别 除 以 进入 变量 在 每 个 等 式 中 对 应 的 系 
数 ， 选 择 最 小 正比 值 对 应 的 变量 退出 . 

第 5 步 旋转 : 在 不 包含 退出 变量 的 方程 中 ， 消 去 进入 变量 (例如 ， 可 以 采用 7. 2 节 中 的 
消 元 过 程 )， 然 后 ， 令 新 的 独立 变量 集合 中 的 变量 (包括 退出 变量 ， 以 及 原 独 立 变 量 集合 中 除 进 
人 变量 以 外 的 变量 ) 全 部 取 值 为 0。 结果 ， 得 到 了 新 的 极点 (zxi、zs) 以 及 在 该 点 的 目标 了 注 数 
值 z. l . 

第 6 步 ”重复 步 枝 3 一 5， 直 到 找到 一 个 最 优 的 极点 . 


例 1 再 论 木匠 问题 


第 1 步 表格 形式 为 
20z1 十 30zx: 十 y= 690 
5ZX1 十 472 十 yi 二 120 
一 25Zzxi 一 30zx; 十 zx 一 0 
第 2 步 ”原点 (0，0) 是 一 个 初始 极点 ， 独 立 变量 是 x, 二 xz, 一 0， 相 关 变 量 是 yy 一 690，y。 
一 120，>z 一 0. 
第 3 步 进行 最 优 性 检验 ， 选 取 zx 为 进入 相关 变量 集合 的 变量 ， 因 为 它 对 应 于 绝对 值 最 
大 的 负 系 数 . 
第 4 步 进行 可 行 性 检验 ， 用 右 端 项 的 值 690 和 120， 除 以 进入 变量 zs 在 每 个 方程 中 对 应 
的 系数 (分 别 为 30 和 4)， 得 到 比值 690/30=23 和 120/4 二 30， 最 小 正比 值 为 23， 对 应 于 第 1 


个 方程 ， 松 弛 变量 是 y, ， 所 以 选 它 作为 退出 变量 . 


第 5 步 通过 旋转 ， 令 独立 变量 xz, 、y, 的 取 值 为 0， 找到 新 相关 变量 x, 、y,、z 的 取 值 . 
从 不 包含 退出 变量 y, 的 方程 中 ， 消 去 新 的 相关 变量 x, ， 得 到 等 价 的 方程 组 


全 站 十 zs 十 1 
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7 2 
37! 157’ 十 yz 二 28 


一 5Zz1 十 yi 十 z= 690 
令 z 二 yi 二 0， 得 到 zs 二 23，y 二 28，z 二 690， 结 果 ， 得 到 了 极点 (0，23)， 目 标 函 数 
值 z 二 690. 
再 次 进行 进行 最 优 性 检验 ， 可 以 发 现 当前 的 极点 不 是 最 优 的 (因为 在 最 后 的 方程 中 ， 变 量 
zi 对 应 的 系数 一 5 为 负数 )， 在 继续 讨论 之 前 ， 我 们 注意 到 ， 实 在 没有 必要 把 每 一 步 计算 中 方 
程 组 的 所 有 符号 全 部 写 出 来 ， 我 们 只 需要 知道 ， 方 程 组 的 每 个 方程 中 变量 所 对 应 的 系数 和 右 端 
项 .一 种 表格 形式 ， 即 单纯 形 表 ， 通 常用 来 记录 这 些 数据 ， 下 面 将 用 这 种 表格 形式 完成 木匠 间 
题 的 计算 过 程 ， 其 中 每 一 列 的 表 头 表明 对 应 的 变量 ,而 所 写 RHS 表示 右 端 项 ， 我 们 从 对 应 于 
初始 极点 (原点 ) 的 单纯 形 表 0 开始 计算 . 


单纯 形 表 0( 原 始 表 ) 


1 0 0|690(=y) 
120 (= y2) 
0 {= 7) 


相关 变量 : {yl，yz，z} 
独立 变量 ; x1 王 zz 二 0 
极点 ; (zl ，zz) 一 (0，0) 
目标 函数 值 : = 一 0 


最 优 性 检验 
进入 变量 是 r*( 对 应 于 最 后 一 行 的 系数 一 30). 
可 行 性 检验 


右 端砚 比 信 


690 |C3) (= 690/30) 
120 | 30 (= 120/4) 


正 的 最 小 比值 为 23， 选 择 它 对 应 的 变量 y, 作为 退出 变量 . 
旋转 


将 退出 变量 所 在 的 行 (这 里 是 第 1 行 ) 除 以 该 行 中 进入 变量 的 系数 (这 里 是 zx; 的 系数 )， 使 - 


得 进入 变量 在 本 行 中 的 系数 变 为 1， 然 后 从 其 他 行 中 消去 进入 变量 x,， 这 些 行 中 不 含有 退出 变 
量 % (对 应 的 系数 为 0)， 结 果 表 示 在 下 一 张 单纯 形 表 中 ， 数 值 计 算 的 结果 保留 了 5 位 小 数 . 


218 第 7 章 


单纯 形 表 1 


0.66667 1 0.033 33 


2.33333 0 -0.13333 


相关 变量 : {zt2，yz ，z} 
独立 变量 : zt 一 尹 =0 
极点 ， (zl，z2) 一 (0，23) 
目标 函数 值 : z=690 


旋转 变换 确定 了 新 的 相关 变量 的 取 值 为 一 23，y% 一 28，z 一 690. 
最 优 性 检验 

进入 变量 是 zi (对 应 于 最 后 一 行 的 系数 一 5). 

可 行 性 检验 

计算 右 端 项 的 比值 . 


0.666 67 
2.333 33 


1 
0 


0 


0.033 33 
一 0.133 33 


正 的 最 小 比值 为 12， 选择 它 对 应 的 变量 y, 作为 退出 变量 . 

旋转 

将 退出 变量 所 在 的 行 ( 这 里 是 第 2 行 ) 除 以 该 行 中 进入 变量 的 系数 (这 里 是 x 的 系数 )， 使 
得 进入 变量 在 本 行 中 的 系数 变 为 1， 然 后 从 其 他 行 中 消去 进 人 变量 zx ， 这 些 行 中 不 含有 退出 变 
量 y, (对 应 的 系数 为 0)， 结 果 表 示 在 下 一 张 单纯 形 表 中 . 


ee 


| 071 429 一 0.285 71 


一 0.057 143 0.428 57 12( 一 Xi) 


0.714 286 2.142 86 750( 一 z) 


相关 变量 : (zz，zl，z} 
独立 变量 : 3 一 轨 三 0 
极点 : (zl，xzz) 一 (12，15) 
目标 函数 值 ，z 一 750 
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最 优 性 检验 
因为 最 下 面 一 行 中 没有 负 的 系数 ，zi 二 12 和 zz 一 15 就 是 最 优 解 ， 最 优 目标 函数 值 为 750. 


可 以 看 出 ， 从 初始 极点 出 发 ， 我 们 只 枚 举 了 6 个 交点 中 的 两 个 ， 单 纯 形 方法 的 威力 ， 就 在 于 降 
低 计 算 量 而 找到 最 优 极 点 . 


例 2 使 用 单纯 形 表 


求解 问题 
Max 3zi + x 
S.。t. 
2zl 十 zz 委 6 
Zi 十 3z 委 9 
ZlyZz 之 10. 
问题 的 表格 形式 为 ， 
2zi 十 zz 十 思 一 6 
Z1 十 3zs 十 yz 一 9 
一 3T1 一 Xs 十 z= 二 0 
其 中 zi ，z ，y ， 为 ，z 辫 0 371] 
单纯 形 于 0( 原 始 表 ) 


相关 变量 : {yl，y: ，z} 
独立 变量 ， zl 一 zz=0 
极点 : (zl，xzz) 一 (0，0) 
目标 函数 值 ，z 一 0 


最 优 性 检验 
进入 变量 是 zi (对 应 于 最 后 一 行 的 系数 一 

可 行 性 检验 

sade ed ws 
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正 的 最 小 比值 为 3， 选择 它 对 应 的 变量 作为 退出 变量 . 

旋转 

将 退出 变量 所 在 的 行 (这 里 是 第 1 行 ) 除 以 该 行 中 进入 变量 的 系数 (这 里 是 zi 的 系数 )， 使 
得 进入 变量 在 本 行 中 的 系数 变 为 1。 然后 从 其 他 行 中 消去 进入 变量 zx, ， 这 些 行 中 不 含有 退出 变 
量 y,《 对 应 的 系数 为 0)， 结 果 表 示 在 下 一 张 单纯 形 表 中 . 

单纯 形 表 1 


相关 变量 ; {x)，y，z} 

独立 变量 : zz 三 多 一 0 

极点 : (zl，xz2) 一 (3，0) 

目标 函数 值 : ==9 

旋转 变换 确定 了 新 的 相关 变量 的 取 值 为 x1 一 3，% 一 6，z= 9. 

最 优 性 检验 

因为 最 下 面 一 行 中 没有 负 的 系数 ，zi 二 3 和 x, =0 就 是 最 优 解 ， 最 优 目标 函数 值 为 9. 


习题 

1 一 5， 用 单纯 形 方法 ， 求 解 7. 2 节 中 的 习题 1 一 5. 

研究 课题 

编写 基本 的 单纯 形 算法 的 计算 机 程序 ， 并 用 你 的 程序 求解 习题 3. 


7.5 线性 规划 (四 ): 敏感 性 分 析 


一 个 数学 模型 通常 只 是 所 研究 的 问题 的 一 种 近似 ， 例 如 ， 线 性 规划 中 目标 函数 的 系数 可 能 
只 是 估计 值 ， 对 实际 管理 中 约束 生产 能 力 的 资源 而 言 ， 根 据 对 这 些 资源 的 单位 投资 额 所 得 到 的 
利润 率 的 不 同 ， 这 些 资 源 可 供 使 用 的 数量 也 可 能 会 发 生变 化 (如 果 额 外 购买 某 资 源 所 获得 的 利 
润 率 足 够 高 ， 管 理 者 可 能 愿意 额外 购买 更 多 的 该 类 资源 )， 因 此 ， 管 理 者 期 望 知道 ， 额 外 购买 
某 资源 所 获得 的 利润 是 否 超过 额外 购买 该 资源 所 花费 的 费用 如果 是 的 话 ， 当 资源 数量 在 什么 
范围 内 时 ， 这 种 分 析 得 到 的 结果 是 有 效 的 ? 因此 ， 除 了 要 求解 线性 规划 外 ， 我 们 还 希望 知道 ， 
随 着 线性 规划 中 的 各 种 常数 发 生变 化 ， 最 优 解 发 生变 化 的 敏感 性 如 何 . 本 节 中 ， 我 们 将 利用 几 
何 图 形 来 说 明 ， 当 目标 函数 中 的 系数 和 可 供 使 用 的 资源 数量 发 生变 化 时 ， 对 最 优 解 有 什么 影 
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响 ， 用 木匠 问题 作为 例子 ， 我 们 回答 以 下 问题 : 

1. 每 张 桌子 的 利润 在 什么 范围 内 取 值 时 ， 当 前 最 优 解 仍然 是 最 优 的 ? 

2. 第 2 种 资源 (劳动 时 间 ) 增 加 一 个 单位 时 ， 价 值 有 多 大 ? 也 就 是 说 ， 如 果 能 获得 一 个 单 
位 的 额外 劳动 时 间 ， 总 利润 能 增加 多 少 ? 劳动 时 间 在 什么 范围 内 取 值 时 ， 这 种 分 析 得 到 的 结果 
是 有 效 的 ? 在 此 范围 之 外 ， 如 果 希 望 进一步 增加 总 利润 ， 需 要 有 什么 条 件 ? 


最 优 解 对 目标 函数 中 的 系数 变化 的 敏感 性 


木匠 问题 中 的 目标 函数 是 最 大 化 总 利润 ， 其 中 每 张 桌子 和 每 个 书架 的 净利 润 分 别 为 25 美 
元 和 30 美元 ， 用 = 表示 ， 则 我 们 希望 ns 
. Max z = 25z + 30z2 
注意 到 z 是 一 个 双 变 量 函 数 ， 所 以 可 以 在 zizs 平面 上 画 出 z 的 水 平 曲 线 . 例如 ， 在 图 7-14 
中 ， 我 们 画 出 了 水 平 曲线 xz 一 650，z 一 750，z 一 850. 


x2 


1 
(0. 283) z3=850 z= 25x + 30x; 


zz=750 


{26, 0) (30, 0) (34, 0) 


图 7-14 在 zizs 平面 上 z=25xi 十 30zz 的 一 些 水 平 曲线 ， 它 们 的 斜率 为 一 5/6 


可 以 看 出 ， 每 条 水 平 曲 线 的 斜率 为 一 5/6. 在 图 7-15 中 ， 我 们 进一步 画 出 了 木匠 问题 的 约 
束 集 合 ， 可 以 看 出 最 优 解 为 (12，15)， 最 优 目标 函数 值 为 750. 

现在 我 们 提出 如 下 问题 ， 如 果 改 变 每 张 桌子 的 净利 润 ， 效 果 如 何 ? 直观 上 看 ， 如 果 净 利润 
增加 到 充分 大 ， 我 们 将 只 生产 桌子 (对 应 于 生产 24 张 桌子 、0 个 书架 的 极点 ) ， 而 不 是 生产 当 
前 的 12 张 桌 子 和 15 个 书架 ， 类似 地 ， 如 果 净 利润 减少 到 充分 小 ， 我 们 将 只 生产 书架 ， 对 应 极 
点 为 (0，23)， 再 次 提醒 ， 每 条 水 平 曲 线 的 斜率 为 一 5/6， 如 果 用 c, 表示 每 张 桌子 的 净利 润 ， 
则 目标 函数 是 

Max z = cz) 十 30z， 

在 zz: 平面 上 其 斜率 为 一 ci/30. 当 c, 变化 时 ， 目 标 函 数 的 水 平 曲线 的 斜率 也 随 着 变化 。 检查 
图 7-16 可 以 看 出 ， 只 要 目标 函数 的 斜率 位 于 两 个 边界 约束 的 斜率 之 间 ， 当 前 极点 (12，15) 仍 
然 是 最 优 的 ， 在 这 个 例子 中 ， 只 要 目标 函数 的 斜率 大 于 一 2/3 而 小 于 一 5/4( 它 们 分 别 是 木板 数 
量 约束 和 劳动 时 间 约 束 的 斜率 )， 极 点 (12，15) 就 是 最 优 的 .从 目标 函数 的 斜率 一 2/3 开始 ， 
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2 


Sxl + 4z 委 120, 约束 2 


目标 函数 值 : 
25x1 + 30x, = 750 


书架 


* 20x1 + 30x, <690 
约束 1 


梨子 
图 7-15 水 平 曲线 * 一 750 与 可 行 解构 成 的 凸 集 在 极点 C(12，15) 相 切 


当 ci 增加 时 ， 目 标 函 数 的 水 平 曲线 沿 逆 时 针 方向 旋转 .如 果 我 们 顺 时 针 方向 旋转 水 平 曲 线 ， 
并 且 目 标 函 数 的 斜率 小 于 一 5/4， 最 优 极点 将 变 为 (24，0). 因此 ,为 了 让 当前 极点 保持 最 优 ， 


净利 润 的 取 值 范围 可 以 用 以 下 不 等 式 表 示 : 
5 


5 
4 < 30 < 3 
即 

20 过 Gi 志 37.5 


x2 


Sx +4xz 入 120 


Xl 


图 7-16 当 目 标 函数 的 斜率 位 于 一 2/3 和 一 5/4 之 间 时 ， 
极点 (12，15) 保 持 最 优 
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这 个 结果 的 解释 是 ， 如 果 每 张 桌子 的 利润 超过 37. 5， 木 匠 就 只 生产 桌子 ( 即 24 张 桌子 ); 
如 果 每 张 桌子 的 利润 降 到 低 于 20， 木 匠 就 只 生产 书架 ( 即 23 个 书架 ); 如果 ci 位 于 20 和 37. 5， 
之 间 ， 他 就 应 该 生产 12 张 桌子 和 15 个 书架 ， 当然 ， 当 c 在 [20，37. 5] 的 范围 内 变化 时 ， 虽 
然 最 优 极点 的 位 置 不 变 ， 但 是 目标 函数 的 最 优 值 会 变化 . 由 于 他 将 生产 12 张 桌子 ， 所 以 目标 
函数 的 变化 是 co 的 变化 的 12 倍 . 注意 到 在 极端 情况 ci 二 20 时 ， 两 个 极点 B 和 C 的 目标 函数 
值 相同 ; 类 似 地 ， 如 果 c:=37.5， 极 点 了 和 C 的 目标 函数 值 相同 ， 在 这 种 情况 下 ， 我 们 说 存 
在 多 个 最 优 解 . 


可 利用 资源 数量 的 变化 


当前 有 120 个 小 时 的 劳动 时 间 ， 在 最 优 解 中 他 们 全 部 被 使 用 ， 用 于 生产 12 张 桌子 和 15 个 
书架 。 如 果 增 加 劳动 时 间 ， 会 有 什么 影响 呢 ? 如 果 用 6b, 表示 可 使 用 的 劳动 时 间 ( 第 2 个 约束 )， 
该 约束 可 以 重新 表示 为 

5z 二 4x; 委 0 

当 bs 变化 时 ， 从 几何 上 看 会 发 生 什么 现象 呢 ? 为 了 回答 这 个 问题 ， 对 初始 值 b, 二 120 和 另 
一 个 值 6, 二 150， 分 别 画 出 木匠 问题 的 约束 集合 (图 7-17). 可 以 看 到 ，6b, 增加 的 结果 是 使 约束 
集合 朝 右上 方 移动 ， 而 同时 目标 函数 值 沿 着 线段 AA' 移 动 ， 这 一 线段 位 于 木板 约束 的 边界 线 
上 . 当 最 优 解 沿 着 这 条 线 从 A 移动 到 A 的 过 程 中 ，zi 的 值 增加 而 zx 的 值 减少 ， 目 标 函 数值 
也 在 增加 .但 目标 函数 值 增加 多 少 呢 ? 我 们 的 目的 是 希望 确定 当 5b, 变化 一 个 单位 时 ， 目 标 函 
数值 改变 多 少 . 


x2 


Sxl + 4xz = 120 


图 7-17 当 劳 动力 资源 的 数量 总 从 120 增加 到 150 时 ， 最 优 解 沿 着 木板 
约束 的 边界 线 从 A 移动 到 A“ ，zi 的 值 增加 而 zs 的 值 减少 


然而 值得 注意 的 是 ， 如 果 bs 的 增加 量 超过 5X34. 5 王 172.5， 最 优 解 将 保持 在 (34.5，0) 不 
再 改变 . 也 就 是 说 ， 在 (34.5，0) 点 ， 如 果 想 要 进一步 增加 目标 函数 值 ， 木 板 约 束 也 必须 要 增 
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加 ， 因 此 ， 将 劳动 时 间 的 约束 增加 到 200 个 单位 将 导致 过 剩 的 劳动 力 无 法 使 用 ， 除 非 当 前 木板 
的 数量 690 也 增加 (图 7-18)， 类 似 地 可 以 分 析 ， 如 果 bs 减少 ， 目 标 函 数值 将 沿 着 木板 约束 的 
边界 线 移动 ， 直 到 达到 极点 (0，23)， 进一步 减少 ， 最 优 解 将 从 (0,.23) 沿 着 > 轴 下 降 到 原点 . 


Sx + 4x2 = 200 


人 a Xl 
(34.5, 0) 
7-18 “ 当 资 源 b 从 120 增加 到 172. 5 时 ， 最 优 解 沿 着 线段 AA” 
从 A 移动 到 A’; 在 5 二 172.5 以 外 增加 5， 不 会 改变 目标 
函数 值 ， 除 非 木 板 约 束 也 增加 ( 即 向 右上 方 移动 》 


现在 让 我 们 来 找到 b, 的 取 值 范围 ， 使 得 劳动 时 间 在 该 取 值 范围 内 变化 时 ， 最 优 解 沿 着 木 
板 约束 移动 . 从 图 7-19 可 以 看 到 ， 我 们 需要 找到 b, 的 取 值 ， 使 得 劳动 时 间 约 东 与 木板 数量 约 
束 在 轴 上 相交 ， 即 交点 为 E(34.5，0)， 在 点 E(34.5，0)， 劳 动 时 间 为 5X34.5 十 4X0= 
172. 5， 我 们 希望 找到 点 D(0，23) 对 应 的 5b, 的 取 值 ， 即 5X0 十 4X23 二 92， 归纳 起 来 ， 只 要 b 
在 下 面 范围 内 变化 ， 最 优 解 将 沿 着 木板 约束 移动 : 

92 <b, 172.5 

然而 ， 当 b, 在 以 上 范围 内 变化 1 个 单位 时 ， 目 标 函 数值 会 改变 多 少 呢 ? 我 们 将 用 两 种 方 
法 分 析 这 个 问题 . 首先 ， 假 设 包 =172.5， 则 最 优 解 是 “新 ”极点 E(34.5，0)， 目标 函数 值 是 
34.5X25 王 862.5. 因此 ， 当 增加 172. 5 一 120 王 52. 5 个 单位 时 ， 目 标 函 数值 增加 862. 5 一 750 
三 112. 5 个 单位 因此， 劳动 时 间 改 变 1 个 单位 时 ， 目 标 函 数 改 变 


862. 5 一 750 
172.5 一 120 


现在 用 另 一 种 方法 分 析 劳动 时 间 改 变 1 个 单位 的 价值 .如果 5。 从 120 增加 到 121， 则 新 的 
极点 A 表示 的 是 以 下 约束 的 交点 


一 2.14 


20zi 十 30zs 一 690 
5zi 十 4z: 一 121 
即 A“(12. 429，14. 714)， 目 标 函 数值 为 752. 14. 因此 ， 增加 1 个 单位 的 结果 是 使 目标 函数 
值 增加 2. 14 个 单位 . 
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(0, 43.125) 


5x1 +4x2 = 172.5( 劳 动力 ) 


20xi + 30x, = 690( 木 板 ) 


Sxl 二 4x2 9 


7-19 当 b。 从 92 增加 到 172. 5 时 ， 最 优 解 沿 着 木板 约束 的 边界 
线段 DE 从 点 D(0，23) 移 动 到 点 E(34. 5，0) 


资源 改变 1 个 单位 的 经 济 学 解释 


在 前 面 的 分 析 中 ， 我 们 说 只 要 总 的 劳动 时 间 不 超过 172. 5 个 单位 ， 当 增加 1 个 单位 的 劳动 
时 间 时 ,目标 函数 值 增加 2. 14 个 单位 . 因此 ， 从 目标 函数 值 的 角度 来 看 ，1 个 单位 的 额外 劳 
动 时 间 的 价值 是 2. 14 个 单位 .如 果 管 理 者 能 够 以 小 于 2. 14 个 单位 的 价格 买 到 1 个 单位 的 劳动 
时 间 ， 那 么 这 么 做 就 是 有 利 可 图 的 ， 反 过 来 说 ， 如 果 管 理 者 能 够 以 高 于 2. 14 个 单位 的 价格 卖 
出 劳动 时 间 ， 那 么 也 应 该 考虑 这 么 做 (直到 劳动 时 间 降 到 92 个 单位 )， 注意 到 我 们 的 分 析 按照 
目标 函数 在 最 优 极点 处 的 值 给 出 了 单位 资源 的 价值 ， 这 是 一 个 边际 值 . 

在 对 线性 规划 进行 解释 的 时 候 ， 敏 感性 分 析 是 一 种 强 有 力 的 方法 . 仔细 地 进行 敏感 性 分 析 
所 得 到 的 信息 ， 对 决策 者 来 说 至 少 和 线性 规划 的 最 优 解 具有 同等 的 价值 . 在 高 级 的 优化 课程 
里 ， 你 可 以 学 到 如 何 用 代数 方法 进行 敏感 性 分 析 ， 此 外 ， 与 右 端 项 一 样 ， 对 约束 集合 的 系数 ， 
也 能 够 进行 敏感 性 分 析 . 


习题 


1. 对 本 节 中 的 例子 ， 考 虑 目标 函数 25z, 十 cx zz ， 确 定 最 优 解 对 cs 变化 的 敏感 性 . 

2. 对 7. 2 节 中 的 木雕 士兵 玩具 问题 (习题 1) ， 进 行 全 面 的 敏感 性 分 析 ( 目 标 函 数 的 系数 以 
及 右 端 项 的 值 ). 

3. 为 什么 线性 规划 的 敏感 性 分 析 很 重要 ? 
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7.6 数值 搜索 方法 


如 果 和 希望 在 某 个 区 间 [a，6] 上 使 可 微 函数 f(z) 最 大 化 ， 我 们 已 经 知道 可 以 令 其 一 阶 导数 
为 0， 求 出 驻 点 ， 然后， 可 以 用 二 阶 导数 判断 这 些 驻 点 的 特性 .我 们 还 知道 ， 必 须 检 查 区 间 的 
端点 ， 以 及 区 间 内 不 存在 一 阶 导数 的 点 .然而 ， 设 定 一 阶 导 数 为 0 以 后 所 导出 的 方程 ， 可 能 没 
有 代数 方法 可 以 求解 . 在 这 样 的 情况 下 ， 可 以 采用 搜索 过 程 来 逼近 最 优 解 . 

对 于 只 含有 一 个 独立 变量 的 非 线性 优化 问题 ， 可 以 用 不 同 的 方法 副 近 最 优 解 ， 二 分 法 和 黄 
金 分 割 法 是 两 种 常用 的 方法 ， 它 们 与 大 多 数 搜索 方法 有 许多 共同 的 特点 . 

一 个 区 间 上 的 单 峰 函数 ， 在 该 区 间 上 正好 只 有 一 个 最 大 值 点 或 最 小 值 点 ， 如 果 已 知 (或 假 
设 ) 函 数 是 多 峰 的 ， 那 么 必须 将 它 分 解 为 多 个 单 峰 函数 处 理 ( 在 多 数 实际 问题 中 ， 已 知 最 优 解 位 
于 自 变量 的 一 些 特定 范围 )、 更 精确 地 说 ， 如 果 在 区 间 [a，6] 上 存在 一 点 zx" ， 使 得 阴 数 f(x) 
在 区 间 [a，xz" ] 上 严格 增加 ， 而 在 区 间 [a，z* ] 上 严格 减少 ， 就 称 f(x) 是 在 区 间 [a，6j] 内 取 局 
部 极 大 值 的 单 峰 函 数 . 类 似 地 可 以 定义 取 局 部 极 小 值 的 单 峰 函数 . 这 些 概念 用 图 7-20 说 明 . 

在 最 大 化 (或 最 小 化 )f(z) 时 ， 为 了 找到 包含 最 优点 z 的 子 区 间 [La，6]， 假设 f(x) 是 单 峰 
函数 是 很 重要 的 . 


fx) flx) 


图 7-20 单 峰 函数 的 例子 
a) 区 间 [a，6b] 上 的 单 峰 函 数 b) 区 间 [a，6] 上 的 非 单 峰 函 数 


搜索 方法 概貌 ft) 
口 区 域 1 国 区 域 2 


对 大 多 数 搜索 方法 来 说 ,总 是 根据 一 定 的 目标 ， 在 
原 区 间 [a， 6b] 上 设 定 两 个 检查 点 1 和 zx。 把 区 间 [a， 
6b] 分 成 两 个 相交 的 区 间 [a，zxs] 和 [x,，6]， 如 图 7-21 
所 示 . 然后 利用 函数 值 f(x) 和 f(x;)， 判 断 最 优 解 所 
在 的 子 区 间 ， 并 对 该 子 区 间 继 续 搜索 ， 根 据 选 定 的 搜 
索 方 法 (后 面 再 详细 讨论 )， 设 定 [a， 64] 内 两 个 检查 点 
Xl 和 xs 后 ， 对 最 大 化 问题 (最 小 化 问题 类 似 ) 有 三 种 可 
能 的 情形 (图 7-22) ， 图 7-21 搜索 方法 中 检查 点 的 位 置 


情形 1: f(z) 二 f(zs)， 因 为 fCz) 是 单 峰 的 ， 最 RE 


x 


a Xl x b 
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优 解 不 能 位 于 区 间 [a，xzi]， 只 能 位 于 区 间 (zx; ，6j. 

情形 2，F(zi)>> (zs)， 因为 f(z) 是 单 蜂 的 ， 最 优 解 不 能 位 于 区 间 (x;，6b]， 只 能 位 于 区 
间 [a，zx;). 

情形 3:， (zi)=zz)， 最 优 解 只 能 位 于 区 间 (zk ，zx;). 


fx) fx) fx) 
A 三 一 hx1) = Ax) 
fx) 
Xx 
a XI X2 Xx*.b a x Xx* x2b a XI XxX* x b 
a) Ax) < Axo) b) Ax1) > Rxo) ©) fx1) = fxa) 


图 7-22 (ziD)< rz )，FGzr)>Gr)，FGz) 一 zz) 三 种 情形 


二 分 搜索 方法 


假设 在 区 间 Le， 妇 上 最 大 化 函数 f(z)， 二 分 法 计算 中 点 (a 十 b)/2 的 函数 值 ， 并 计算 中 点 两 
边 的 两 个 点 (a 十 6)/2 土 e 的 函数 值 ， 其 中 e 是 一 个 非常 小 的 实数 .实际 计算 中 ，e 取 为 计算 设备 所 
允许 的 最 小 精度 ， 目 的 是 为 了 让 两 个 检查 点 尽 可 能 靠近 .图 7-23 对 最 大 化 问题 说 明了 这 一 过 程 ， 
该 过 程 一 直 重 复 下 去 ， 直 到 找到 包含 最 优 解 的 一 个 很 小 的 区 间 . 表 7-1 列 出 了 该 算法 的 步骤 . 


囊 7-! 在 区 间 a<x<b 上 最 大 化 f(x) 的 二 分 法 


步骤 1 初始 化 ， 选 一 个 小 的 数 se>0， 如 0. 01， 在 [ae， 纪 上 选 一 个 小 的 :>0， 称 之 为 搜索 的 精度 ， 用 下 
式 计算 选 代 次 数 n: 


步骤 2 从 A=1 到 ” 做 步骤 3 和 4. 
步骤 3 


(0.5)" = 1/{6— al 


步骤 4 对 最 大 化 问题 
(a) 若 F(zl) 之 re)， 则 令 


返回 步骤 3. 
(65) 车 f(z) 二 f(r;)， 则 邻 


返回 步骤 3. 
b 


步骤 5 令 x* 一 432， MAX=f(x*). 


一 
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a+b 
(3 (St 


图 7-23 二 分 法 计算 区 间 中 点 两 边 的 两 个 点 


在 以 上 和 叙述 中 ， 选 代 次 数 是 由 希望 得 到 的 不 定 区 间 长 度 的 下 降 速 度 决定 的 ， 另 一 种 策略 
是 ， 一 直送 代 下 去 ， 直 到 因 变 量 的 改变 量 是 一 个 很 小 的 量 ， 如 A; 也 就 是 说 ， 选 代 到 F(a) 一 
jO)sA 为 止 ， 例如， 如 果 f(x) 表示 生产 z 件 产品 的 利润 ， 那 么 当 利 润 的 差别 小 于 某 个 可 接 
受 的 量 后 ， 停 止 选 代 是 合理 的 ， 对 极 小 化 函数 y= f(z) 的 问题 ， 可 以 改 为 最 大 化 一 y， 或 者 改 
变 步 骤 4a 和 4b 中 的 不 等 号 的 方向 . 


例 1 二 分 搜索 方法 


假设 我 们 要 在 区 间 [ 一 3，6] 上 最 大 化 f(x) = 一 zx 一 2+， 希望 的 误差 限 为 小 于 0. 2， 我 们 
随意 地 选择 用 于 区 分 的 常数 e 为 0. 01， 用 关系 式 (0. 5)"==0.2/(6 一 (一 3)) 确 定 迭 代 次 数 x， 即 
nin(0. 5) 一 ln(0. 2/9)， 得 到 "一 5. 49( 我 们 将 它 售 人 到 下 一 个 较 大 的 整数 =-6). 表 7-2 给 出 了 
这 种 算法 的 计算 结果 . 


这 7-2 二 分 法 求解 例 1 的 结果 " 


a b 1 I2 f(r) f(x2) 
3 6 1.49 1.51 一 5. 2001 一 5. 3001 
一 3 ， 1.51 一 0. 755 一 0.735 0. 9400 0. 9298 
一 二 一 0.735 一 1.8775 一 1.8575 0. 2230 0. 2647 
一 1.8775 一 0.735 一 1.3163 一 1.2963 0. 9000 0. 9122 
一 1. 3163 一 0.735 一 1.0356 一 1.0156 0. 9987 0. 9998 
一 1.0356 一 0.735 一 0. 8953 一 0. 8753 0. 9890 0. 9845 
一 1.0356 一 0. 8753 


* 本 节 中 的 数值 计算 结果 是 在 具有 13 位 精度 的 计算 设备 上 得 到 的 ， 在 显示 时 四 含 五 人 到 4 位 小 数 
最 后 得 到 的 区 间 的 长 度 小 于 给 定 的 误差 限 0. 2， 从 第 5 步 迭 代 可 以 估计 ， 最 大 值 点 是 
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_ 一 1.0356 一 0.8753 _ 
2 


此 时 f( 一 0. 9555) 一 0. 9980( 从 表 中 还 可 以 看 出 f( 一 1.0156) 一 0.9998， 因 此 这 是 一 个 更 好 的 估 
计 )， 我 们 注意 到 ，n 二 6 是 搜索 的 区 间 的 个 数 ( 对 本 例 ， 用 微 积 分 的 方法 可 以 找到 最 优 解 z= 一 1， 
f(—1)=1). ; 较 


黄金 分 割 搜索 方法 


黄金 分 割 搜索 方法 采用 黄金 比值 (黄金 数 ) 进 行 搜索 ， 为 了 更 好 地 理解 什么 是 黄金 比值 ， 将 
区 间 [0，1] 分 成 长 度 分 别 为 r 和 1 一 r 的 两 个 区 间 ， 如 图 7-24 所 示 . 当 整 个 区 间 的 长 度 与 较 长 
线段 的 长 度 的 比值 等 于 较 长 线段 的 长 度 与 较 短线 段 的 长 度 的 比值 时 ， 我 们 就 称 这 两 个 区 间 以 黄 
金 比 值 分 割 ， 用 数学 符号 表示 ， 就 是 1/r=r/(1 一 r)， 即 让 十 r 一 1 二 0， 这 里 rr 之 1 一 x. 


一 0. 9555 


上 pa 


0 -一 一 一 一 一 | 
hr 一 一 | 一 一 (1 - 门 一 一 一 | 


7-24 ”线段 上 的 黄金 比值 


解 最 后 的 方程 得 到 两 个 根 
ri = (M5—1)/2 r, = (—V5— 1)/2 
只 有 正 根 x 位 于 区 间 [L0O，1],， 7 的 值 近似 为 0. 618， 这 个 值 就 是 黄金 比值 . 

黄金 分 割 法 有 下 面 一 些 假定 : 

1) 在 指定 的 区 间 [a，6] 上 函数 f(x) 是 单 峰 的 . 

2) 函数 必须 在 已 知 的 不 定 区 间 上 有 最 大 值 ( 或 最 小 值 ). 

3) 该 方法 给 出 最 大 值 点 的 近似 值 ， 而 不 是 精确 值 . 

该 方法 最 后 将 确定 一 个 包含 最 优 解 的 区 间 ， 通 过 选择 误差 限 ， 可 以 控制 该 区 间 的 长 度 到 任 
意 小 ， 最 后 得 到 的 区 间 的 长 度 将 小 于 给 定 的 误差 限 . 

该 搜索 方法 是 以 迭代 方式 找到 近似 的 最 大 值 的 ， 需 要 在 检查 点 zx1 二 a 十 (1 一 r) (5 一 a) 和 x， 
二 a 十 r(5 一 a) 计 算 目 标 函数 值 ， 确 定 新 的 搜索 区 间 ( 图 7-25)， 与 二 分 法 一 样 ， 如 果 f(x1) < 
f(zz)， 则 新 区 间 是 (x ，65); 如果 F(Cz)> Crz)， 则 新 区 间 是 (ae，z: )， 和 迭代 一 直 进 行 下 去 ， 
直到 最 后 的 区 间 长 度 小 于 给 定 的 误差 限 ， 则 最 后 的 区 间 包 含 了 最 优 解 (最 优点 )， 最 后 的 区 间 长 
度 决 定 了 近似 最 优 解 的 精确 程度 ， 达 到 误差 限 所 需要 的 迭代 次 数 是 大 于 =1ln[ 误 差 限 /(6b 一 
a)]/ln[L0. 618] 的 最 小 整数 ， 或 者 说 ， 当 区 间 [a, 5] 的 长 度 小 于 误差 限时 ,停止 搜索 ， 表 7-3 
总 结 了 黄金 分 割 法 的 计算 步 又 . 

对 极 小 化 函数 y= 二 f(z) 的 问题 ， 可 以 改 为 最 大 化 一 y， 或 者 改变 步骤 4a 和 4b 中 的 不 等 号 
的 方向 ， 黄 金 分 割 法 的 优点 在 于 ， 每 次 迭代 中 只 有 一 个 新 的 检查 点 及 其 函数 值 需要 计算 ， 而 在 
二 分 法 中 ， 每 次 有 两 个 新 的 检查 点 及 其 函数 值 需要 计算 .黄金 分 割 法 中 下 一 个 区 间 的 长 度 是 前 
一 个 区 间 的 长 度 的 61.8% ， 因 此 对 比较 大 的 n, 当 检 查 过 ?个 点 以 后 ， 区 间 的 长 度 近 似 下 降 了 
(0. 618)" (对 二 分 法 来 说 ， 为 (0. 5)”: ). 
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Ax) 


xD 


flx,) 


a XI=a+0.382 (bp —a) Xx2=a+0.618 (b — a) b 


图 7-25 ”黄金 分 割 法 中 zx! 和 x; 的 位 置 


表 7-3 在 区 间 [a,b] 上 最 大 化 f(x) 的 黄金 分 割 法 
oC 
第 1 步 初始化: 选择 误差 限 :二 0. | 
第 2 步 令 r=0.618， 并 定义 检查 点 : 
Zl 一 QQ 十 (1 一 r)(0 一 a) 
Tz 一 4 十 r(0 一 a) 
第 3 步 计算 f(x) 和 (zz). 
第 4 步 (对 最 大 化 问题 ) 比 较 f(x) 和 f(z 
(a) 如果 f(x) 三 f(zs)， 则 新 区 间 是 (x ，0) : 
a 被 赋值 成 r， 
b 不 变 
1 被 赋值 成 X2 
用 第 2 步 中 的 公式 计算 新 的 x， 
(b) 如 果 f(x) 二 f(zrs)， 则 新 区 间 是 (a，zs ) : 
a 不 变 
6b 被 赋值 成 x 
Zz 被 赋值 成 x 
用 第 2 步 中 的 公式 计算 新 的 z 
第 5 步 ” 对 新 的 区 间 一 一 无 论 是 (x1 ，b) 还 是 (a，zx;) 
步 ， 否则 ， 转 第 3 步 . 
第 6 步 用 最 后 区 间 的 中 点 zx* 二 (a 十 5)/2 作为 近似 最 优 解 ， 计 算 近 似 最 优 值 MAX= f(x* ). 


停止 . 
一 


例 2 黄金 分 割 搜索 方法 
假设 需要 在 区 间 [0，25] 上 最 大 化 f(zx)== 一 3z? 十 21. 6z 十 1 其 中 误差 限 :==0.25， 确 定 头 


— 


如 果 区 间 长 度 小 于 误差 限 +， 停 止 迁 代 ， 转 第 6 
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两 个 检查 点 并 计算 对 应 的 函数 值 : 
zl 一 4 十 0.382(0 一 a) -zl 一 0 十 0.382(25 一 0) 一 9.55 


xs 一 4 十 0.618(6 一 a) -> za 一 0 十 0.618(25 一 0) 一 15. 45 
因此 
(ri) =— 66.3275 f(zxz) =— 381. 3875 
由 于 f(x)>f (zs), 不 需要 考虑 区 人 间 [z:， bj 中 的 点 ， 选择 新 区 间 [a， b]=[0, 15. 45]. 此 
时 ，zs 二 9. 55( 前 一 步 zx) 的 值 )，f(zx;s) 二 一 66. 2972， 现 在 计算 新 的 x 及 其 函数 值 ; 
zl 一 0 十 0.382(15.45 一 0) 二 5.9017 
f(x1) = 23. 9865 
此 时 仍 有 (zi ) 二 Cr)， 所 以 新 区 间 La， 的 王 LO0，9. 5592]， 新 的 z= 二 5.9017，f(xs) 二 
23. 9865， 新 的 Xl 及 其 函数 值 f(zi) 为 ; 
Xi = 0 十 0. 382(9.55 一 0) = 3.6475 
f(z1) = 39. 8732 
由 于 f(zxi) 富 (xs), 不 需要 考 虚 区 间 [x;,，5j 中 的 点 ， 新 搜索 区 间 为 [a, 6b] 二 [0， 
5.9017]， 此 时 ，xs 二 3. 6475，f(zz) 二 39. 8732， 新 的 < 及 其 函数 值 f(z) 为: 
zl 一 0 十 0.382(5.9017 一 0) = 2. 2542 
(zi) = 34. 4469 
由 于 jz )>(Cz)， 不 需要 考虑 区 间 [a，z] 中 的 点 ， 新 区 间 为 Lece，pb] = [2.2542， 
5. 9017]， 此 时 ， 新 的 z= 二 3. 6475，f(zx1)= 二 39. 8732， 新 的 及 其 函数 值 f(z) 为 : 
za 一 2.2545 十 (0. 618)(5. 9017 一 2. 2542) = 4. 5085 
Jrs) = 37.4039 
这 一 过 程 一 直 进 行 下 去 ， 直 到 区 间 长 度 6 一 a 小 于 误差 限 :=0. 25， 这 需要 经 过 10 次 迭代. 
例 2 中 黄金 分 割 法 的 计算 结果 见 表 7-4. 


表 7-4 例 2 中 黄金 分 割 法 的 计算 结果 


k a b Xl Xz f(x) f(z) 

0 0 25 9. 5491 15. 4509 一 66. 2972 一 381. 4479 
1 0 15. 4506 5. 9017 9. 5491 23. 9865 一 66. 2972 
2 0 9. 5592 3. 6475 5. 9017 39. 8732 23. 9865 
3 0 5. 9017 2. 2542 3. 6475 34. 4469 39. 8732 
4 2. 2542 5. 9017 3. 6475 4. 5085 39. 8732 37. 4039 
5 2. 2542 4. 5085 3. 1153 3. 6475 39. 1752 39. 8732 
6 3. 1153 4. 5085 3. 6475 3. 9763 39. 8732 39. 4551 
7 3. 1153 3. 9763 3. 4442 3. 6475 39. 8072 39. 8732 
8 3. 4442 3. 9763 3. 6475 3. 7731 39. 8732 39. 7901 
9 3. 4442 3.7731 3.5698 3.6475 39. 8773 39. 8732 

10 3. 4442 3. 6475 
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最 后 得 到 的 区 间 [a,， 5] 二 [3. 4442，3. 6475]， 这 是 我 们 计算 中 [a，6j 区 间 长 度 首次 小 于 误 
差 限 0.25， 在 给 定 的 区 间 上 使 目标 函数 最 大 化 的 zx， 一 定位 于 最 后 得 到 的 区 人 间 [3.4442， 
3. 6475] 中 .估计 z 一 (3.4442 十 3. 6475)/2 王 3. 60，f(3. 60) 一 39. 88. 辆 

可 以 看 出 ， 当 区 间 长 度 首次 小 于 误差 限 0. 25 以 后 ， 计 算 停 止 了 . 达到 误差 限 所 需要 的 迭 
代 次 数 也 可 以 直接 计算 : 因为 迭代 时 下 一 个 区 间 的 长 度 是 前 一 个 区 间 的 长 度 的 61.8% ， 所 以 

最 后 区 间 长 度 (误差 限 刀 - 0 6184 


初始 区 间 长 度 
0.25 _ 人 
-5 = 0.618 
_ ln0.01 _ lh 
0 9.57， 即 10 次 和 迭代 


一 般 来 说 ， 选 代 次 数 让 为 : 


二 LL 误差 限 /(6 一 a)] 
ln0. 618 ” 


例 3 再 论 模型 拟 合 的 准则 
回顾 一 下 第 3 章 中 使 用 以 下 拟 合 准则 的 曲线 拟 合 过 程 ， 


Min >,， | y; — y(z;) | 
现在 对 以 下 数据 ， 根 据 该 准则 ， 用 黄金 分 割 法 拟 合 模型 "一 cz ， 


并 1 2 3 
y 2 5 8 


fl(c) =|12—c|+| 5—4c|+| 8—9c| 
我 们 在 闭 区 间 [0，3] 上 搜索 最 优 值 c， 选 定 的 误差 限 :为 0. 2. 黄金 分 割 法 将 一 直 迭 代 到 使 区 间 
长 度 小 于 0.2， 计 算 结 果 见 表 7-5. 


甫 7-S “找到 的 最 佳 值 ， 使 模型 ?一 cx 的 绝对 偏 状 的 和 最 小 


需要 极 小 化 的 函数 为 


和 迭代 a b cl cz flc) flc2) 
1 0 3 1.1459 ”1.8541 3.5836 11. 2492 
2 0 1. 854] 0.7082 1.1459 5.0851 3.5836 
3 0. 7082 1. 8541 1. 1459 1. 4164 3. 5836 5. 9969 
4 0.7082 1.4164 0.9787 1.1459 2.9149 3. 5836 
5 0. 7082 1. 1459 0. 8754 0. 9787 2.7446 2.9149 
6 0. 7082 0. 9787 0.8115 0. 8754 3.6386 2.7446 


0.8115 0. 9787 


最 后 区 间 的 长 度 小 于 0. 2， 估计 <* 一 (0.8115 十 0. 9787)/2 一 0. 8951， (0. 8951)=2. 5804. 
在 习题 中 ， 将 要 求 你 用 解析 方法 证 明 ，c 的 最 优 值 是 c==8/9=0. 8889. 男 
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例 4 工业 流程 优化 


某 物 理 系 统 的 工程 师 需 要 考虑 某 工 业 流程 .如 图 7-26 所 示 ，z 表示 棉 织物 着 色 过 程 中 染 
料 的 流 人 速率 ， 速 率 不 同 ， 染 料 与 着 色 过 程 中 其 他 物质 的 反应 程度 也 是 不 同 的 ， 如 图 中 的 阶梯 
函数 所 示 . 该 阶梯 函数 的 定义 如 下 : 


2 十 2z 一 2 0<zr<> fy 
f(z) c= Joxz)=2+2x 一 妈 
一 z 十 元 F<r<4 


该 函数 是 单 峰 的 ， 公 司 希望 找到 速率 z， 使 染料 
与 其 他 物质 的 反应 程度 f(z) 最 大 .通过 实验 ,该 
工程 师 已 经 发 现 ， 该 工艺 过 程 对 实际 zx 值 发 生 
0. 20 个 单位 的 变化 是 敏感 的 ， 且 染料 的 流 人 要 么 
关闭 (z=0) ， 要 人 么 开启 (z>0)， 该 工艺 过 程 也 不 允 
许 流入 速率 超过 z= 二 4 的 淇 流出 现 ， 因 此 ，z< 委 4， 
所 以 我 们 选择 在 [0，4] 上 最 大 化 f(x)， 误差 限 为 
0. 20， 采 用 黄金 分 割 法 ， 头 两 个 检查 点 为 ， 

zl 一 0 十 4(0.382) = 1. 5279 

zz 一 0 十 4(0.618) = 2. 4721 
检查 点 上 的 函数 值 为 


zi) 一 2.7221 
zz) = 1.7779 

搜索 结果 见 表 7-6. 
| 表 7-6 例 4 中 黄金 分 着 法 的 结果 


a b I Xz flri) f(x2) 
0 4 1. 5279 2. 4721 2. 7221 1.7779 
0 2. 4721 0. 9443 1. 5279 2.9969 | 2. 7221 
0 1.5279 ” 0. 5836 0. 9443 2. 8266 2. 9969 
0. 5836 1. 5279 0. 9443 1. 1672 2. 9969 2. 9720 
0. 5836 1. 1672 0. 8065 0. 9443 2. 9626 2. 9969 
0. 8065 1.1672 0.9443 1.0294 2. 9969 2. 9991 
0. 9443 1.1672 1. 0294 1. 0820 2. 9991 2. 9933 
0. 9443 1. 0820 


一 
因为 (1. 0820 一 0. 9443)<0. 20， 所 以 计算 结束 .该 区 间 的 中 点 是 1.0132， 对 应 的 函数 值 为 
2. 9998， 在 习题 中 ， 将 要 求 你 用 解析 方法 证 明 ， ZX 三 1 时 取 到 最 大 值 f(x* ) 一 3. 网 
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习题 


1. 取 误 差 限 :二 0. 2，e 二 0.01， 用 二 分 法 计算 下 面 的 问题 . 
(a)Min F(z) 一 妇 十 2rz， 一 3 委 z 委 0 
(b)Max Fr(z) 王 一 4z2 十 3. 2z 十 3，[ 一 2 委 z 委 2] 
2. 取 误 差 限 :一 0.2， 用 黄金 分 割 法 计算 下 面 的 问题 . 
(a)Min F(z) 王 妈 十 2z， 一 3 委 z<6 
(b)Max (z) 王 一 4z2 十 3. 2z 十 3，[ 一 2 委 z 委 2] 
. 对 下 面 的 模型 和 数据 ， 根 据 使 绝对 偏差 的 和 最 小 的 准则 ， 进 行 曲线 拟 合 ; 


(a)y 一 az 


CA 


(by 一 QZ 
(Cc)y=ax’ 
全 7 14 21 28 35 42 
y 8 41 133 250 280 297 


4. 对 例 3， 证 明 c 的 最 优 值 是 c" 王 8/9. 提示 : 根据 绝对 值 的 定义 ， 可 以 得 到 一 个 分 段 连续 
函数 ; 然后 在 区 间 [0，3] 上 找到 该 函数 的 最 小 值 . 


“5. 对 例 4， 证 明 工 的 最 优 值 是 z* 二 1 


研究 课题 
1. 斐 波 纳 契 (Fibonacci) 搜 索 一 一 一 种 使 用 斐 波 纳 契 数列 的 很 有 趣 的 搜索 方法 ， 即 使 函数 不 连 


， 该 方法 仍然 能 够 使 用 ， 该 方法 在 搜索 时 根据 斐 波 纳 契 数 设 定 检查 点 . 斐 波 纳 契 数 的 定义 如 
FE 一 下 一 1， 三 忆 十 (2 一 2， 3，4， 和 ) 因此 产生 以 下 序列 : 1，1， 2， 3， 5， 8， 


21，34，55，89，144，233，377，510，887，1397，……: 

(a) 根 据 该 序列 ， 找 到 相 邻 的 两 个 辈 波 纳 契 数 的 比值 ， 并 确定 当 n 变 大 时 该 比值 的 极限 .该 
比值 与 黄金 分 割 法 有 什么 关系 ? 

(b) 研 究 裴 波 纳 契 搜索 方法 ， 并 准备 一 份 简短 的 讲稿 ， 在 班 上 介绍 你 的 结果 . 

2. 使 用 导数 的 方法 :牛顿 (Newton) 法 一 一 种 最 有 名 的 插值 方法 是 牛顿 法 ， 它 在 给 定点 zz 


处 对 函数 进行 二 次 通 近 . 二 次 通 近 g 如 下 定义 ， 


g(xz) = fr) + fm) rx) + ) 


令 TX 是 使 gq 等 于 0 的 点 ， 并 重复 这 一 过 程 : 


Xi 一 .kt 一 [fF (xz)/f (ze) 


其 中 8 二 1，2，3，…， 该 过 程 当 | z+1 一 Zz | <e 或 | 了 (zs) | <e 时 停止 其 中 是 一 个 很 小 的 


数 . 


该 方法 只 能 用 于 二 次 可 微 函数 ， 并 要 求 了 (zx) 不 等 于 0. 
(a) 取 误差 限 e==0.01， 从 z 一 4 开始 ， 在 区 间 [ 一 3，6] 上 用 牛顿 法 极 小 化 f(x)=x? 十 2x. 
(b) 取 误差 限 e=0.01， 从 x==4 开始 ， 用 牛顿 法 极 小 化 
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4z2 一 3z 工 二 0 
fz) = 
42 十 3zt xX 二 0 


(ce) 从 z=0.6 开始 ， 重 做 (b). 讨论 使 用 该 方法 时 会 发 生 什么 现象 . 
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i 


在 建立 数学 模型 的 过 程 中 ， 我 们 已 经 知道 ， 必 须 对 影响 行为 的 变量 进行 标识 和 分 类 ， 随 
后 ， 我 们 还 必须 在 那些 加 以 考虑 的 变量 之 间 确立 适当 的 关系 ， 对 于 单一 因 变量 的 情形 ， 这 个 步 
台 会 形成 某 种 未 知 的 函数 ， 


?> 一 (zyzz，……zn) . 

其 中 ，zi 用 来 度量 影响 所 考虑 现象 的 各 式 各 样 的 因素 . 在 某 些 场合 下 ， 以 自然 定律 或 先前 的 
经 验 以 及 数学 模型 的 结构 为 基础 ， 通 过 采用 若干 合理 的 假设 就 能 够 发 现 依赖 于 选 定 因素 的 函数 
7 的 性 质 ， 我 们 曾 用 这 个 方法 对 车 辆 的 停止 距离 建立 模型 ( 见 2. 1 节 )， 另 一 方面 ， 特 别 是 对 于 
那些 用 来 预测 某 种 物理 现象 的 模型 ， 由 于 问题 固有 的 复杂 性 ， 我 们 会 发 现 建立 一 个 可 解 的 或 者 
易于 处 理 的 简化 模型 相当 困难 或 者 不 可 能 . 在 某 些 实例 中 ， 或 许可 以 进行 一 系列 实验 来 确定 因 
变量 > 如 何 与 自 变量 的 不 同 取 值 相互 关联 .这 样 的 情形 下 ， 我 们 通常 做 成 图 形 或 表格 ， 并 且 使 
用 适当 的 曲线 拟 合 或 插值 方法 来 对 自 变量 的 适当 范围 预测 y 的 函数 值 ， 在 4.2 和 4. 3 节 有 关 带 
式 录音 机 走 带 时 间 的 建 模 中 ， 我 们 采用 了 这 种 技术 . 

量 纲 分 析 是 一 种 方法 ， 它 有 助 于 确立 所 选 定 变量 之 间 的 关系 ， 也 会 大 幅度 降低 必 备 实验 数 
据 的 总 量 ， 它 依据 如 下 的 前 提 : 物理 量 都 有 量 纲 ， 而 且 物 理 定律 不 随 度 量 量 纲 的 单位 变化 而 改 
变 ， 因 而 ， 所 研究 的 现象 可 以 用 变量 之 间 量 纲 正 确 的 方程 来 加 以 描述 ， 量 纲 分 析 提 供 关于 模型 
的 定量 信息 ， 当 我 们 在 建立 模型 过 程 中 必须 进行 实验 时 ， 这 种 方法 尤其 重要 ， 原 因 在 于 ， 在 模 
型 中 包含 或 忽略 某 个 特定 因素 的 正确 性 检验 方面 ， 在 降低 为 了 预测 要 做 的 实验 次 数 方面 ， 以 及 
借助 于 提供 可 以 替换 的 参数 值 来 改善 结果 的 实用 性 方面 ， 量 纲 分 析 都 是 很 有 帮助 的 ， 多 年 以 
来 ， 在 物理 学 和 工程 领域 业已 表明 它 是 有 用 的 ， 如 今 ， 在 生命 科学 、 经 济 学 和 运筹 学 领域 也 发 (292| 
挥 着 作用 . 下面 ， 我 们 用 一 个 例子 说 明 ， 在 建立 模型 的 过 程 中 如 何 
运用 量 纲 分 析 来 提高 实验 设计 的 效率 . 

初步 的 例子 单 摆 

如 图 8-1 所 示 ， 考 虑 一 个 单 摆 的 状态 . 设 r 表示 单 摆 的 长 度 ， 
m 表示 它 的 质量 ， 而 9 则 代表 偏离 竖 直 位 置 的 初始 角度 ， 在 了 解 单 
捍 性 能 方面 ， 一 个 极其 重要 的 特征 是 它 的 周期 ， 也 就 是 摆 锤 摆动 一 
个 完整 的 循环 并 回 到 它 的 初始 位 置 (在 这 个 循环 的 开始 处 ) 所 需要 的 
时 间 ， 我们 用 因 变 量 上 表示 这 个 单 摆 的 周期 . 

识别 问题 

对 于 给 定 的 单 摆 系 统 ， 确 定 它 的 周期 ， 


图 8-1 单 摆 


“点 是 必需 的 ， 图 8-2 中 描绘 了 这 个 情况 . 我 们 可 以 采用 适当 


238 第 8 音 


假设 

首先 ， 我们 列 出 影响 周期 的 各 种 因素 。 其 中 包括 长 度 +、 质量 m、 位 移 的 初始 角度 6、 重 
力 加 速度 g 以 及 摩擦 力 ， 诸 如 发 生 在 匀 链 上 的 摩擦 和 作用 在 摆 上 的 阻力 ， 我 们 先 来 假定 ， 饺 链 
是 无 摩擦 的 ， 单 摆 的 质量 集中 在 摆 的 一 端 ， 而 且 阻 力 是 可 以 忽略 不 计 的 ， 关 于 摩擦 力 的 不 同 假 
设 将 在 8. 3 节 加 以 考察 ， 所以， 问题 归结 为 确定 或 者 逼近 函数 

t= f(r,m,0,g) 
并 且 检 验 它 作为 一 个 预测 函数 的 有 效 性 , 

实验 确定 模型 

因为 在 假设 下 重力 基本 上 是 不 变 的 ， 周 期 : 就 是 三 个 变量 一 长度 +、 质量 m 和 位 移 初 始 
角度 9 的 函数 ， 于 是 ， 我 们 就 可 以 系统 地 进行 实验 来 确定 周期 : 如 何 随 着 三 个 变量 变化 ， 我 们 
自然 要 选择 足够 多 的 自 变量 值 ， 以 求 在 那个 范围 内 预测 周期 : 时 可 信和 度 更 高 ， 可 是 ， 应 进行 多 
少 次 实验 呢 ? 

为 了 便于 说 明 ， 考 虑 仅 有 一 个 自 变 量 的 函数 y= f(z)， 
并 且 假 定 ， 要 在 一 个 二 的 适当 区 域 上 预测 y 值 ， 取 四 个 实验 


的 曲线 拟 合 或 插值 方法 在 x 的 区 域内 预测 y 值 . 

下 面 ， 让 我 们 思考 一 下 ， 当 第 二 个 自 变量 也 影响 所 研究 
的 情况 时 会 发 生 什 么 事 ， 我 们 进而 得 到 如 下 的 函数 

y= f(x,z) 

对 于 图 8-2 中 z 的 每 个 数据 值 ， 为 了 得 到 y 必须 对 四 个 = 值 ”图 82 为 了 预测 一 个 变量 的 
进行 实验 ， 这 样 ，16( 也 就 是 ，4) 次 实验 是 需要 的 ， 这 些 观 靖 数 5 需要 四 个 实验 点 
察 结果 在 图 8-3 中 有 具体 说 明 .， 类 似 地 ， 三 个 变量 的 函数 需 
要 64( 也 就 是 ，4:) 次 实验 ， 一 般 地 说 ， 为 了 预测 y 值 ，4" 次 实验 是 需要 的 ， 此 时 ”是 函数 的 
自 变量 个 数 ， 同 时 假定 对 每 个 自 变量 的 区 域 取 四 个 点 ， 因 而 ， 一 种 能 够 降低 函数 f 的 自 变量 个 
数 的 方法 将 会 极 大 地 降低 需要 实验 的 总 次 数 ， 量 纲 分 析 就 是 这 样 的 一 个 方法 . 国 

在 收集 图 8-2 和 图 8-3 中 所 表示 的 数据 ， 进 而 检验 由 此 确定 的 插值 曲线 时 ， 我 们 也 会 认识 
到 量 纲 分 析 的 效能 ， 假 设 ， 我 们 决定 用 三 次 多 项 式 曲线 通过 标示 在 图 8-2 中 的 四 个 点 ， 也 就 是 
说 ， 这 四 个 点 用 来 确定 插值 曲线 的 四 个 常数 C 一 C,， 

> 一 Ciz 十 Cz: 十 Ciz 十 C， 

现在 考虑 来 自 图 8-3 的 插值 问题 ， 如 果 对 于 一 个 辕 定 的 x 值 ， 比 如 z=x;， 我 们 决定 用 z 

的 三 次 多 项 式 连结 各 个 点 ， 插 值 曲面 的 方程 是 
y=Diz’ + Dr’ + Dszr+D, + Dr’ + Dr 十 DPIz 十 De)z 
十 (Posz 十 Dioz: 十 Diz 十 Di)zz 十 (Di:zs 十 Duz’ + Disz+ Die) 

由 这 个 方程 看 到 ， 有 16 个 常数 D, ，D,，…，Dis 需 要 确定 ， 而 不 是 像 二 维 空间 的 情形 只 
有 4 个， 这 个 过 程 又 一 次 说 明 ， 当 我 们 降低 最 终 研 究 的 函数 的 自 变量 个 数 时 ， 所 需 的 工作 量 也 
极 大 地 降低 . 
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图 8-3 为 了 预测 关于 两 个 变量 x 和 < 的 函数 >， 需要 16 个 实验 点 


更 进一步 ， 我 们 来 做 一 次 重要 的 观察 . 实际 上 ， 建 立 模型 所 需要 的 实验 努力 更 大 地 取决 于 
所 研究 函数 的 变量 个 数 ， 而 不 是 建 模 者 初始 选择 的 自 变量 真实 个 数 .举例 来 说 ， 考 虑 两 个 变量 
的 函数 ， 比 如 y 二 f(z，z)， 实 际 上 涉及 到 必要 实验 次 数 的 论证 将 不 会 变更 ， 即 使 z 是 若干 个 
变量 的 某 种 特殊 组 合 ， 也 就 是 说 ，z 可 以 是 wv/w， 其 中 ww、v 和 w 是 模型 中 初始 选择 的 变量 . 

现在 ， 考 虑 下 面 对 量 纲 分 析 的 预览 ， 由 此 表明 是 如 何 降低 我 们 的 实验 努力 的 ， 从 一 个 具有 
! 个 变量 (因而 有 ?个 自 变量 ?的 函数 开始 ， 通 过 把 初始 变量 组 合成 乘积 来 降低 变量 个 数 (通常 
是 3 个 )， 由 此 得 到 的 这 ”一 3 个 乘积 叫做 初始 变量 的 无 量 纲 乘 积 ， 在 利用 量 纲 分 析 之 后 ， 我 们 
依然 需要 进行 实验 来 完成 我 们 的 预测 ， 但 实验 努力 的 需求 总 量 将 会 指数 地 下 降 . 

在 第 2 章 中 ， 我 们 讨论 过 为 了 简化 而 忽略 变量 与 为 了 提高 精度 而 考虑 附加 变量 之 间 的 折 中 
方案 ， 在 以 实验 数据 为 基础 建立 数学 模型 时 ， 事 先 的 论证 表明 ， 每 个 附加 变量 的 开销 在 必须 进 
行 的 实验 数量 上 呈现 指数 上 升 .在 下 面 的 两 节 中 ， 我们 介绍 支持 量 纲 分 析 过 程 的 主要 思想 ， 读 
者 可 以 看 出 ， 这 些 思 想 比 先前 研究 的 略微 复杂 ， 但 是 ， 当 我 们 对 物理 过 程 建立 模型 时 ， 量 纲 分 
析 方 法 是 强 有 力 的 . 


8. 1 表示 为 乘积 形式 的 量 纲 


物理 学 研究 是 建立 在 抽象 概念 基础 上 ， 诸 如 质量 、 长 度 、 时 间 、 速 度 、 加 速度 、 力 、 能 
量 、 功 和 压力 ， 对 每 个 这 样 的 概念 指定 一 个 度量 单位 .只 要 各 个 度量 单位 是 彼此 相 容 的 ， 物 理 
定律 二 ma 就 会 成 立 ， 因 而 ， 如 果 质 量 用 千克 ， 加 速度 用 每 平方 秒 米 来 度量 ， 则 力 就 必须 用 
牛顿 度量 ， 这 些 度量 单位 属于 MKS( 米 -千克 - 秒 ) 质 量 单位 制 . 若 用 斯 勒 格 (slug) 度 量 质量 ， 
用 每 平方 秒 英 尺度 量 加 速度 ， 而 力 用 牛顿 来 度量 ， 就 会 出 现 与 方程 F=a 不 相 容 的 情况 ， 在 
这 个 示例 中 ， 力 必须 用 磅 来 度量 ， 由 此 得 到 美国 工程 单位 制 . 还 有 另外 一 些 度量 单位 制 ， 不 过 
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全 是 由 国际 标准 规定 的 ， 以 求 与 物理 定律 彼此 相 容 . 

我 们 在 本 章 中 考虑 的 三 个 基本 物理 量 是 质量 、 长 度 和 时 间 ， 并 且 使 它们 分 别 与 量 纲 M、L 
和 工 相 关联 ， 量 纲 自 是 一 些 符 号 ， 但 它们 可 以 揭示 : 当 度 量 单位 以 某 种 方式 改变 时 ， 一 种 量 
的 数值 如 何 变化 .其 他 量 的 量 纲 可 以 由 定义 或 者 由 物理 定律 推导 ， 并 且 用 M、L 和 了 表示 出 
来 ， 例如， 速度 "定义 为 移动 的 距离 ;( 量 纲 L) 和 移动 时 间 上 ( 量 纲 T) 的 比值 一 一 也 就 是 ，v 一 
st”' ， 从 而 速度 的 量 纲 是 LT 类似 地 ， 既 然 面 积 基本 上 是 两 个 长 度 的 乘积 ， 它 的 量 纲 就 是 
L .这 些 量 纲 表达 式 总 是 保持 成 立 ， 与 度量 单位 制 的 特殊 选择 无 关 ， 这 就 表明 ， 举 例 来 说 ， 速 
度 可 以 表示 为 每 秒 米 、 每 秒 英 扩 、 每 小 时 英里 ， 等 等 ， 类似 地 ， 面 积 可 以 用 平方 米 、 平 方 英 
尺 、 平 方 公里 等 来 度量 . 

还 有 另外 一 些 在 观念 上 更 加 复杂 的 物理 实体 ， 它 们 通常 不 是 直接 由 质量 、 长 度 和 时 间 三 个 


量 纲 定义 的 ， 而 是 在 它们 的 定义 中 包含 其 他 量 ， 比 如 速度 ， 我们 按照 其 定义 中 涉及 到 的 代数 运 


算 实现 这 些 更 加 复杂 的 量 与 各 个 量 纲 的 关联 ， 例 如 ， 既 然 动量 是 质量 与 速度 的 乘积 ， 它 的 量 纲 


-就 是 MGCLT-:)， 或 者 简写 为 MLT-!. 


一 个 量 的 基本 定义 也 包括 无 量 纲 常数 ， 这 是 在 寻求 其 量 纲 时 加 以 忽略 的 ， 因 而 ， 动 能 本 来 
等 于 质量 与 速度 平方 乘积 的 一 半 ( 无 量 纲 常数 )， 它 的 量 岗 是 M(LT-')*, 或 者 ,简写 为 
ML2T-*。 正 如 读者 将 在 例题 2 看 到 的 ， 像 重力 加 速度 g 等 一 些 常数 确实 有 相关 联 的 量 纲 ， 这 
在 量 纲 分 析 中 必须 加 以 考虑 . | 

关于 物理 量 量 纲 ， 这 些 例证 说 明 如 下 的 重要 概念 . 

1) 我 们 已 经 通过 三 个 物理 量 质量 m、 长 度 s 和 时 间 + 莫 定 了 量 纲 概念 基础 。 这 些 量 是 在 某 
个 适当 的 单位 制 下 加 以 度量 的 ， 而 单位 制 的 选择 并 不 影响 对 量 纲 的 指定 (这 个 作为 根基 的 单位 
制 必须 是 线性 的 .举例 来 说 ， 如 果 度 量 尺度 是 对 数 的 ， 量 纲 分 析 将 会 失效 ). 

2) 存 在 另外 一 些 物理 量 ， 诸 如 面积 和 速度 ， 由 仅仅 包括 质量 、 长 度 和 时 间 的 简单 积 来 定 
义 ， 此 处 我 们 使 用 的 术语 材积 包括 着 任何 商 运 算 ， 因 为 可 以 使 用 负 指 数 表示 除法 . 

3) 还 有 另外 一 些 更 加 复杂 的 物理 实体 ， 诸 如 动量 和 动能 ， 其 定义 中 包含 不 同 于 质量 、 长 度 
和 时 间 的 物理 量 ， 由 (1) 和 (2) ， 既 然 较 简单 的 物理 量 是 乘积 ， 借 助 于 代数 简化 ， 这 些 更 加 复杂 
的 量 也 可 以 表示 成 包括 质量 、 长 度 和 时 间 的 乘积 .我们 使 用 乘积 这 个 术语 ， 泛 指 由 条 款 (1)， 
(2) 或 (3) 涉 及 的 物理 量 ， 由 (1) 得 到 的 乘积 是 平凡 的 ， 因 为 它 只 有 一 个 因子 . 

4) 对 每 个 乘积 ， 指 定 一 个 量 纲 一 也 就 是 ， 一 个 形 如 

M"L*T : (8-1) 
的 表达 式 ， 其 中 ，n、p 和 g 是 实数 ， 可 以 是 正 的 、 负 的 或 者 零 

在 一 个 基本 量 纲 从 乘积 中 消失 的 情形 下 ， 相 应 的 指数 认为 等 于 零 ， 因 而 ， 量 纲 M?LeT-， 

也 可 以 表示 为 M*T-!， 当 形 如 (8-1) 的 表达 式 中 nx、p 和 g 都 等 于 零 时 ， 量 纲 就 简化 成 
ML°T° (8-2) 
则 称 该 物理 量 或 者 乘积 ， 是 无 量 纲 的 . 

对 各 积 求 和 要 特别 小 心 ， 原 因 在 于 ， 正 如 我 们 不 能 把 苹果 和 柑 郴 加 在 一 起 ， 我 们 也 不 能 在 

一 个 方程 中 把 量 纲 不 同 的 乘积 相 加 例如， 如 果 下 表示 力 ，m 是 质量 ， 而 v 是 速度 ， 我 们 马上 
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区 
就 看 出 来 ， 方 程 
F=m+v 

不 会 是 正确 的 ， 因 为 mv 具有 量 纲 MLT '!, 而 wv 具有 量 纲 LT “*. 这 些 量 纲 是 不 同 的 ， 所 以 ， 
乘积 mv 和 也 不 能 相 加 .， 像 这 样 的 方程 也 就 是 ， 在 各 项 中 间 包 含 两 个 具有 不 同 量 纲 的 乘积 
称 为 重 纲 不 兼容 的 . 若 方程 只 包含 量 纲 相 同 的 乘积 之 和 ， 就 是 量 岗 兼容 的 . 
量 纲 兼 容 性 概念 关系 到 另 一 个 称 之 为 量 纲 齐 性 的 重要 概念 ， 一 般 地 ， 一 个 方程 如 果 在 任何 
度量 单位 制 下 都 是 成 立 的 ， 称 为 是 量 纲 齐 性 的 ， 例 如 ， 方 程 :=V2s/g， 给 出 物体 在 重力 作用 
下 (忽略 空气 阻力 ) 下 降 距 离 * 的 时 间 ， 就 是 量 纲 齐 性 的 (在 所 有 单位 制 下 成 立 )， 而 方程 := 
Vs716. 1 则 不 是 量 纲 齐 性 的 (因为 它 依 赖 于 一 个 特殊 的 单位 制 )， 作 为 特别 情形 ， 如 果 一 个 方程 
只 包含 无 量 纲 乘积 的 和 (也 就 是 ， 无 量 纲 方 程 ;， 它 也 是 量 纲 齐 性 的 .因为 这 些 乘积 是 无 量 纲 
的 ， 用 于 从 一 个 单位 制 转 向 另 一 个 单位 制 的 各 个 因子 会 直接 消失 . 

量 纲 分 析 在 真实 问题 中 的 应 用 以 下 述 假设 为 基础 : 问题 的 解 是 由 依据 适当 变量 的 齐 性 方程 
给 出 的 ， 因而， 我 们 的 任务 是 通过 寻求 一 个 适当 的 无 量 纲 方程 来 确定 待定 方程 的 形式 ， 之 后 把 
因 变量 解 出 来 ， 为 了 完成 这 项 任务 ， 我 们 必须 决定 哪些 变量 进入 研究 的 物理 问题 ， 并 且 在 它们 
中 间 确 定 所 有 无 量 纲 乘 积 . 一 般 地 ， 有 无 限 多 个 这 样 的 乘积 ， 所 以 ， 必 须 对 它们 进行 说 明 而 不 
是 实际 上 写 出 来 而后， 这些 无 量 纲 的 某 些 子 集 就 用 来 构造 量 纲 齐 性 方程 . 在 8. 2 节 我 们 研究 
如 何 利 用 无 量 纲 乘积 来 寻找 所 有 的 量 纲 齐 性 方程 . 下 面 的 例子 说 明 无 量 纲 乘积 是 如 何 找到 的 ， 


例 1 再 论 单 摆 
我 们 再 来 考虑 引言 中 讨论 过 的 单 摆 问 题 . 分 析出 现在 问题 中 的 变量 的 量 纲 ， 我 们 得 到 


变量 | m 8 r 0 
量 纲 | M LT-: TT L MIT 
下 面 ， 我 们 在 这 些 变量 中 间 找 出 所 有 的 无 量 纲 乘积 .这些 变量 的 任何 乘积 一 定 是 如 下 的 
形式 
m’ gt'r0° “(8-3) 
因而 一 定 具有 量 纲 
(M)° (LT?) (CT) LL) ML TY) 
所 以 ， 形 如 (8-3) 的 乘积 是 无 量 纲 的 ， 当 且 仅 当 
ML T= ML T° (8-4) 
令 这 个 最 后 方程 两 边 的 指数 相等 ， 就 导出 线性 方程 组 


a 十 0e 二 0 
b 十 d++0e= | (8-5) . 


—2b+tc 十 0e 一 0 
求解 方程 组 (8-5) 得 到 ac 一 0，c 一 20，d 一 一 5， 其 中 0 是 任意 值 . 这 样 ， 存 在 无 限 多 组 解 . 
这 里 有 些 选择 任意 变量 的 一 般 规则 ，(1) 选 取 因 变量 ， 从 而 它 只 会 出 现 一 次 ，(2) 选 择 任何 简化 
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其 他 方程 求解 的 变量 (也 就 是 ， 出 现在 所 有 方程 中 的 变量 )， 以 及 (3) 选 取 总 是 具有 零 系 数 的 变 
量 ， 如 果 可 能 的 话 ， 请 留意 ， 指 数 e。 没有 真正 出 现在 (8-4)? 中 (因为 它 的 系数 在 每 个 方程 中 均 为 
0)， 所 以 它 也 是 任意 的 ， 一 个 无 量 纲 乘积 由 设 定 b=0 和 e=1 得 到 ， 由 此 疼 生 a=c 一 4 一 0， 而 
第 二 个 独立 的 无 量 纲 乘 积 当 4 一 1 和 一 0 时 得 到 ， 由 此 导出 a 二 0，c 二 2 和 4 一 一 1， 这 些 解 给 
出 无 量 纲 乘积 

II, 一 miogotoropb =0 


2 
3 0 1 ,2 一 ! Ea 
TI,= mg'er ”= 红 


在 8. 2 节 中 ， 我 们 将 学 习 关 联 这 些 乘 积 的 方法 ， 以 便 推进 建立 模型 的 过 程 到 最 终 完 成 ， 目 前 来 
说 ， 我 们 将 用 直观 的 方式 开发 一 种 关系 . 

假设 1 二 f(r，m，g，0)， 为 了 确定 关于 函数 f 的 更 多 性 质 ， 我 们 来 探测 一 番 : 如 果 把 度 
量 密度 的 单位 缩小 一 个 倍数 (例如 ，10)， 那 么 ， 周 期 : 的 度量 值 将 不 会 改变 ， 因 为 它 是 按时 间 
单位 (T) 度 量 的 .既然 m 是 量 纲 包含 M 的 惟一 的 因子 ， 它 就 不 可 能 出 现在 模型 中 ， 类 似 地 ， 
如 果 度 量 长 度 的 单位 尺度 改变 (L)， 它 也 不 能 改变 周期 的 度量 值 ， 为 了 使 函数 f 呈现 这 个 性 
质 ， 因子 + 和 g 必须 以 如 下 的 形式 出 现在 模型 中 : r/g，g/r， 或 者 ， 更 一 般 地 ，(g/r)t*， 这 个 
形式 可 以 保证 ， 长 度 度量 方式 中 的 任何 线性 改变 将 会 相互 消去 ， 最 后 ， 如 果 我 们 使 时 间 度 量 单 
位 (T) 缩 小 一 个 倍数 ， 比 如 10， 周 期 的 度量 值 将 直接 增 大 同样 的 倍数 10， 这 样 ， 为 了 方程 := 
f(r，m，g， 引 的 右边 具有 量 纲 T，g 和 > 必须 以 /r7g 的 形式 出 现 ， 因 为 在 g 的 量 纲 中 全 的 竹 
是 一 2. 我 们 注意 到 ， 没 有 前 提 条 件 对 角度 9 施加 任何 限制 ， 于 是 ， 周 期 方程 应 当 具 有 形式 


1 一 /Lh 0) 
a 六 


其 中 ， 消 数 h 必须 通过 实验 确定 或 者 逼近 . 

在 这 个 分 析 中 ， 我 们 指出 颇 有 量 纲 分 析 特 色 的 两 件 事 ， 首先， 在 MLT 量 纲 系 统 中 ， 有 三 
个 条 件 附 加 在 模型 上 ， 所 以 ， 我 们 一 般 期 望 将 关联 着 各 个 变量 的 函数 自 变量 个 数 减少 三 个 ， 在 
单 摆 问 题 中 ， 我 们 把 自 变量 个 数 从 四 减少 到 --， 其次， 在 量 纲 分 析 的 未 尾 留 下 来 的 函数 所 有 的 
自 变量 (在 这 个 情形 下 是 9) 是 无 量 纲 乘积 . 

在 无 阻尼 摆 问 题 中 ， 我 们 假定 摩擦 和 阻力 是 可 以 忽略 不 计 的 ， 在 进行 实验 (或 许 十 分 昂贵 ) 
之 前 ,我 们 会 乐于 知道 那个 假定 是 否 合理 .考虑 迄今 得 到 的 模型 ， 


{ 
t =, /Th (0) 
8 


保持 0 不 变 ， 同 时 允许 变化 ， 形 成 比例 式 


tl Vn/geh(G) __ fr 

ls Vr/gh (0,) re 
因此 ， 这 个 模型 预测 ， 对 于 不 变 的 9 值 ，: 与 成 正比 . 
从 而 ， 如 果 我 们 固定 9， 画 出 与/ 的 关系 曲线 米 加 以 观 。 和 也 的 位 移 如 加 出 周期 


察 ， 我 们 预期 会 得 到 一 条 直线 (图 8-4)， 如 果 我 们 没有 来 检测 单 摆 模型 的 假设 条 件 
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得 到 一 条 相当 直 的 直线 ， 就 需要 重新 检查 各 个 假设 条 件 . 请 注意 ， 我 们 这 里 的 判断 是 定性 的 . 
有 关 任 何 模型 是 否 恰当 的 最 终 检测 总 是 要 问 : 它 是 否 很 好 地 预测 或 者 解释 了 所 研究 的 现象 ， 尺 
管 如 此 ， 这 个 初始 的 检测 对 于 消除 明显 不 好 的 假设 和 在 诸多 备用 假设 中 择优 是 有 用 的 . 

量 纲 分 析 协助 建立 模型 := f(r，m，g，09)， 对 于 无 阻尼 摆 表 示 为 :二 V778%h (90)， 如 果 我 们 
有 兴趣 预测 摆 的 性 能 ， 我 们 可 以 通过 保持 r 不 变 而 改变 9 把 h 的 作用 分 离 出 来 ， 由 此 得 到 比例 


tl _ Vro/gh(0) _ h(O') 
2 VroTEh(0) hl:) 
在 图 8-5 中 画 出 了 :关于 9 的 关系 曲线 ， 经 过 多 次 观测 就 能 揭示 函数 的 性 质 ， 或 许 , 我 

们 永远 也 找 不 到 真正 的 函数 hh 关于 变量 的 表达 式 ， 在 这 种 情形 下 ， 可 以 由 实验 数据 建立 一 个 经 
验 模型 ， 如 同 在 第 4 章 中 所 讨论 的 .在 实验 数据 的 基础 上 ， 当 我 们 有 兴趣 以 实验 结果 为 基础 ， 
利用 模型 预测 周期 : 时 ， 如 图 8-6 所 示 ， 使 用 方程 :Vg/r==h(9) 并 且 画 出 0 
曲线 是 很 方便 的 ， 这样， 对 于 给 定 的 09 值 ， 确 定 :Vg/r， 再 乘 以 相应 于 指定 的 因子 Vr/g、 
们 便 最 终 求 出 周期 x. 


f 1 Ve/r 


图 8-5 确定 未 知 函 数 图 8-6 ”对 单 摆 给 出 结果 [300) 


例 2_ 作用 在 厢 式 运 货车 上 的 风力 2 


假定 你 正在 驾驶 一 辆 条 式 运 货车 沿 高 速 公路 行进 ， 你 的 车 辆 速度 如 何 影 响 你 所 感受 的 风 
力 呢 ? 
作用 在 厢 式 运 货车 上 的 风力 下 一 定 受到 车 速 的 影响 ， 还 会 与 厢 式 运 货车 直接 暴露 在 风向 
上 的 表面 积 有 关 ， 这 样 ， 我 们 或 许可 以 假设 ， 风力 正比 于 速度 的 菜 次 敌 和 表面 积 某 次 短 的 积 ， 
也 就 是 ， 
F= kv'A? | (8-6) 
其 中 是 某 个 (无 量 纲 ) 常 数 ， 分 析 一 下 变量 的 量 纲 可 以 给 出 


变量 F k v A 
量 纲 | MLT-: M?L?T? LT-! 


日 ”这 个 例子 由 Ralph Mansfield 提议 ， 取 自 题 为 “Dimensional Analysis” 的 预 印 本 . 
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因此 ， 就 量 纲 来 说 ， 方 程 (8-6) 变 为 
MLT-: 一 (M?LITo)(LT-D)"(L2) , 
这 个 最 后 的 方程 不 可 能 是 正确 的 ， 因 为 质量 的 量 纲 M 没有 带 着 非 零 指 数 进入 等 式 的 右边 . 

所 以 ， 我 们 再 来 考虑 方程 (8-6)， 在 关于 风力 的 假设 中 缺少 什么 呢 ? 风 的 强度 不 会 受到 其 
密度 的 影响 吗 ? 经 过 思考 我 们 或 许 同 意 ， 密 度 确实 具有 一 定 的 作用 . 如 果 我 们 把 密度 o 作为 因 
子 包括 进来 ， 我 们 的 精细 模型 就 变 为 

F = ku'A’o: (8-7) 
因为 密度 是 每 单位 体积 的 质量 ， 所 以 密度 的 量 纲 是 ML-:， 因 而， 就 量 纲 来 说 ， 方 程 (8-7) 
变 为 

MLT™® = (ML T) LT ) (1 MLS?): 
令 这 个 最 后 方程 两 边 的 指数 相等 ， 便 导出 线性 方程 组 : 


C 二 1 
a+ 26— 3c -| ” (8-8) 
= 一 一 2 
求解 方程 组 (8-8) 就 得 到 4a 二 2, 6 二 1 和 c= 二 1， 代 入 方程 (8-7)， 这 些 值 便 给 出 模型 
F= kv’Ap 国 


现在 ,我 们 进行 一 次 重要 的 观测 ， 当 假定 F= twr4* 时 ， 其 中 的 常数 认为 是 无 量 纲 的 . 随 
后 ， 我 们 的 分 析 揭 示 出 ， 对 于 特定 的 介质 (所 以 p 是 不 变 的 ) 
下 cc Av’ 
由 此 给 出 二 Av， 不过， 确实 具有 一 个 与 之 相关 的 量 纲 ， 故 称 为 量 纲 常数 . 特别 地 ， 
的 量 纲 是 
MLT- 
二 (LT ) 
量 纲 常数 包含 重要 的 信息 ， 进 行 量 岗 分 析 时 必须 加 以 考虑 .在 8.3 节 我 们 再 来 讨论 量 纲 常数 ， 
届时 研究 阻尼 摆 . 


= MI 


线 来 检验 模型 ， 看 一 看 这 个 图 像 是 否 表 近 通过 原点 的 一 条 直线 .这 个 例子 说 明 使 用 量 纲 分 析 的 
一 种 方式 ， 既 可 以 检验 我 们 的 假设 条 件 ， 又 能 核查 标识 问题 的 变量 列表 是 否 有 错误 ， 表 8-1 摘 
要 地 给 出 若干 常用 物理 实体 的 量 纲 . 


表 8-1 在 MLT 系统 中 各 种 物理 实体 的 量 纲 


质量 M 动量 MLT ， 
长 度 L 功 ML2T? 
时 间 T 密度 ML 
速度 LT 粘性 MIL-IT- 


加 速度 IT 压强 MI 工 
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( 续 ) 
比重 ML-?T™? 表面 张力 MT 
力 MILT 功率 ML2T-: 
频率 下 转动 惯量 ML 
角速度 下 转 矩 MIL2T- 
角 加 速度 TT: 炉 二 
角 动 量 MI2T™! 热量 ML2T-: 
能 量 MI2T™? 
习题 
1. 确定 方程 

s5 一 So 十 vt 一 0.58gt 


be 


是 否 量 纲 兼容 ， 如 果 s 是 物体 在 时 刻 :( 从 固定 的 参照 点 竖 直 度量 ) 的 位 置 ，s 是 :一 0 时 
的 位 置 ，w 是 初始 速度 ， 而 g 是 重力 加 速度 . 


. 求 出 一 个 与 汽车 发 动机 产生 的 转 矩 rc(MI:T-*)、 发 动机 转速 MT-:)、 气 体 排放 体积 


V、 气 体 密度 p 相关 联 的 无 量 纲 乘积 . 


. 物理 学 中 的 各 种 常量 通常 具有 物理 量 纲 ( 量 纲 常 数 )， 这 是 因为 它们 的 值 依 赖 于 所 表达 


的 体系 . 例如， 牛顿 万 有 引力 定律 断定 ， 两 个 物体 之 间 的 引力 正比 于 它们 质量 的 乘积 
除 以 彼此 间距 离 的 平方 ， 或 者 表示 为 ， 
Gmimez 


F= 


r 


其 中 ，G 是 引力 常数 ， 试 求 G 的 量 纲 ， 使 得 牛顿 定律 成 为 量 纲 兼 容 的 . 


. 某 些 恒星 的 光 和 径 向 速度 经 历 周期 性 振荡 ， 通 常 当 作 是 脉动 的 .假设 ,脉动 的 周期 ; 依 


赖 于 恒星 的 半径 >、 它 的 质量 m 以 及 重力 常数 G( 参 看 问题 3 中 关于 G 的 量 纲 ). 人 
期 1 表示 为 m、 ; 和 G 的 乘积 ， 使 方程 
t = mr’G’ 


成 为 量 纲 兼容 的 . 


. 检验 一 个 方程 的 量 纲 时 ， 应 当 留 意 导数 也 具有 量 纲 . 例如 ，ds/di 的 量 纲 是 LT-:， 而 


ds/dz 的 量 纲 是 LT”*， 其 中 ，s 表示 距离 而 表示 时 间 ， 试 确定 阻尼 摆 系 统 总 能 量 的 
时 间 变 化 率 方 程 

dE _ 2/d:0 db 

司 三 [mr (5 )mersing | 


是 不 是 量 纲 兼容 的 . 


. 对 于 沿 着 直线 路 径 运动 的 物体 ， 如 果 它 的 质量 是 随时 间 变 化 的 ， 那 么 ， 这 个 运动 的 控 


制 方程 由 ， 
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给 出 ， 其 中 m 是 物体 的 质量 ,wv 是 物体 的 速度 ，F 是 作用 在 物体 上 的 合力 ，dm 是 在 时 
[03 间 间 隔 di 中 进入 或 离开 物体 的 质量 ， 而 “是 dm 在 进入 或 离开 物体 的 瞬间 的 速度 (相对 
于 安置 在 物体 上 的 观察 者 而 言 )， 证 明 : 前 面 的 方程 是 量 纲 兼容 的 . 
7. 人 体 中 ， 血 液 的 流体 静 压 强 对 总 的 血压 是 有 影响 的 ， 流 体 静 压强 P 是 血液 密度 。、 心 脏 
和 体内 某 个 较 低 点 之 间 的 血 柱 高 度 h 以 及 重力 加 速度 g 的 乘积 ， 试 确定 
P = ho’h’g’ 
其 中 ,上 是 一 个 无 量 纲 常数 . 
8. 假定 ， 阻 止 雨滴 穿 过 空气 降落 的 力 下 是 粘性 jy、 速度 vw 以 及 雨滴 的 直径 7 的 乘积 ， 再 
定 ， 密 度 是 可 以 忽略 不 计 的 . 试 求 
F = ky'v’r’ 
其 中 是 无 量 纲 常数 . 


研究 课题 


完成 UMAP 564 中 “保持 量 纲 协调 "的 各 项 要 求 ， 这 是 由 George E. Strecker 提出 的 ， 这 个 
模块 对 于 分 辩 量 纲 和 单位 是 非常 基本 的 导 引 ， 同 时 还 为 学 生 提供 运用 量 纲 变量 的 某 种 实践 机 
会 ， 以 便 适 当地 设置 初等 问题 的 解 ， 并 且 识别 各 种 差错 . 


8.2 量 纲 分 析 的 步骤 


我 们 在 前 面 的 章节 中 学 过 怎样 在 所 研究 问题 选择 的 变量 中 确定 全 部 无 量 纲 乘积 . 现在 ， 我 
们 来 探讨 如 何 运用 无 量 纲 乘积 在 变量 中 间 找 出 所 有 可 能 的 量 纲 齐 次 方程 . 关键 的 结果 是 
Buckingham 定理 ， 它 概括 量 纲 分 析 的 整个 理论 . 

前 一 节 的 例 1 表明 ， 许 多 无 量 纲 乘积 一 般 是 由 给 定 系统 的 变量 构成 的 ， 在 那个 例子 中 ， 我 
们 确定 的 每 个 无 量 纲 乘积 具有 形式 

. grt ero0° (8-9) 

共 中 ,5b 和 e 是 任意 实数 ， 每 个 这 样 的 乘积 对 应 着 由 方程 (8- 5) 给 出 的 线 代数 齐 次 方程 组 的 一 个 
解 ， 当 2=0，e 王 1 和 6 二 1，e==0， 分 别 得 到 的 两 个 乘积 


[304] 本 二 9 和 1], = = 此 
具有 特殊 的 意义 : 任何 无 量 纲 乘积 (8-9) 都 可 以 表示 为 芽 , 的 某 次 矫 与 I， 的 某 次 宪 的 乘积 ， 举 
例 来 说 ， 
gs316 广 3012 = II, HL; 


这 个 等 式 依据 的 事实 在 于 , 6 一 0, e=1 和 65 二 1, e==0 在 某 种 意义 上 代表 方程 组 (8-5) 的 线 
性 无 关 解 ， 下 面 ， 我 们 来 进一步 探讨 这 个 想法 . 
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考虑 关于 了 个 未 知 数 zl ，z ，…，z 的 着 个 线性 代数 方程 的 方程 组 : 
al 十 alzZz 十 … 十 atz 一 2 
Q2tZ1 A 一 区 (8-10) 
am TI 十 anaz Tz Ta mT = 
记号 由 和 01，2，…，7 和 7 一 1，2，…，7m) 表 示 实 数 . a; 称 为 方程 组 的 系数 而 4b; 当 作 常 
数 . 在 记号 a; 中， 下 标 i 表示 方程 组 (8-10) 的 第 i 个 方程 ,下 标 j 表示 a; 归属 的 第 j 个 未 知 
数 . 这 样 ， 两 个 下 标 用 来 给 aj 定 位. 习惯 上 ， ais 读 作 ”“a， 1，3?”， a4z 读 作 “a， 4，2”， 而 不 是 
读 成 “a4，13” 和 “a，42”. 

方程 组 (8-10) 的 一 个 解 就 是 一 串 数 9 ，s, ，…，s,， 使 得 zz 二 5 ，Zzs 二 5;，"…*，XZ, 二 5 满 
是 方程 组 的 每 个 方程 ， 如 果 b= 二 bs 二 … 二 6b, 二 0， 则 方程 组 (8-10) 称 为 齐 次 的 ， 此 外 ， 解 $1 = 5， 
二 … 一 9 一 0 总 是 满足 齐 次 方程 组 ， 称 之 为 平凡 解 、 齐 次 方程 组 的 解 有 两 种 可 能 的 情况 ;或 者 
平凡 解 是 惟一 解 ， 或 者 有 无 穷 多 个 解 . 

只 要 ss ，…，2 和 s 1，s,，…，s', 是 齐 次 方程 组 的 解 ， 序列 9 十 ，se 十 2 ，…， 
ss 十 s' 和 csi，css，*…，css 对 于 任意 常数 < 就 也 是 解 ， 这 些 解 分 别称 为 初始 解 的 和 与 标量 倍 
数 . 如 果 S 和 S 代表 初始 解 ， 那 么 ， 我 们 利用 记号 S 十 S' 代 表 它 们 的 和 ， 而 cS 代表 第 一 个 解 
的 标量 乘积 。 如果 S, ，S: ，…，S 是 由 齐 次 方程 组 & 个 解构 成 的 解 组 ， 那 么 ， 解 

CSi 二 cSs 二 … 十 cS 
称 为 个 解 的 线性 组 合 ， 其 中 ，c! ，c; ，…，c 是 任意 实数 .作为 一 个 练习 容易 证 明 ， 齐 次 方 
程 组 解 的 任何 线性 组 合 还 是 方程 组 的 另 一 个 解 . 一 

齐 次 方程 组 的 一 个 解 组 称 为 线性 无 关 的 ， 如 果 解 组 中 的 任何 解 都 不 是 其 余 解 的 线性 组 合 . 
一 个 解 组 是 完备 的 ， 如 果 它 是 线性 无 关 的， 而 且 ， 每 一 个 解 都 可 以 表示 为 该 解 组 内 解 的 线性 组 
合 ， 对 于 一 个 指定 的 齐 次 方程 组 ， 我 们 寻求 某 个 完备 解 组 ， 因 为 利用 线性 组 合 可 以 由 它 产生 所 
有 其 他 解 ， 举例 来 说 ， 在 齐 次 方程 组 (8-5) 中 ， 相 应 于 两 个 选择 0 一 0，e 一 1 和 46 二 1，e 二 0 的 两 
个 解构 成 一 个 完备 解 组 . 

我 们 无 意 在 这 里 讲解 线性 代数 方程 的 理论 ， 这 样 的 研究 对 于 线性 代数 教程 才 是 适当 的 .不 
过 ， 我 们 要 指出 ， 有 一 种 初等 算法 叫做 Gauss 消去 法 ， 可 以 用 来 对 给 定 的 线性 方程 组 生成 一 个 
完备 解 组 ， 此 外 ，Gauss 消去 法 也 能 方便 地 在 计算 机 和 手持 可 编程 计算 器 上 运行 ， 本 书 中 遇 到 
的 方程 组 相当 简单 ， 用 初等 代数 里 的 消去 法 就 足以 求解 了 . 

我 们 的 讨论 与 量 纲 分 析 有 什么 关系 昵 ? 迄今 为 止 ， 基 本 的 目标 是 在 刻画 所 研究 物理 现象 的 
变量 中 间 寻 找 所 有 可 能 的 无 量 纲 乘 积 ， 我 们 建立 线性 代数 齐 次 方程 组 帮助 确定 这 些 无 量 纲 乘 
积 ， 这 类 方程 组 通常 具有 无 穷 多 个 解 . 每 个 解 就 给 出 变量 之 间 相 应 无 量 纲 乘积 的 各 个 指数 的 
值 ， 如 果 我 们 对 两 个 解 求 和 ， 由 此 得 到 的 另 一 个 解 所 产生 的 无 量 纲 乘积 完全 等 同 于 两 个 初始 解 
相应 的 无 量 纲 乘 积 相 茨 . 例如 ， 在 方程 (8-5) 中 ， 相 应 于 6 二 0，e 二 1 和 4 二 1，e==0 的 两 个 解 相 
加 的 和 ， 产 生 相应 于 5 二 1，e 二 1 的 方程 解 ， 根 据 公 式 (8-9)， 其 对 应 的 无 量 纲 乘积 由 . 


ec 一 0= 1,H, 
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给 出 ， 这 个 结果 的 理由 在 于 ， 方 程 组 的 未 知 数 是 无 量 纲 乘积 的 指数 ， 而 指数 相 加 在 代数 上 相应 
于 同 底 赛 相 乘 : “=z"z"， 此 外 ， 一 个 解 乘 以 常数 依然 是 解 ， 由 它 所 产生 的 无 量 纲 乘积 完全 
等 同 于 把 相应 于 初始 解 的 乘积 提升 该 常数 乘 矫 . 举例 来 说 ， 相 应 于 6 二 1，e==0 的 解 乘 以 一 1 产 


生 相 应 于 5 一 一 1，e=0 的 解 ， 而 它 对 应 的 无 量 纲 乘积 就 是 
smr= I; 

这 个 最 后 结果 的 依据 是 ， 在 代数 中 ， 一 个 指数 乘 上 一 个 常数 相应 于 把 一 个 乘 方 提升 一 个 乘 短 ， 

Am 一 (xz 


概括 地 说 ， 齐 次 方程 组 的 解 相 加 导致 其 相应 的 无 量 纲 乘 积 相 乘 ， 而 一 个 解 与 常数 相 乘 导致 
其 相应 的 乘积 提升 由 该 常数 给 出 的 乘 等 ， 这样， 如 果 S, 和 S, 分 别 是 相应 于 无 量 纲 乘积 全 ， 和 
下 ,的 两 个 解 ， 那 么 ， 线 性 组 合 aSi 十 5S, 对 应 无 量 纲 乘积 
IT 
由 前 面 的 讨论 可 以 知道 ， 齐 次 方程 组 的 一 个 完备 解 组 借助 于 线性 组 合 可 以 产生 所 有 可 能 的 
解 ， 因 此 ， 相 应 于 完备 解 组 的 无 量 纲 乘积 就 称 为 完备 无 重 岗 乘 积 组 ， 全 部 无 量 纲 乘 积 可 以 通过 
构造 完备 组 中 诸 元 素 的 乘 方 和 乘积 得 到 . 
下 面 ， 我 们 探讨 怎样 使 用 这 些 无 量 纲 乘积 在 变量 中 间 构 造 所 有 可 能 的 量 纲 齐 次 方程 ， 在 
8. 1 节 中 ， 我 们 定义 一 个 方程 是 量 纲 齐 次 的 ， 如 果 它 与 变量 度量 的 单位 制 无 关 ， 总 是 保持 成 立 
的 话 ， 在 量 纲 分 析 中 ， 为 了 从 完备 无 量 纲 乘积 组 构造 所 有 量 纲 齐 次 方程 ， 给 出 的 一 个 基本 结果 
是 下 面 的 定理 . 
Buckingham 定理 . 
一 个 方程 是 量 岗 齐 次 的 ， 当 且 仅 当 它 可 以 表示 为 下 面 的 形式 
fl,, TT,,…, II,)=0 (8-11) 
其 中 ，/ 是 nn 个 自 变 量 的 函数 ,而 {TT ，JT,，…， I,} 是 一 个 完备 无 重 岗 弱 积 组 . 
让 我 们 对 前 一 节 讨 论 的 单 摆 问 题 应 用 Buckingham 定理 .两 个 无 量 纲 乘积 
J,=o 和 开 ,- 笃 ， 
组 成 一 个 对 于 单 摆 问 题 的 完备 乘积 组 ， 这 样 ， 按 照 Buckingham 定理 ， 存 在 一 个 函数 /使 得 
党 )= 
假定 我 们 可 以 求解 这 个 最 后 的 方程 而 把 gt*/r 表示 为 9 的 函数 ， 由 此 得 出 


t =, /Th (C0) (8-12) 
g 


其 中 ，h 是 单 变 量 9 的 某 个 函数 ， 请 留意 ， 这 个 最 后 的 结果 与 8. 1 节 中 对 于 单 摆 问 题 的 直观 表 
述 相互 一 致 ， 我 们 看 到 ， 方 程 (8-12) 只 是 对 变量 m、g、+、r 和 6 之 间 的 关系 进行 一 般 形式 的 
表达 ， 不 过 ， 可 以 由 这 个 表达 式 得 出 结论 ，: 不 依赖 于 质量 m， 而 是 通过 初始 偏 移 角 度 9 的 革 
个 函数 与 二 和 g-+ 相 互 关联 ， 了 解 这 一 点 ， 我 们 就 可 以 实验 确定 画 数 h 的 性 质 或 者 进行 通 近 ， 
这 在 8. 1 节 中 讨论 过 . 
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考虑 Buckingham 定理 中 的 方程 (8-11)， 在 完备 乘积 组 由 单一 无 量 纲 乘积 构成 的 情形 下 ， 

例如 了 工 , ， 方 程 简化 为 
FT =o。 

的 形式 ， 此 时 我 们 假定 ， 函 数 f 在 & 处 有 一 个 实 根 ( 其 他 假定 没有 物理 意义 )， 于 是 ， 可 以 得 到 
解答 开 , 一 4. 

运用 Buckingham 定理 ， 我 们 再 来 研究 8. 1 节 中 有 关 高 速 公 路 上 行驶 的 厢 式 货车 所 受 风力 
的 例子 ， 因 为 选择 了 四 个 变量 下、 A 和 po， 而 且 (8-8) 中 的 全 部 三 个 方程 是 线性 无 关 的 ， 所 
以 ， 完 备 无 量 纲 乘积 组 由 单一 的 乘积 组 成 ， 


区- 过 
应 用 Buckingham 定理 得 出 

(sn 
再 由 前 面 的 讨论 可 知 I[ = 二， 或 者 

F = tw:Ap 


其 中 , 仍旧 是 一 个 无 量 纲 常数 .因而 ， 当 完备 乘积 组 仅 由 单一 无 量 纲 乘积 构成 时 ， 大 体 上 从 

四 个 变量 出 发 就 是 这 样 ， 应 用 Buckingham 定理 就 会 导出 需要 的 关系 式 ， 最 多 差 一 个 比例 常 

数 . 当然 ， 预 估 的 比例 必须 加 以 验证 ， 以 便 确 定 我 们 的 变量 列表 是 否 适 当 ， 如 果 这 个 变量 列表 

证 明 是 适当 的 ， 那 么 ， 比 例 常数 可 以 通过 实验 确定 下 来 ， 从 而 ， 完 全 界定 了 变量 间 的 关系 ， 
对 于 ”一 2 的 情形 ，Buckingham 定理 中 的 (8-11) 具 有 形式 


f(TI,,11,)=0 (8-13) 


如 果 我 们 在 完备 乘积 组 { 工 | ，II: } 中 选取 若干 乘积 ， 使 得 因 变 量 只 在 -个 乘积 中 出 现 ， 例 如 
下: ， 我 们 就 可 以 继续 假定 从 方程 (8-13) 中 可 以 把 选 定 的 乘积 世 , 解 出 来 并 用 其 余 的 乘积 开 , 加 
以 表示 . 这 样 的 解 具有 形式 


11,=n( 1;) 


之 后 ， 这 个 新 的 方程 可 以 对 因 变 量 求解 .请 留意 ， 当 完备 乘积 组 包含 多 于 -个 无 量 纲 乘积 时 ，- 


应 用 Buckingham 定理 确定 需要 的 关系 ， 最 多 差 一 个 任意 函数 ， 在 检验 变量 列表 的 适当 性 之 
后 ， 我 们 或 许 能 够 很 幸运 地 分 辨 出 基本 层面 的 函数 关系 不过， 我 们 一 般 可 以 期 待 建立 一 个 经 
验 模 型 ， 虽 然 任务 简化 了 许多 ， 

对 于 一 般 的 情形 ， 在 Buckingham 定理 的 完备 乘积 组 中 包含 ， 个 无 量 纲 乘 积 ， 我 们 再 一 次 
从 完备 乘积 组 { 工 , ， 工 : ，…， 开 ,} 中 选取 若干 乘积 ， 使 得 因 变 量 只 出 现在 一 个 乘积 中 ， 为 确 
定 计 设 为 了 ,假定 ， 我 们 可 以 把 乘积 开 , 从 方程 (8-11) 中 解 出 来 ， 并 且 用 其 余 的 乘积 加 以 表 
示 ， 我 们 得 到 形式 


ll, 3 H(IL,, IE,,…,IT,.,) 
之 后 ， 再 对 因 变 量 求 解 这 个 最 后 的 方程 . 
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量 纲 分 析 方 法 的 摘要 

第 1 步 ”决定 所 研究 问题 包含 的 各 个 变量 . 

第 2 步 在 变量 中 间 确 定 一 个 完备 无 量 纲 乘积 组 (了 工 , ， 卫 :,，…， 开 ,}， 要 确保 问题 的 因 
变量 只 是 出 现在 一 个 无 量 纲 乘积 中 . 

第 3 步 需要 核实 ， 在 前 面 一 步 找 到 的 各 个 乘积 是 无 量 纲 的 和 无 关联 的 . 否则， 你 就 犯 了 
一 个 代数 上 的 错误 . 

第 4 步 ”利用 Buckingham 定理 在 变量 中 间 生 成 所 有 可 能 的 量 纲 齐 次 方程 ， 这 个 步骤 导出 
形 如 (8-11) 的 方程 . 

第 5 步 ”对 因 变 量 求解 第 4 步 的 方程 . 

第 6 步 需要 验 明 ， 在 第 1 步 所 做 的 假定 是 合理 的 . 不 然 的 话 ， 变 量 列表 就 是 脱离 实 
际 的 . 

第 7 步 ”进行 必要 的 实验 ， 并 且 借 助 于 实用 的 格式 将 结果 加 以 表述 . 

让 我 们 解释 这 个 步骤 的 前 五 步 . 


例 1 雨滴 的 落地 速度 


从 一 片 不 动 的 云 采 中 落下 一 个 雨滴 ， 考 虑 如 何 确定 其 落 速 "的 问题 . 在 第 2 章 中 ， 我 们 以 
非常 片面 的 观点 考察 过 这 个 问题 ， 现 在 ， 我 们 运用 量 岗 分 析 再 来 审视 一 番 . 

影响 雨滴 性 态 的 变量 是 什么 ? 当然 ， 落 速 会 依赖 于 雨滴 的 尺寸 ， 尺 寸 可 以 由 它 的 半径 > 给 
出 空气 的 密度 p 和 空气 的 粘性 jy 也 会 对 性 态 产生 影响 (粘性 用 于 度量 运动 阻力 一 一 一 种 内 部 
的 分 子 摩 擦 ， 在 气体 中 ， 这 种 阻力 是 由 快速 运动 的 分 子 相互 碰撞 引起 的 )、 由 重力 产生 的 加 速 
度 g 是 另 一 个 需要 考虑 的 变量 ， 虽 然 雨滴 的 表面 张力 是 一 个 确实 影响 降落 性 态 的 因素 ， 我 们 将 
忽略 这 个 因素 ， 如果 必要 ， 表 面 张力 可 以 在 后 面 精确 化 的 模型 中 加 以 考虑 ， 由 这 些 分 析 给 出 如 
下 关联 着 所 选择 的 变量 及 其 量 纲 的 表格 : 


变量 r 区 p A 
量 纲 | LT-: L 下 = ML ML IT-: 
下 面 ， 我 们 在 变量 中 间 找 出 所 有 无 量 纲 乘积 .任何 这 样 的 乘积 一 定 具 有 形式 
wertg pa (8-14) 


因而 一 定 具有 量 纲 
(LT YLTIO ML) ML TY) 
所 以 ， 一 个 形 如 (8-14) 的 乘积 是 无 量 纲 的 ， 当 且 仅 当 关于 各 个 指数 的 方程 组 满足 ， 


d+e=0 

a 二 6b 十 (一 3d 一 e= | (8-15) 
a “2e 一 e 一 0 

求解 方程 (8-15) 给 出 6= (3/2)d 一 (1/2)a，c 一 (1/2)d 一 (1/2)a 和 e= 一 4d， 其 中 4a 和 4d 是 任意 

的 . 设 s=1，vx=0 得 到 无 量 纲 乘 积 耳 ,，、 另 一 个 无 关联 的 无 量 纲 乘积 芽 ,， 则 是 在 a=0， 
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qd 一 1 时 得 到 这些 解 给 出 如 下 等 式 
II, = vr ?pg 和 [|， 三 2g126rl 
接 下 来 ， 我 们 核查 上 述 结 果 ， 保 证 各 个 乘积 确实 是 无 量 纲 的 ， 
LT — MoloTo 
I MLT 
和 
L3?(LT™?)'?(MI:) _ AhoT 0 下 0 
ME 
这 样 ， 按 照 Buckingham 定理 ， 存 在 一 个 函数 f 使 得 
Heng ep) 
4 


假定 ， 我 们 可 以 对 zr “eg ?求解 这 个 最 后 的 方程 ， 而 把 它 表示 为 第 二 个 乘积 ,的 函数 ， 于 
是 有 
v=Vreh (£2) 

前 面 的 例子 说 明 量 纲 分 析 的 一 个 特有 的 性 能 ， 一 般 地 ， 研 究 给 定 物理 系统 的 建 模 者 会 对 所 
涉及 变量 有 一 个 直观 的 想法 ， 而 且 有 关于 普通 原理 和 定律 的 知识 (诸如 牛顿 第 二 定律 )， 但 缺少 
控制 各 个 变量 交互 作用 的 精密 法 则 ， 当然 ， 建 模 者 总 是 可 以 分 别 地 对 每 个 自 变量 进行 实验 ， 与 
此 同时 ， 保 持 其 他 变量 不 变 并 且 测 量 对 于 系统 的 效应 ， 不 过 ， 实 验 工作 的 效率 往往 可 以 通过 运 
用 量 纲 分 析 而 加 以 改进 ， 在 前 面 的 例子 中 ， 虽 然 我 们 没有 讲解 量 纲 分 析 的 第 6 步 和 第 7 步 ， 但 
在 8. 3 节 中 会 说 明 这 些 步 又. 

现在 ， 我 们 来 进行 一 些 有 关 量 纲 分 析 步 骤 的 探讨 ， 假 定 ， 所 研究 的 物理 问题 中 确认 了 个 
变量 ， 为 了 确定 完备 无 量 纲 乘 积 组 ， 我 们 分 别 使 M、L 和 工 的 指数 为 零 而 形成 三 个 方程 的 线 
性 代数 方程 组 ， 也 就 是 ， 我 们 得 到 含有 个 未 知 量 ( 各 个 指数 ) 的 三 个 联 立 的 方程 . 如 果 三 个 方 
程 是 线性 无 关 的 ， 我 们 可 以 对 三 个 未 知 量 求解 方程 组 并 且 用 剩余 的 n 一 3 个 未 知 量 表示 出 来 (可 
以 任意 取 值 )， 在 这 个 情形 下 ， 我 们 找到 ”一 3 个 独立 的 无 量 纲 乘积 ， 组 成 待 求 的 完备 乘积 组 ， 
举例 来 说 ， 在 前 面 的 例子 中 有 五 个 未 知 量 ，a、5、c、4d、e， 而 我 们 确定 了 其 中 三 个 (、 c 和 
e)， 并 且 用 剩余 的 (5 一 3) 两 个 任意 量 (e 和 <) 表示 出 来 这样， 我 们 得 到 了 由 两 个 无 量 纲 乘积 
构成 的 完备 组 合 ， 当 选取 n 一 3 个 无 量 纲 乘 积 时 ， 我 们 必须 保证 因 变量 只 是 出 现在 一 个 无 量 纲 
乘积 中 ， 从 而 ， 我 们 可 以 对 因 变量 求解 由 Buckingham 定理 确保 的 方程 (8-11)， 至 少 是 在 对 于 
方程 中 函数 f 的 适当 假定 下 进行 ( 当 这 样 的 求解 成 为 可 能 时 ， 整个 过 程 就 是 高 等 微 积分 中 一 个 
重要 结果 的 内 容 ， 称 之 为 隐 函 数 定理 ). 

我 们 承认 ， 对 于 导致 全 部 无 量 纲 乘积 确定 过 程 的 线性 代数 方程 组 ， 有 关 其 解法 的 讲解 是 相 
当 粗 略 的 ， 请 回忆 如 何 使 用 变量 消去 法 求解 简单 的 线性 方程 组 . 我 们 用 另外 一 个 例题 结束 这 


例 2 再 论 汽车 油耗 问题 


我 们 再 来 考虑 第 2 章 中 给 出 的 汽车 油耗 问题 . 我 们 的 子 模型 之 一 是 关于 推力 已 的 ， 我 们 
标识 的 影响 推力 的 变量 是 C,， 即 单位 时 间 内 烧 掉 的 燃料 总 量 ; 每 加 仑 汽油 含有 的 总 能 量 KK 以 
及 速度 v， 我 们 来 进行 量 纲 分 析 ， 下 面 的 表格 列 出 各 个 变量 与 其 量 纲 间 的 对 应 关系 : 


这 样 ， 乘 积 
FiCK ‘vw’ (8-16) 
一 定 有 量 纲 
(MLT 一 7 CT MIL? TS?) LT) 
无 量 纲 乘积 的 要 求 导 致 方程 组 


a 十 c 一 0 
a 36 一 c 十 d= | (8-17) 
2a —6b—2c~d=0 
方程 组 (8-17) 的 解 是 5 二 一 a。,， c= 二 一 a 和 d 二 a， 其 中 a 是 任意 的 . 选取 a=1， 我 们 得 到 无 量 纲 

乘积 


I, = PCzK-v 
CK 


F, oc Ce 
vo 


与 第 2 章 中 得 到 的 结论 一 致 . 8 恒 
习题 


1. 在 没有 空气 的 空间 中 ， 两 个 质量 分 别 为 m, 和 m, 的 物体 在 其 间 万 有 引力 作用 下 相互 环 
绕 旋转 ， 请 预 估 绕 转 的 时 间 . 

2. 飞弹 以 初始 速度 v 和 水 平 仰角 0 射出 ， 预 估 射 程 R. 

3. 考虑 一 个 在 重力 影响 下 降落 的 物体 ， 假 定 空气 阻力 是 可 以 忽略 不 计 的 .运用 量 纲 分 析 ， 
求 出 下 落 距 离 ; 以 后 的 速度 v. 设 v=f(m，g，s)， 其 中 ，m 是 物体 的 质量 ，g 是 重力 
加 速度 ， 你 的 解答 与 相关 物理 知识 一 致 吗 ? 

4. 利用 量 纲 分 析 ， 对 一 个 粒子 的 离心 力 寻 找 一 个 比例 关系 ， 用 它 的 质量 加、 速度 v 和 轨 

。 道 的 曲率 半径 > 表示 出 来 . 

5. 或 许 有 人 愿意 了 解 一 个 球 穿 过 流体 时 所 受阻 力 的 性 质 ， 假 定 这 个 球 是 低速 运动 的 ， 因 
而 ， 阻 力 高 度 依赖 于 流体 的 粘性 ， 流 体 的 密度 是 可 以 忽略 的 ， 请 使 用 量 纲 分 析 步 又 对 
阻力 下 建立 模型 ， 把 它 表示 为 球 的 半径 > 和 速度 v 以 及 流体 粘性 wx 的 函数 . 
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6. 管道 中 层 流 的 容积 流量 速率 g 依赖 于 管道 半径 x、 流 体 粘性 py 以 及 每 单位 长 度 上 的 压强 
降落 dp/dz， 试 建立 模型 ， 把 流量 速率 g 表示 为 r-、j 和 dp/dz 的 函数 . 

7. 在 流体 力学 中 ，Reynold 数 是 一 个 涉及 流体 速度 v、 密 度 p、 粘 性 y 和 特征 长 度 r 的 无 
量 纲 数 ， 利 用 量 纲 分 析 找 出 Reynold 数 . 

8. 供给 一 台 抽 机 的 功率 PP 依赖 于 抽 吸 流体 的 比重 w、 流 体 的 汲 送 高 度 h 以 及 用 每 秒 立 方 
英尺 为 单位 的 流体 流量 速率 g. 运用 量 纲 分 析 确 定 一 个 关于 功率 的 方程 . 

9. 试 把 动脉 中 血液 流动 的 容积 流量 速率 dV/d 表示 为 动脉 每 单位 长 度 的 压强 降落 、 动脉 
半径 r、 血 液 密度 p 以 及 血液 粘性 jp 的 函数 . 

10. 气体 中 的 声速 依赖 于 压强 和 密度 ， 利用 量 岗 分 析 找 出 用 压强 和 密度 表示 的 声速 . 

11. 作用 在 导弹 上 的 升力 下 依赖 于 它 的 长 度 +、 速 度 v、 直 径 $ 和 初始 水 平 偏 角 0; 它 也 依 
赖 于 空气 的 密度 o、 粘 性 py、 重力 加 速度 g 和 声速 *， 试 证 明 


F=pvrh( 人 ,0, 纤 , 二 , 虹 ) 


r OZ 六 也 也 
12. 当 毛 细 管 的 直径 DD 增 大 时 ， 液体 上 升 的 高 度 有 会 降低 ， 运 用 量 纲 分 析 确 定 ， 高 度 h 如 
何 随 着 D 和 液体 的 比重 w 以 及 表面 张力 o 而 变化 . 


8.3 一 个 阻尼 摆 


在 8. 1 节 中 我 们 探讨 了 单 摆 问 题 ， 采 用 的 假设 条 件 是 : 铵 链 无 摩擦 ， 质 量 集中 在 摆 的 一 端 
以 及 阻力 忽略 不 计 ， 假 如 我 们 对 所 建立 模型 的 预 估 结 果 不 满意 ， 那 么 ， 可 以 把 阻力 包括 在 内 而 
使 模型 更 加 精确 ， 如 果 用 下 代表 总 的 阻力 ， 现 在 的 问题 就 是 确定 函数 
t= f(r,m,g,0,F) 


F F 


vy > v 
a) b) 


图 8-7 阻力 子 模型 的 可 能 形式 


我 们 来 考虑 阻力 子 模型 .正如 在 前 面 的 例子 中 所 看 到 的 ， 建 模 者 总 是 面临 简单 性 和 精确 性 
之 间 的 折 中 选择 ， 看 起 来 ， 我 们 预期 摆 锤 受到 的 阻力 正比 于 其 速度 的 某 个 正 的 方 赛 或 许 是 合理 
的 .为 了 保持 模型 简单 我 们 假定 ，F 与 v 或 v* 成 正比 ， 如 图 8-7 中 所 示 . 

自然 ,我们 可 以 直接 实验 来 确定 阻力 的 性 质 ， 不 过 ， 还 是 先 来 进行 量 纲 分 析 ， 因 为 我 们 其 
望 这 个 过 程 会 降低 实验 的 难度 ， 假 定 下 与 v 成 正比 ， 即 有 下 二 kv， 为 方便 计 ， 我 们 选择 处 理 量 


CD 
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纲 常 数 上 二 FF/wv 的 情形 ， 其 量 纲 是 MLT-:7/LT-:， 或 简写 为 MT-!. 请 留意 ， 量 纲 常数 包含 了 
关于 阻力 的 假设 这样， 我 们 把 量 纲 分 析 应 用 到 模型 
t= f(r,m,g,0,k) 
对 各 个 变量 的 量 纲 进行 分 析 得 到 
变量 | : r m g 0 k 
量 纲 | T LL M LT MLT MT-! 
各 个 变量 的 任何 乘积 一 定 具 有 形式 | 
trem’‘g 0°k’ (8-18) 
因而 一 定 有 量 纲 
(CT) CLI) CM LT ) ML TMT) 


C 十 f=0 
bt+d -| (8-19) 


a —2d— f=0 


所 以 ， 当 且 仅 当 


形 如 (8-18) 的 乘积 是 无 量 纲 的 . 

方程 组 (8-19) 的 三 个 方程 是 线性 无 关 的 ， 我 们 由 此 知道 ， 可 以 对 三 个 变量 求解 并 用 余下 的 
(6-3) 三 个 变量 表示 出 来 .我们 乐于 这 样 选择 解 ， 使 得 : 只 是 出 现在 一 个 无 量 纲 乘积 中 .因而 ， 
我 们 选择 a、e 和 /作为 任意 变量 就 得 到 


co Es = 二 -4_ 工 
f， d 0 


设 4=1, e=0 和 f= 二 0, 我 们 有 c 二 0, 6 二 一 1/2 和 d==1/2 以 及 相应 的 无 量 纲 乘 积 :Vg77， 类 似 地 ， 
选取 4 二 0，e 二 1 和 /=0, :我们 得 到 c= 二 0, 5=0 和 d=0 以 及 相应 的 无 量 纲 乘 积 2_ 最 后 ， 选 取 c 一 0， 


< 一 0 和 f 二 1， 我 们 得 到 c= 二 一 1,，6b==1/2 和 d= 一 1/2 以 及 相应 的 无 量 纲 乘积 Vr/m Vg， 请 留意 ,1 
只 是 出 现在 第 一 个 无 量 纲 乘 积 之 中 .由 Buckingham 定理 ， 存 在 一 个 函数 大 使 得 


h(1V877,0, 人 =0 


假定 我 们 可 以 对 :Vg7r 求 解 这 个 最 后 的 方程 ， 于 是 得 到 
三 kvr 
=V77gH (0, | 


MNYE 


其 中 矿 是 某 个 二 元 函数 . 
检验 模型 (第 6 步 ) 
给 定 :Vr/gH (90,，kVr/m VE)， 如 果 函 数 日 的 参数 (也 就 是 9 和 kV/m VE) 能 够 保持 不 
变 ， 我 们 的 模型 会 给 出 预测 1 /ts = 二 Vri7rs， 实际 上 ， 保 持 9 和 不 变 是 不 难 的 ， 不过， 变动 + 
的 同时 朗 保 持 & Vr/m Vg 不 变 是 更 加 复杂 的 .因为 g 是 不 变 的 ， 我 们 可 以 尝试 变动 + 和 m 使 得 
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Yr/m 保持 不 变 ， 这 个 办 法 或 许 是 可 行 的 ， 如 果 使 用 带 有 中 空 的 摆 锤 来 改变 m 同时 又 不 变动 阻 
力 特性 .在 这 些 条 件 下 ， 我 们 会 预料 到 图 8-8 中 的 图 形 . 

提交 结果 (第 7 步 ) 

如 同 预 测 无 阻尼 摆 的 周期 时 所 建议 的 ， 我 们 也 可 以 面 出 :V877=H(9,，kVF/m VBE) 的 图 
像 ， 可 是 ， 因 为 此 处 H 是 两 个 变量 的 函数 ， 所 以 会 产生 难以 使 用 的 三 维 图 像 ，- 一 种 替代 的 技 
术 是 对 于 9 的 不 同 取 值 ， 画 出 +:Vg77 作 为 Yr/m V8 的 函数 的 图 像 ， 这 在 图 8-9 中 有 说 明 ， 对 
于 代表 性 的 9 取 值 ， 为 了 在 研究 范围 内 较为 准确 地 预测 周期 :， 必 须 对 各 种 kyr/m VE 的 取 值 进 
行 充分 的 实验 ， 请 留意 ,一 旦 数据 齐备 ， 就 可 以 对 于 每 个 9 值 ， 利 用 适当 的 插值 格式 ， 建 立 各 
式 各 样 的 经 验 模型 . 


t Ve/r 
《7 0 = 45° 
9, 和 是 不 变 的 
m  @ 

i 人 

一 一 = 5° 

kVr 

mVg 

图 8-8 ”把 1 作为 Yr 的 函数 ， 同 时 保持 图 8-9 提交 结果 


变量 k、9 和 Yr/m 不 变 


在 竞争 的 模型 中 间 择 优 


因为 量 纲 分 析 只 是 涉及 代数 运算 ， 所 以 在 进行 或 许 非常 昂贵 的 实验 之 前 ， 人 们 倾向 于 在 不 
同 的 假设 下 建立 若干 模型 ， 有 关 摆 周期 的 研究 中 ， 在 不 同 的 假设 下 ， 我 们 可 以 建立 下 面 汪 个 模 
型 (参看 8. 3 节 习 题 中 的 问题 1) ， 


A: t=Vr/gh(0) 无 阻力 


B: +—Ven(0, tA) 阻力 与 成 正比 :二 如 
m Vg 


C: +=Vgn (9 和 阻力 与 v 成 正比 :F 二 hv 
因为 所 有 上 述 模型 都 是 近似 ， 理 所 当然 地 会 提出 ， 在 特定 的 情况 下 ， 如 果 有 的 话 ， 哪 一 个 是 适 
当 的 ， 现 在 我 们 说 明 ， 为 了 在 这 些 模型 中 间 择 优 而 必须 进行 的 实验 ， 而 且 我 们 提供 一些 实验 结果 . 
模型 A 预言 ， 当 偏 角 0 不 变 时 ， 周 期 1 与 /成 正比 ， 模 型 B 预言 ， 当 9 和 WF/m 两 者 都 保 
持 不 变 ， 而 且 维持 同样 的 阻力 特性 《 时， 周期 : 与 /成 正比 ， 最 后 ， 模 型 C 预言， 如果， 人 
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r/m 和 ;都 保 持 常数 ， 那 么 ， 周 期 : 与 V7 成 正比 . 

下 面 的 讨论 针对 单 摆 周 期 的 实验 结果 日 ， 各 种 类 型 的 球 悬 挂 在 在 一 根 绳 上 ， 要 使 得 匀 链 上 
的 摩擦 力 最 小 ， 球 的 种 类 包括 网 球 和 各 种 类 型 与 尺寸 的 塑料 球 ， 在 每 个 球 上 钻 一 个 洞 ， 为 的 是 
便于 改变 质量 又 不 明显 地 变更 其 空气 动力 特性 或 者 质心 的 位 置 ， 随后， 对 这 些 模型 进行 了 相互 
比较 ， 在 网 球 的 情形 下 ， 模 型 4 证明 是 优越 的 .把 周 期 与 质量 无 关 ， 对 于 不 变 的 0， 阅 期 上 作 
为 的 函数 如 图 8-10 所 示 . 

既然 认定 对 于 网 球 来 说 :=Vr/gh (9) 是 最 好 的 模型 ,我们 就 通过 保持 > 不 变 而 把 9 的 作用 
分 离 出 来 ， 以 便 深 入 了 解 东 数 的 性 质 ， 对 于 固定 的 +， 周期 1 作为 6 的 函数 ， 如 图 8-11 所 
示 ， 从 图 8-11 我 们 注意 到 ， 对 于 小 的 初始 偏 角 9， 摆 周期 事实 上 与 9 无 关 ， 但 是 ， 随 着 0 的 增 大 ， 
偏离 影响 会 变 得 更 加 显著 .这样 ， 对 于 小 的 偏 角 我 们 或 许可 以 假设 上 一 cvVr/g， 其 中 < 是 某 个 常 
数 ， 于 是 ， 如 果 画 出 上 随 着 Vr 变 化 的 图 像 ， 就 得 到 整齐 的 一 条 线 ， 其 斜率 应 当 是 不 变 的 . 


Vr( 英 尺 ) 6( 度 ) 


10 12 14 16 1.8 9 18 27 36 45 


图 8-10 模型 4 对 于 网 球 的 结果 图 8-11 分 离 出 0 的 作用 


对 于 较 大 的 偏 角 ， 实 验 表 明 9 的 作用 需要 加 以 考虑 ， 在 这 样 的 情形 下 , 人们 或 许 希 望 对 于 各 种 
角度 估计 周期 ， 举 例 来 说 ， 如 果 9 二 45"， 而 且 我 们 知道 Yr 的 一 个 特定 值 ， 就 可 以 从 图 8-10 估 
计 上 ， 对 于 一 些 不 同 的 偏 角 ， 可 以 把 相应 的 函数 图 像 画 在 同一 张 图 上 ， 虽 然 我 们 没有 在 此 处 巴 
以 展示 ， 


在 建立 模型 过 程 中 的 量 纲 分 析 


我 们 来 摘要 说 明 ， 在 建立 模型 过 程 中 量 纲 分 析 如 何 发 挥 作用 ， 每 当 界 定 一 个 模型 时 ， 我 们 
必须 首先 决定 哪些 因素 要 忽略 ， 哪 些 要 包括 进来 ， 关 于 那些 包括 的 因素 ， 量 纲 分 析 提 供 补 充 信 
息 : 它们 是 如 何 彼 此 关联 的 . 

此 外 ， 在 大 型 问题 中 ， 处 理 较 大 的 问题 之 前 通常 确定 一 个 或 多 个 子 模型 ， 举例 来 说 ， 在 摆 周 
期 问题 中 我 们 只 好 开发 一 个 处 理 阻力 的 子 模型 ， 量 纲 分 析 帮 助 我 们 在 各 种 子 模型 中 间 进 行 选 择 . 

量 纲 分 析 也 用 来 对 模型 的 假设 条 件 进行 初始 的 检验 ， 例 如 ， 我 们 设 定 因 变 量 y 是 五 个 变量 


〇 ”数据 由 Michael Jaye 收集 得 来 . 
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的 某 个 函数 ，y 二 f(z1，zx:，7x3，xzs，ZXs)， 在 MLT 量 纲 系 统 下 ， 量 纲 分 析 一 般 会 产生 ]T, = 
h(1T。，IT,), 其 中 每 个 I; 是 无 量 纲 乘积 .这 个 模型 预测 ， 如 果 芽 , 和 工 , 取 为 常数 ， 即 使 其 各 
个 组 成 部 分 会 改变 ，II, 也 将 保持 常数 。 因 为 一 般 会 有 无 限 多 种 方式 选择 全 ;， 我 们 应 当选 择 那 
些 在 实验 室 实验 中 可 以 控制 的 ， 当 我 们 确定 I 二 h( 开 ;,，;), 就 可 以 通过 保持 不 变 而 把 
I; 的 作用 分 离 出 来 ， 倒 过 来 也 一 样 ， 这 个 办 法 可 以 帮助 阐明 变量 中 间 的 函数 关系 ， 举 个 例子 
来 说 ,我们 曾 提 到 摆 周 期 不 依赖 于 初始 偏 角 ， 如 果 这 个 偏 角 充分 小 的 话 . | 


或 许 ， 量 纲 分 析 的 最 大 贡献 在 于 ， 它 降低 预测 性 能 所 需要 的 实验 次 数 . 如 果 我 们 要 进行 实 


验 ， 以 便 凭 借 设 定 的 关系 yy 一 zl， 29 -39 4， Zs ) 预 测 y 的 值 ， 而 且 认 定 对 于 每 个 变量 的 变化 
范围 来 说 ，5 个 数据 点 会 是 必需 的 ， 也 就 是 说 ，5s 或 3125 次 实验 是 必需 的 .因为 一 个 二 维 图 表 要 
便于 插值 应 用 ， 或 许可 以 在 x 的 五 个 计 值 点 处 画 出 y 关于 zi 的 图 像 ， 同 时 保持 如、 盖 、zi、 心 
不 变 ， 由 于 zx。、z;、z4 和 zs 必须 同样 地 变化 ，5 或 者 625 张 图 表 会 是 必需 的 . 但是， 应 用 量 纲 
分 析 产 生 开 ,一 AI ，JI:) 之 后 ， 只 需要 25 个 数据 点 ， 此 外 ， 在 一 张 单一 的 图 表 上 ， 对 于 不 同 的 
再 : 值 可 以 画 出 工 , 关于 开 : 的 图 像 ， 归根结底 ， 使 用 量 纲 分 析 以 后 任务 变 得 更 为 简单 . 

最 后 ， 量 纲 分 析 帮 助 我 们 提交 结果 .通常 ， 利 用 在 研究 领域 中 那些 传统 的 表达 形式 II; 来 提 
交 实 验 结果 是 最 好 的 .举例 来 说 ， 在 流体 力学 领域 中 ， 有 八 种 因素 在 特殊 场合 下 或 许 是 重要 的 ， 
速度 v、 长 度 r、 质 量 密度 o、 粘 性 w、 重 力 加 速度 8、 声速 <、 表面 张力 c 和 压强 p， 这 样 ， 量 纲 
分 析 可 能 要 求 五 个 之 多 的 彼此 无 关 的 无 量 纲 乘 积 ， 这 五 个 普通 应 用 的 乘积 是 Reynolds 数 、Fioude 
数 、Mach 数 、Weber 数 以 及 压强 系数 .这 些 数 定义 如 下 (在 8. 5 节 中 讨论 ) ， 


Reynolds 数 2 
L 
2 

Froude 数 Ea 
rg 
Mach 数 
2 

Weber 数 4 

o 

压强 系数 - 疡 
ev 


因而 ， 基 纲 分 析 的 应 用 变 得 十 分 容易 ， 在 特殊 问题 中 依赖 于 哪些 变量 要 加 以 考虑 ， 可 实行 如 下 
的 步骤 

1) 从 前 面 五 个 无 量 纲 乘 积 中 选择 一 个 适当 的 子 集 . 

2) 应 用 Buckingham 定理 . 

3) 检 验 变量 选择 的 合理 性 . 

4) 进 行 必 要 的 实验 ， 并 以 实用 的 格式 提交 结果 . 

在 8.5 节 中 ， 我 们 讲解 在 处 理 一 个 流体 力学 问题 时 如 何 运 用 上 述 步 又 . 


习题 


1. 对 于 阻尼 摆 ， 
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(a) 假 定 下 正比 于 wv 并 且 利 用 量 纲 分 析 证 明 := 二 Vr/gh (0，rki/m). 
(b) 假 定 下 正比 于 vw? 并 且 描 述 一 个 实验 来 验证 模型 t=Vr/gh (0, rki/m). 


2. 在 适当 的 条 件 下 ， 对 于 摆 建 立 的 所 有 三 个 模型 有 着 同样 的 含义 ; 1 与 Wr 成 正比 ， 在 三 
模型 之 间 ， 通 过 考虑 m 在 每 一 种 情形 必须 如 何 变 化 来 解释 各 个 条 件 的 差异 ， 

3. 借助 于 微分 方程 建立 一 个 模型 ， 用 来 预测 无 摩擦 单 摆 对 于 初始 小 偏 角 的 周期 (提示 ， 设 
sing 二 9)， 在 这 些 条 件 下 ， 比 例 常数 应 当 是 什么 ? 请 把 你 的 结果 与 课文 中 模型 A 所 预测 
的 内 容 加 以 比较 . 


8.4 解释 量 纲 分 析 的 几 个 例子 


例 1 爆炸 分 析 2 


在 挖掘 和 开矿 等 操作 中 ， 预 测 处 于 某 种 特定 的 土壤 介质 下 ， 由 给 定 的 .TNT 一 类 炸药 所 炸 
成 的 炸 坑 尺 寸 很 重要 ， 直接 试 验 通常 是 不 可 能 的 ， 或 者 过 于 昂贵 . 因而 ， 令 人 满意 的 办 法 是 ， 
使 用 小 型 实验 室 或 现场 试验 随后 以 某 种 方式 加 以 放大 ， 借 以 预测 其 规模 远 为 巨大 的 爆炸 结果 . 

我 们 也 许 要 问 ， 建 模 者 怎样 确定 哪些 变量 包括 在 初始 列表 中 呢 ? 为 了 理性 地 确定 可 以 忽略 
的 量 ， 经 验 是 必需 的 . 然而， 即使 经 验 丰 富 ， 这 个 任务 在 实践 上 总 还 是 困难 和 的， 这 从 例子 中 会 
得 到 印证 ， 这 里 还 要 说 明 ， 建 模 者 为 了 获得 可 用 的 结果 需要 经 常 修改 变量 列表 . 

识别 问题 

一 块 球形 炸药 埋 在 特定 土壤 介质 的 菜 个 深度 过 处 ， 试 预测 由 爆炸 产生 的 炸 坑 的 容积 V. 

假设 条 件 和 形成 模型 

首先 假定 ， 炸 坑 是 几何 上 彼此 相似 的 (参看 第 2 章 ) ， 其 中 ， 坑 的 尺寸 依赖 于 三 个 变量 ， 坑 
的 半径 +、 土壤 密度 p 和 炸药 的 质量 多. 这些 变量 只 由 两 个 基本 量 纲 ， 长 度 志 和 质量 M 组 成 ， 
而 量 纲 分 析 的 结果 只 有 一 个 无 量 纲 乘积 (参看 8. 4 习题 中 的 问题 1a) : 

TI.) 
按照 Buckingham 定理 ， 开 , 一 定 等 于 常数 ， 这 样 ， 炸 坑 的 半径 或 深度 等 尺度 随 着 炸药 质量 的 
立方 根 变 化 ， 因 为 炸 坑 正比 于 一， 由 此 得 出 ， 土 壤 密度 不 变 时 ， 炸 坑 的 容积 正比 于 炸药 的 质 
量 ， 我们 用 公式 表示 为 


Vow (8-20) 


人 
实验 表明 ， 在 具有 良好 黏 结 力 的 湿 冲 积 土 一 类 土壤 零 深度 处 进行 的 小 型 爆炸 ( 低 于 300 磅 的 


”对 学 习 过 微分 方程 的 学 生 而 言 . 

全 ”承袭 R. M，Schmidt 允诺 ， 这 个 例子 是 由 文章 “A Centrifuge Cratering Experiment: Development of a Gravity-Scaled 
Yield Parameter. "改编 而 来 ， 在 (lmpact and Explosion Cratering》 一 书 中 ， 系 由 D.J. Roddy, R. O，Pepin 和 R. B. 
Merril] 所 编 ，1261 一 1276 页 .New York: Pergamon，1977. 
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TNT) 中 比例 关系 (8-20) 是 满足 的 但是， 对 于 较 大 的 爆炸 ， 这 个 规律 实际 上 是 不 满足 的 .其 
他 实验 使 我 们 联想 到 ， 重 力 在 爆炸 过 程 中 起 着 关键 作用 ， 鉴 于 我 们 同样 要 考虑 星际 的 炸 坑 ， 有 
必要 把 重力 作为 一 个 变量 合并 进来 . | 

如 果 考 虑 重力 ， 那 么 ， 我 们 设 定 炸 坑 尺 寸 依 赖 于 四 个 变量 : 炸 坑 的 半径 >、 土 壤 密度 o、 
重力 g 和 装 药 能 量 巨 ， 在 这 里 ， 装 药 能 量 是 炸药 的 质量 W 乘 以 它 的 比 能 .对 这 四 个 变量 再 次 
运用 量 纲 分 析 ， 就 导致 单一 的 无 量 纲 乘 积 (参看 8. 4 习题 中 的 问题 1b) ， 


I = "( 管 ) 
这 样 ， 开 等 于 常数 ， 而 在 土壤 密度 不 变 的 情形 下 ， 各 个 线性 的 炸 坑 尺度 ( 炸 坑 的 半径 或 深度 ) 


随 着 炸药 的 能 量 (或 质量 ) 的 4 次 方 根 变化 ， 这 项 改进 导致 如 下 所 谓 四 次 方 根 换算 的 比例 式 ， 而 
且 是 重力 换 草 的 一 种 特殊 情形 . 


计 各 ( (8-21) 
实验 证 据 表 明 ， 重 力 换算 对 于 大 型 爆炸 (多 于 100 吨 的 TNT) 成 立 ， 其 中 ， 形 成 炸 坑 过 程 中 的 
应 力 要 比 土壤 的 材料 强度 大 得 多 .比例 式 (8-21) 预 测 ， 随 着 重力 上 升 炸 坑 容积 减 小 ， 重 力 对 于 
炸 坑 形 成 的 作用 关系 到 星际 炸 坑 研 究 . 在 地 球 环境 下 ， 使 用 离心 机 提高 重力 加 速度 ， 可 以 按照 
实验 方式 检验 万 有 引力 的 作用 8 . 

爆炸 分 析 中 一 个 有 趣 的 问题 是 ， 随 着 装 药 规模 增 大 和 重力 增加 ， 土 壤 的 材料 性 质 是 不 是 确实 
变 得 较为 次 要 呢 ? 我 们 来 考虑 一 种 情形 ， 其 中 土壤 介质 的 特性 只 是 由 它 的 密度 op 界定. 这样 ， 炸 
坑 的 容积 V 依赖 于 炸药 、 土 壤 密度 p、 重 力 g、 装 药 的 掩埋 深度 d， 此 外 还 假定 ， 材 料 强度 或 粘 合 
力 的 直接 作用 已 经 过 检验 ， 而 且 ， 强 度 - 重 力 转 换 关系 被 证 明 是 一 个 装 药 规模 和 土壤 强度 的 函数 . 

现在 ,我们 比 先前 的 模型 中 更 加 详细 地 说 明 所 用 的 炸药 . 为 了 表述 一 块 炸药 的 特性 ， 需 要 
三 个 独立 变量 : 尺寸、 能量 产 出 率 和 炸药 密度 6， 其 中 ， 尺 寸 可 以 由 装 药 质量 ww 或 者 装 药 能 量 
,或 者 球形 炸药 的 半径 a 表示 出 来 . ty Rls a le 
等 一 类 度量 .下 面 的 方程 表述 各 个 变量 之 间 的 关系 ; 


对 于 这 些 变量 的 一 种 选择 就 归结 为 对 模型 结构 的 确定 

V = f/(W,Q.,6,p,8,d) 
因为 有 七 个 变量 要 加 以 考虑 ， 而 且 采 用 MLT 体系 ， 量 纲 分 析 一 般 会 导出 四 (7-3) 个 无 量 纲 和 
积 . 让 生 光 昌 的 得 网 玫 天 在 下 而 的 枚 本 下 


GO 参看 由 R. M. Schmidt(1977，1980) 以 及 由 Schmidt 和 Holsapple(1980) 所 写 的 文章 ， 在 进 一 步 的 阅读 材料 中 有 引用 ， 
文章 着 重 讨论 当 采 用 离心 机 的 重力 加 速度 高 达 480G 时 ， 炸 药 炸 坑 实验 的 各 种 效应 ， 其 中 ，1G 是 地 球 重力 场 强度 
981cmysec2 . 
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变量 | V Ww QQ& 6 p 8 d 
量 纲 | 3 M LT- ML ML LT L 


任何 变量 乘积 一 定 具有 形式 


VW’QiB ‘pg'd” (8-22) 
因而 有 量 纲 
(L3)" CM CI2T) MI LT (LL)" 
所 以 ， 形 如 (8-22) 的 一 个 乘积 是 无 量 纲 的 ， 当 且 仅 当 这 些 指数 满足 下 面 的 齐 次 方程 组 ， 


M 0 十 e 十 f 一 0 
L: 3a 十 2c 一 3e 一 3 了 十 证 m 二 0 
1 一 2c —2k =0 
求解 这 个 方程 组 得 到 
b= Aa c 一 一 上 ， e 一 4 一 十 天 


其 中 ，a、f/、 和 m 是 任意 的 .通过 依 序 设 定 一 个 任意 指数 等 于 1， 其 余 三 个 等 于 0， 我 们 得 
到 下 面 的 无 量 纲 乘积 组 : 

Ve g W 1 6 173 
和 人 


《自行 验证 这 些 是 无 量 纲 的 . ) 因 为 p 和 9 的 量 纲 相 同 ， 我 们 可 以 再 把 这 些 无 量 纲 乘积 改写 如 下 ， 
II 
了 人 
I 
II 


‘ 6 
这 样 ， 并 ' 与 方程 (8-20) 中 包含 的 无 量 纲 乘积 是 彼此 相 容 的 ， 接 下 来 ， 应 用 Buckingham 定理 ， 


我 们 得 到 模型 
(Tl,: IE,, {1,, IH,)=0- (8-23) 
或 者 
= WH (gw ,9's 
YY 二 oH (om ”三 2143 "和 ) 
提交 结果 | 
对 于 油 基 黏 士 ， 密 度 o 的 近似 值 是 1. 53g/cms ; 对 于 潮湿 的 沙 ， 值 为 1. 65; 对 于 沙 性 冲积 
土 ， 值 为 1 60， 对 于 TNT， 密 度 6 值 为 2. 23g/cm:， 这 样 ，0. 69< JI <0.74， 所 以 为 简单 
计 ， 对 这 些 土壤 和 TNT 我 们 可 以 假定 了 , 是 不 变 的 。 因 而， 方程 (8-23) 变 为 


A( 芽 ,TI TI)=。 (8-24) 
R. M. Schmidt 收集 实验 数据 画 出 由 方程 (8-24) 描 述 的 曲面 ,这 个 曲面 的 一 个 结构 描绘 在 
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图 8-12 中 ,显示 炸 坑 容 积 参 数 工 , 可 以 当 作 是 换算 的 能 量 装 药 开 ,和 掩埋 深度 参数 工 , 的 函数 . 
这 个 曲面 平行 于 IT, [坐标 平面 而 且 芽 ,二 1. 15X10“ 的 模 截 面 画 在 图 8-13 中 . 


104 <— Il,=2.56 x 10 


=3.04 x 10-8 


最 优 掩埋 深度 
=1.15 x 10 
=2.44x10—6 


\ =6.13x 10®, 


\ 


图 8-12 曲面 hI ，I*，I:) 一 0 的 一 个 结构 ， 显 示 炸 坑 容 积 参数 工作 为 重力 换算 
的 产 出 率 中 。 和 掩埋 深度 参数 1 的 函数 (经 R. M. Schmidt 允许 重印 ) 


ID =,.1.15 x 10—< 


。 2561b (1G) 
Do 2.5—-7.5 gm (25 -65G) 
a 0.22 - 0.66 gm( 离 心 器 升 到 480G) 


图 8-13 图 8-12 所 画 曲 面 的 横 截面 的 数据 值 (经 R. M. Schmidt 允许 将 资料 重印 ) 


Ed 


. 
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实验 证 明 ， 对 于 给 定 的 装 药 产 出 率 ， 增 加 重力 的 物理 效应 就 是 减 小 炸 坑 的 容积 ， 这 个 结果 
揭示 出 ， 为 了 维持 爆炸 成 坑 的 效率 ， 增 加 的 重力 可 以 通过 增 大 装 药 规模 予以 补偿 ， 还 请 注意 ， 
一 旦 从 数据 出 发 建立 经 验 插值 模型 ， 图 8-12 和 图 8-13 可 以 用 来 给 出 初步 结果 . Holsapple 和 
Schmidt(1982) 把 这 些 方 法 扩展 到 撞击 成 坑 问 题 ， 而 Housen、Schmidt 和 Holsapple(1983) 则 
把 它们 扩展 到 火山 喷发 的 定 标 问题 . 国 


例 2 _ 烤 火 鸡 应 当 烤 多 久 ? 


一 条 烤 火 鸡 的 普通 规则 如 下 : 烤 炉 设置 到 400'F， 每 磅 烘 烤 20 分 钟 ， 这 条 规则 制定 得 怎 
么 样 ? 
假设 条 件 
设 上 表示 火 鸡 的 烘 烤 时 间 . 那么 ,i 依赖 于 什么 变量 呢 ? 当然 ， 火 鸡 的 尺寸 是 一 个 需要 考 
虑 的 因素 .我 们 假定 ， 火 鸡 是 几何 上 彼此 相似 的 ， 并且 用 ! 表示 未 烘 烤 火 鸡 肉 的 某 个 特征 尺 
度 ; 特别 地 ， 假 定 i 代表 火 鸡 的 长 度 .. 另 一 个 因素 是 生肉 和 烤 炉 之 间 的 温度 差 AT, (我 们 从 经 
验 知道 ， 豪 调 一 只 几乎 冻结 的 火 鸡 比 一 只 初始 温度 等 于 室温 的 火 鸡 要 用 更 长 的 时 间 )， 既 然 火 
鸡 必 须 达 到 一 定 的 内 部 温度 才 算 是 完全 做 好 ， 烤 肉 和 烤 炉 之 间 的 温度 差 AT 就 是 一 个 确定 京 
调 时 间 的 变量 .最 后 ， 我 们 知道 不 同 的 食物 需要 不 同 的 与 尺寸 无 关 的 烹调 时 间 ; 烤 一 盘 小 点 心 
只 用 10 分 钟 左右 ， 而 烤 牛 肉 或 者 火 鸡 则 需要 几 个 小 时 .关于 这 个 表述 食物 间 差 异 的 因素 ， 其 
度量 是 相对 于 特定 未 豪 调 食物 的 热传导 系数 . 设 上 表示 火 鸡 的 热传导 系数 .这样 ， 我 们 就 对 京 
调 时 间 建 立 下面 的 模型 
t= f(AT,,AT. ,ED) 
量 纲 分 析 
考虑 自 变量 的 量 纲 .温度 变量 AT,, 和 AT. 度量 单位 体积 的 能 量 ， 因 而 有 量 纲 ML2T-:/ 
1% ,或 者 简化 为 ML 'T *. 接 下 来 ， 热 传导 变量 & 又 是 怎样 呢 ? 热传导 率 庆 定义 为 每 秒 穿 过 
单位 横 截 面积 的 总 能 量 除 以 垂直 于 这 个 截面 的 温度 梯度 ， 也 就 是 ， 
二 能 量 /( 面 积 x 时间) 
温度 / 长 度 


由 此 得 出 , 上 的 量 纲 是 (MLT-)(L TCML-T-:)(L-D， 或 者 简化 为 L2T-:， 我 们 的 分 
析 给 出 下 面 的 表格 , 


量 纲 | ML-IT-: MI IT-: 12T-! 
任何 变量 的 乘积 一 定 具有 形式 . 
AT ATeh IL’ (8-25) 
因而 有 量 纲 
(ML TS) ML 'T ?12T (LL) TY 
所 以 ， 形 如 (8-25) 的 乘积 是 无 量 纲 的 ， 当 上 且 仅 当 各 个 指数 满足 
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AT : Q 十 0 一 0 

L: ~—~a—bit2ctd =0 

下 :一 2a 一 22 一 <c 十 e 一 0 
求解 这 个 方程 组 得 出 

a=—b, c=e, 一 一 2e 
其 中 4 和 e 是 任意 常数 ， 如 果 我 们 设 6=1，e=0， 得 到 a= 一 1，c=0 和 d=0; 类 似 地 ，0 一 0， 
e 二 1， 得 出 a=0， c==1 和 d 一 一 2， 这 些 线性 无 关 解 产生 完备 无 量 纲 乘积 组 : 

[I,=AaTsAT. 和 [I,= 

由 Buckingham 定理 ， 我 们 得 到 
A( 林 ,, 开 ,)=o 
或 者 


:= (年)# (年) (8-26) 


在 我 们 开始 的 评论 中 令 述 的 规则 ， 是 用 火 鸡 重 量 这 来 表示 烘 烤 时 间 的 .我们 假定 ， 


火 鸡 在 几何 上 相似 ,或 者 Ve， 如 果 我 们 假定 火 鸡 是 常 密度 的 (不 太 正 确 ， 因 为 骨头 和 
肌肉 的 密度 不 同 )， 那 么 ， 因 为 重量 是 密度 乘 以 体积 而 体积 正比 于 A ， 我们 得 到 woc 17. 
此 外 ， 如 果 我 们 给 烤 炉 设 定 一 个 不 变 的 烘 烤 温度 ,而 且 指 定 火 鸡 必须 初始 接近 室温 
(65 下 )， 于 是 ，AT./AT。 是 一 个 无 量 纲 常数 . 这些 结 果 再 与 方程 (8-26) 联 合 考 虑 ， 我 们 
得 到 比例 式 
t CC TO2 3 (8-27) 
因为 对 于 火 鸡 是 常数 ， 这 样 ， 需 要 的 烘 烤 时 间 正 比 于 其 重量 的 三 分 之 二 次 方 ， 所 以 ， 如 果 烘 
烤 重 zw 磅 的 火 鸡 需要 六 小时， 磅 的 要 tz 小 时 ， 就 有 
三 加 ( 
tz wy 
由 此 得 知 ， 火 鸡 重 量 加 倍 而 烘 烤 时 间 只 是 增加 到 乘 以 因子 2 ， 即 约 乘 以 1. 59. 
我 们 的 结果 (8-27) 如 何 与 先前 叙述 的 规则 进行 比较 呢 ? 假定 ，AT,、AT. 和 上 都 与 火 
鸡 的 长 度 和 重量 无 关 ， 并且 考虑 烘 烤 23 磅 对 8 磅 的 两 只 火 鸡 .依据 我 们 的 规则 烘 烤 时 间 
比 是 


LB (名 。23 
ts 20 .8 


另 一 方面 ， 由 量 纲 分 析 和 方程 (8-27) 


皇 一 ( 吕 ) ~2.02 


总 而 言 之 ， 原 规则 预测 ， 烘 烤 23 磅 的 火 鸡 所 用 时 间 差 不 多 是 烘 烤 8 磅 火 鸡 的 三 倍 ， 而 量 
纲 分 析 预 测 只 需 两 倍 长 的 时 间 . 哪个 规则 是 正确 的 ? 为 什么 把 火 鸡 烤 得 过 火 的 厨师 这 


)= 2. 875 
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么 多 ? 
检验 结果 
假定 ， 各 种 尺寸 的 火 鸡 放 在 一 个 预 热 到 325 下 的 炉 内 烘 烤 ， 火 鸡 的 初始 温度 是 65 下 ， 当 肉 


用 温度 计 测 量 的 火 鸡 内 部 温度 达到 195 下 时 ， 就 把 它 从 烤 炉 内 移出 来 ， 对 于 不 同 的 火 鸡 (推测 
326] ”的 ) 烘 烤 时 间 记 录 如 下 : 
w( 磅 ) | 5 10 15 20 
(小 时 )| 2 3.4 4.5 


烘 烤 时 间 上 关于 w”” 的 函数 曲线 如 图 8-14 所 示 .， 由 于 这 个 图 像 接 近 一 条 通过 原点 的 直线 ， 
我 们 得 出 结论 :tccw*”， 与 我 们 模型 的 预测 结果 相同 . 


[3 


TWA 了 了 


图 8-14 烘 烤 时 间 关 于 重量 三 分 之 二 次 方 
的 函数 图 像 揭示 出 预测 的 比例 


习题 
1. (a) 使 用 量 纲 分 析 建 立 立方 根 定律 


以 求 对 爆炸 定 标 。 其 中 + 是 炸 坑 的 半径 或 深度 ，p 是 土壤 介质 的 密度 ， 而 ww 是 炸药 的 
质量 . 
(b) 使 用 量 纲 分 析 建 立 四 次 方 根 定律 
(您 ) 一 常数 
以 便 粗 佑 爆炸 效应 ， 其 中 -是 炸 坑 的 半径 或 深度 ，po 是 土壤 介质 的 密度 ，g 是 重力 ， 而 
是 炸药 的 装 药 能 量 . 
. (a) 证 明 ， 对 于 课文 中 给 出 的 精确 化 爆炸 模型 ， 乘积 联 ,， TI,， H;, 1, 都 是 无 量 纲 
乘积 . 
'b) 假 定 所 用 土壤 的 密度 o 基本 上 不 变 ， 而 且 限 定 炸 药 是 一 种 特定 的 类 型 ， 例 如 TNT 
在 这 些 条 件 下 ，p/8 基本 上 是 常数 ， 由 此 导出 ，IT, = f( 开 ,，IT,)，、 取 定 人 ,二 1. 5X 


CS 
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小 


至 


10-*， 你 已 经 收集 好 下 面 的 数据 


II, 0 2 4 6 8 10 12, 14 


JT, | 15 150 425 750 825 425 280 90 


i ) 构 造 一 个 芽 , 关于 I 的 离散 曲线 图 ， 存 在 一 种 变化 趋势 吗 ? 

i > 你 认为 数据 的 精度 怎样 ? 探求 一 个 体现 数据 趋势 的 经 验 模型 ， 具 有 与 你 所 估计 的 数 
据 精度 同等 的 精度 . 

让 ) 利 用 你 的 经 验 模型 ， 在 砂 性 冲积 土 中 使 用 TNT 炸药 ， 其 相关 参数 为 (CGS 单位 制 ) 
W==1500g， p= 二 1. 53g/cm’ 条; 二 12. 5， 预 测 炸 坑 的 容积 . 


. 考虑 一 次 球形 炸药 在 土壤 介质 中 的 零 深度 爆炸 ， 假 定 炸 坑 容积 V 依赖 于 炸药 尺寸 、 能 


量 产 出 率 、 炸 药 能 量 ， 还 依赖 土壤 强度 Y( 考 虑 一 种 耐 压 性 ， 量 纲 为 ML-:T-:)、 土 壤 


密度 p 和 重力 g. 在 这 个 问题 中 ， 我 们 设 定 
V= fW,Q. ,0,Y ,0,g) 


并 且 使 用 量 纲 分析 产 生 下 面 无 量 纲 乘积 的 质量 集合 
_V el & W 1/3 
JT,= 世 J ta) 
ep 汪 。 ee 
1l,= 5a ll, 全 


. 对 于 问题 3 中 讨论 的 爆炸 过 程 和 材料 特性 ， 考 虑 


V Bed flE,Q, 0,Y ,0p,g) 
并 且 使 用 量 纲 分 析 产 生 下 面 无 量 纲 乘 积 的 能 量 集合 


Se Vi 3 E'S 
= 全。 J[.- 各 
TT To 2 
工 ， Q, 本 人 


. 对 于 


V rs f(E,Q., ,0,Y ,0p,g) 
重复 问题 4 的 提 法 ， 并 且 使 用 量 纲 分 析 产 生 下 面 无 量 纲 乘 积 的 重力 集合 


1/4 


vB Tr /li/eE 
了 ,=Y( 黎 ) 由 (和 ) 
yy 二 
I 0 
一 个 实验 的 组 成 是 ， 把 球 丢 进 重油 池 并 测量 降落 时 间 ， 需 要 确定 降落 时 间 的 关系 式 并 
且 通 过 试验 加 以 验证 ， 假 定 降落 时 间 只 是 质量 mm、 重力 g、 半 径 +、 粘 性 wk 和 穿 过 距离 


d 的 函数 ， 忽略 流体 密度 ， 即 有 
ts flm,g,r,p,d) 
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(a) 利 用 量 纲 分 析 探 求 降落 时 间 的 关系 式 . 
(b) 为 了 验证 降落 时 间 关 系 式 与 流体 密度 无 关 ， 如 何 选择 球体 ? 假定 你 已 经 验证 了 关于 
流体 密度 的 假设 ， 说 明 你 会 怎样 以 实验 方式 确定 函数 的 性 质 . 
(c) 运 用 微分 方程 技术 ， 推 导出 通过 时 间 、 半 径 、 质 量 、 粘 性 、 重 力 和 流体 密度 确定 球 
体 速度 的 函数 .利用 这 个 结果 和 (a) 中 得 到 的 关系 式 ， 试 预测 在 什么 条 件 下 流体 密度 才 
是 可 以 忽略 的 (提示 : 利用 8. 2 节 中 作为 阻力 子 模型 的 问题 5 的 结果 ， 考虑 浮力 )9 . 
7. 一 架 风 车 经 气流 旋转 产生 功率 来 汲 水 ， 我 们 需要 探求 风车 的 输出 功率 P， 假定 已 是 空气 
密度 o、 空 气 粘性 w、 风 车 直径 4， 风 速 v 和 风车 转速 w( 以 每 秒 弧度 度量 ) 的 函数 ， 这 样 ， 
P= /pvposdyuya) 
(a) 利 用 量 纲 分 析 ， 寻 找 已 的 关系 式 ， 切 实 检验 你 的 各 个 乘积 ， 确 保 它 们 是 无 量 纲 的 . 
(b) 你 的 结果 符合 经 验 常识 吗 ? 请 予以 解释 . 
(c) 请 讨论 ， 你 会 怎样 设计 一 个 实验 来 确定 函数 的 性 质 . 
8. 对 于 穿 过 流体 的 一 个 球 ， 假 定 阻力 Fo 是 流体 密度 p、 流 体 粘性 yy、 球 的 半径 r 和 球 的 
速度 v 的 函数 .利用 量 纲 分 析 找 出 阻力 的 关系 式 
Fy = f(pp,r,v) 
而 且 ， 你 一 定 要 提供 某 种 论证 : 给 定 的 自 变量 确实 影响 阻力 . 


研究 课题 


完成 由 Richard G. Montgomery 提交 的 单元 “聆听 地 球 : 可 控 信 号 源 地 震 学 ”的 各 项 要 求 ， 
UMAP292，293. 这 个 单元 阑 述 波 反射 和 折射 的 初等 理论 ， 并 且 把 它 应 用 到 地 球 的 地 下 覆盖 层 : 
模型 ， 这 个 模型 表明 如 何 获取 有 关 地 层 深 度 和 声速 的 信息 ， 从 而 给 出 关于 地 下 覆盖 层 的 宽度 、 
密度 和 结构 的 数据 .这 个 单元 是 在 可 控 地 震 方法 领域 中 一 个 适当 的 导 引 ， 不 要 求 物理 学 或 者 地 


质 学 的 预备 知识 . 
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8.5 相似 性 


假如 ， 我 们 对 于 海浪 拍 击 巨 轮 的 效应 ， 以 及 潜艇 的 热 损 耗 和 在 水 下 环境 中 经 受 的 阻力 ， 或 
者 ， 作 用 在 飞机 机 愤 上 的 风力 都 贷 有 兴趣 通常， 由 于 在 实验 室 中 重复 实际 的 现象 是 不 可 能 
的 ， 我们 就 在 模拟 的 环境 中 研究 经 过 缩减 的 模型 来 精确 预测 物理 系统 的 性 能 ， 这 个 实际 物理 系 
统称 为 原型 ， 我 们 怎样 在 实验 室 中 调节 实验 比例 ， 从 而 确保 对 模型 观察 到 的 效应 与 原型 经 受 的 
效应 相互 一 致 ? 

使 用 模拟 方法 固然 要 十 分 小 心 ， 但 由 对 于 问题 的 量 纲 分 析 得 到 的 量 纲 乘 积 ， 可 以 使 人 们 深 
人 人 了解 应 当 怎 样 调节 模型 比例 . 这 个 想法 来 源 于 Buckingham 定理 . 如果 物理 系统 可 以 由 各 个 
i 那么 ， 对 于 一 个 完备 无 量 纲 乘积 组 ， 它 可 以 表述 为 如 下 的 形式 ， 


ACT ,TI ，…, IT =o 

假定 ， 问 题 的 因 变 量 只 是 出 现在 乘积 工 , 中 而 且 
II,= HOIL,, TE,,…, IT,,) . 
为 了 模型 的 解 和 原型 的 解 彼此 相同 ， 只 需 所 有 独立 无 量 岗 乘积 IT, ，JT,，… 林 ,1 对 于 模型 和 原 
型 是 相同 的 . | 

举例 来 说 ， 假 定 在 流体 力学 问题 中 Reynolds 数 vro/4 作为 无 量 纲 乘积 出 现 ， 其 中 v 代表 
流体 速度 ，r 代表 一 个 特征 尺度 (诸如 球体 的 直径 或 者 轮船 的 长 度 )，p 代表 流体 密度 ，j 代表 
流体 粘性 ， 这 些 值 指 的 是 问题 原型 ， 接 下 来 ， 设 v,、r,。、p,, 和 ,表示 对 于 缩减 模型 的 相应 
值 ， 为 了 使 模型 和 原型 的 效应 相同 ， 我 们 要 求 两 个 Reynolds 数 一 致 ， 于 是 


Lm 4 


最 后 的 方程 当 作 是 模型 需要 满足 的 设计 条 件 . 如 果 原 型 的 长 度 对 于 实验 室 实验 来 说 过 大 ， 我 们 就 
只 好 缩减 模型 的 长 度 ， 比 如 r= 二 x/10， 那 么 通过 使 用 相同 的 流体 Cp, ==p 和 jp, 一 /与 变更 的 速度 
vn 二 10v， 还 是 可 以 实现 模型 和 原型 的 Reynolds 数 相同 . 如果 用 因子 10 来 放大 速度 有 些 不 实际 ， 
我 们 可 以 改 用 较 小 的 数量 来 0<&<10 来 调节 比例 并 且 使 用 不 同 的 流体 ， 从 而 使 下 面 的 方程 
Kon pp 
lOp» A 
得 以 满足 ， 确 实 ， 当 我 们 把 缩减 模型 得 到 的 结果 推广 到 原型 时 需要 倍加 小 心 ， 某 些 对 于 原型 可 
以 忽略 的 因素 (例如 ， 表 面 张 力 ) 对 于 模型 会 变 得 意义 重大 .这 样 的 因素 要 在 进行 任何 原型 预测 
之 前 加 以 考虑 . 
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例 1 作用 在 潜艇 上 的 阻力 


我 们 对 用 于 深海 海洋 水 文 勘探 的 潜艇 所 经 受 的 阻力 颇 感 兴趣 ， 假 设 ， 影 响 阻力 D 的 变量 
是 流体 速度 vu、 特征 尺度 -( 此 处 为 潜艇 的 长 度 ) 、 流 体 密度 po、 流体 粘性 y 和 流体 中 的 声速 <. 
我 们 希望 通过 研究 这 个 原型 的 一 个 模型 预测 阻力 .我 们 怎样 调节 模型 实验 的 比例 呢 ? 

问题 中 的 主要 障碍 在 于 说 明 与 模型 化 的 物理 客体 相关 联 的 形状 因素 ， 在 这 里 是 针对 潜艇 ， 我 
们 来 考虑 椭 球 形 的 潜艇 ， 在 二 维 空 间 中 ， 如 果 a 是 椭圆 长 轴 的 长 度 而 56 是 短 轴 的 长 度 ， 我 们 可 以 
定义 二 a/b 并 且 指 定 一 个 特征 尺度 ， 比 如 潜艇 的 长 度 r， 在 三 维 空间 中 ， 也 定义 w= 二 a/6 ， 其 中 
a 是 初始 长 轴 而 5 是 次 短 轴 ， 这样，r、r, 、 描述 潜艇 的 形状 ， 在 形状 更 加 不 规则 的 客体 中 ， 需 
要 考虑 附加 的 形状 因素 基本 的 想法 是 ， 使 用 特征 尺度 和 适当 选取 形状 因素 就 足以 描述 客体 ， 在 
我 们 的 三 维 椭 球 形 潜艇 的 情形 下 ， 形 状 因素 r, 和 ” 是 必需 的 ， 这 些 形状 因素 是 无 量 纲 常数 . 

回 到 关于 六 个 流体 力学 变量 D、v、r、p、j 和 < 的 列表 ， 请 留意 ， 我 们 忽略 表面 张力 ( 因 
为 它 是 小 的 ?而 且 不 考虑 重力 .因而 可 以 预期 ， 量 纲 分 析 会 产生 三 (6 一 3) 个 独立 的 无 量 纲 乘积 , 
为 方便 计 ， 我 们 选取 下 面 的 三 个 乘积 : | 


Reynolds 数 R= 2 
4 
Mach 数 M= 
压强 系数 。” P= 名 
UU 


pe 
附加 的 形状 因素 是 无 量 纲 的 ， 因 而 Buckingham 定理 给 出 方程 


. h(P,M,R,risri) =0 
假定 我 们 可 以 对 P 求解， 于 是 得 到 
P= H(M,R,r,r,) 
替换 已 一 /ov 并 且 把 p 解 出 来 

p= pH(R,M,r rz) 
我 们 记得 ， en i es 让 )， 从 
而 导出 比例 式 Docpr:， 或 者 


万 = kpvirH(R,M,r ,r,) (8-28) 
进一步 说 , .相似 的 方程 一 定 成 立 ， 对 模型 给 出 比例 式 
D, = kpnvir’ HR, ,M, ,ri sr2m) (8-29) 


因为 原型 和 模型 方程 归属 于 相同 的 物理 系统 ， 两 个 方程 在 形式 上 是 一 样 的 ， 所以， 模型 的 设计 
条 件 要 求 


条 件 (a) 一 玉 
条 件 (b)  M,=M 
条 件 (c) rim 一 7 
条 件 (d) rm = re 


请 注意 ， 如 果 条 件 (a) 一 (d) 满 足 ， 那 么 方程 (8-28) 和 (8-29) 给 出 
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Parra (8-30) 
ev 


这 样 ， 一 且 D, 被 测定 ，D 就 可 以 计算 出 来 .再 请 注意 ,设计 条 件 (c) 和 (Cd) 蕴涵 着 模型 和 原型 
潜艇 之 间 的 几何 相似 性 


如 果 与 流体 中 的 声速 相 比 速度 较 小 ， 那 么 与 条 件 (b) 一致 ，v/c 可 以 看 作 是 不 变 的 ， 如 果 对 模 
型 和 原型 都 使 用 相间 的 流体 ， 那 么 条 件 (a) 会 满足 ， 如 果 
UnTm 一 YY 


或 者 


Q 


这 就 是 说 ， 模 型 中 的 速度 一 定 会 随 着 调节 因子 ru/r 反比 例 增长 ， 在 这 些 条件 下 ,方程 (8-30) 
变 为 


I 
rm 


Da _ pavnrm _] 
D pur 


如 果 在 实验 室 中 增 大 减 缩 模型 的 速度 证 明 是 不 满意 的 ， 那 么 对 于 减 缩 模 型 可 以 考虑 使 用 不 同 的 
流体 (pw 关 p 和 An 天 Am) 如果 比值 v/c 小 得 可 以 忽略 ， 那 么 根据 条 件 (a) ，vw。 和 都 可 以 改变 
以 求 保证 


入 


Zormpw 一 Wp 
Am 久 


选择 好 满足 设计 条 件 (a) 的 数值 ， 并 且 知 道 作 用 在 减 缩 模 型 上 的 阻力 ， 我 们 可 以 利用 方程 (8-30) 
计算 作用 在 原型 上 的 阻力 ， 如 果 速 度 是 充分 大 的 ， 我 们 还 要 满足 条 件 (b) ， 请 考虑 附加 的 困难 . 

这 里 还 要 做 些 讨论 ， 在 流体 力学 中 ，Reynolds 数 与 其 他 四 个 数 的 明显 区 别 在 于 ，Reynolds 数 
包含 流体 粘性 .从 量 纲 上 说 ，Reynolds 数 正比 于 流体 元 的 惯性 力 与 作用 在 流体 上 的 粘性 力 之 间 的 
”比值 ， 在 某 些 间 题 中 ，Reynolds 数 的 数值 可 以 是 很 大 的 . 我 们 以 液体 在 管道 中 流动 为 例 ， 如 果 

Reynolds 数 小 于 2000， 液 体 流 实际 上 总 是 平行 于 管 壁 的 ( 层 流 )， 而 超过 3000 的 Reynolds 数 几乎 
总 是 引 向 满 流 ， 一 般 地 说 ， 在 2000 和 3000 之 间 存 在 一 个 由 层 流 变 为 消 流 的 临界 Reynolds 数 . 

前 面 叙述 的 设计 条 件 (a) 要 求 模 型 和 原型 的 Reynolds 数 相同 . 这 个 要 求 使 得 原型 中 的 层 流 
不 能 表现 为 模型 中 的 湾流 ， 反 之 亦 然 ， 在 所 有 粘性 发 挥 重大 作用 的 问题 中 ,模型 和 原型 的 
Reynolds 数 的 均一 性 是 重要 的 . 

Mach 数 是 流体 速度 与 流体 中 声速 的 比值 ， 它 对 于 涉及 流体 中 高 速 运动 物体 的 各 种 问题 一 - 
般 是 重要 的 ， 诸 如 抛射 体 、 高 速 飞行 器 、 火 箭 和 潜艇 ， 从 物理 上 说 ， 如 果 模 型 和 原型 的 Mach 
数 相同 ， 流 体 中 与 惯性 力 关联 的 压缩 力 效应 对 于 模型 和 原型 也 是 相同 的 ， 这 就 是 关于 潜艇 的 例 
子 中 条 件 (b) 所 要 求 的 状况 . 国 


习题 
上 一 个 机 可 模 型 在 风 洞 中 进行 试验 .这 个 模型 机 杜 的 弦 是 18 英寸 ， 而 原型 的 弦 是 4 英 


335 
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尺 ， 飞 行 速 度 为 250mph. 假定 ， 风 洞 中 的 空气 处 在 大 气压 强 下 ， 风 洞 试验 应 当 以 什么 
速度 进行 才能 使 模型 的 Reynolds 数 与 原型 的 相同 ? 


. 两 个 重量 一 样 直径 不 同 的 光滑 球体 从 飞机 上 落下 .它们 的 直径 比值 是 5， 忽略 可 压缩 性 


(假定 不 变 的 Mach 数 ) ， 两 个 球体 的 落 速 比值 是 什么 ? 流动 是 完全 相似 的 吗 ? 


.设法 在 稳定 层 流 条 件 下 预测 沿 着 光滑 水 平 管道 两 点 之 间 的 压强 降落 Ap， 假 设 


5 Ap = fls,d,p,pv0) 
其 中 ，s 是 管道 中 两 点 间 的 控制 距离 ，< 是 管道 直径 ,p 是 流体 密度 ，w 是 流体 粘性 ， 
而 vv 是 流体 速度 . 
(a) 确 定 对 于 原型 的 缩减 模型 采用 的 设计 条 件 . 
(b) 在 几何 上 ， 这 个 模型 一 首要 与 原型 相似 吗 ? 
(c) 对 于 模型 和 原型 可 以 使 用 相同 的 流体 吗 ? 
〈d) 试 证 明 ， 如 果 对 于 模型 和 原型 使 用 相同 的 流体 ， 那 么 方程 就 是 


Ap 一 Ap 
了 2 


其 中 ， n=d/d,. 


. 对 于 在 光滑 露天 的 渠道 中 流动 的 流体 ， 其 速度 v 的 分 布 是 值得 研究 的 ， 假 设 


和 flr,psp0,8) 

其 中 ,7r 是 渠道 机 截面 面积 除 以 浸 湿 的 周 长 得 到 的 特征 尺度 ，p 是 流体 密度 ， ky 是 流体 
粘性 ，o 是 表面 张力 ， 而 g 是 重力 和 如 速度 . 
(a) 描 述 一 对 适当 的 形状 因子 mm 和 六. 
(b) 试 证 明 

ww H (EE ,EF, n,n) 

a8r 2 o 
讨论 模型 所 要 求 的 设计 条 件 . 
(c) 在 模型 和 原型 中 使 用 相同 的 流体 是 切实 可 行 的 吗 ? 


.《d) 假 定 ， 表 面 张力 被 忽略 ， 而 且 设 计 条 件 得 到 满足 ， 如 果 +。 ==r/n， 关 于 原型 速度 


的 方程 是 什么 ?什么 时 候 这 个 方程 与 设计 条 件 兼 容 ? 
(Ce) 如 果 忽 略 重力 ， 关 于 速度 v 的 方程 是 什么 ?忽略 粘性 ， 方 程 又 是 什么 ?如 果真 的 要 
忽略 粘性 ， 你 会 使 用 什么 样 的 流体 ? 
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9.1 军备 竞赛 


你 或 许 会 问 ， 为 什么 研究 军备 竞赛 ”一 个 理由 是 ， 几 乎 所 有 的 现代 战争 都 是 以 反复 无 常 的 
军备 竞赛 作为 前 导 的 . 有 力 的 证 据 表明 ， 强 国之 间 的 军备 竞赛 ， 以 军事 能 力 方面 的 迅速 提升 为 
特征 ， 是 战争 的 预警 指示 器 .在 一 篇 1979 年 的 文章 中 ， 加 拿 大 British Columbia 大 学 的 
Michael Wallace 研究 了 在 1816 一 1965 年 间 99 件 国 际 争端 .2 他 发 现 ， 有 反复 军备 竞赛 在 前 的 
28 次 争端 中 ，23 次 升级 为 战争 ， 而 没有 军备 竞赛 先行 的 71 次 争端 中 ， 只 有 3 次 导致 战争 . 
Wallace 对 卷 人 每 次 争端 中 的 两 个 国家 计算 出 一 个 军备 竞赛 指数 ， 就 所 研究 的 99 个 案例 中 的 
91 个 正确 预言 了 战 与 不 战 的 情况 ， 他 的 发 现 并 不 意味 着 强国 之 间 的 军备 竞赛 必然 引发 战争 ， 
或 者 在 军备 竞赛 和 冲突 升级 之 间 存 在 偶然 的 联系 ， 不 过 ， 这 些 发 现 确实 指明 ， 快 速 的 竞争 性 的 
军力 增长 是 与 战争 倾向 密切 相关 的 这样， 凭借 研究 军备 竞赛 ,我 们 就 拥有 预测 战争 的 潜力 . 
如 果 我 们 能 够 预测 战争 ， 就 有 希望 知道 如 何 加 以 避免 . 

. 存在 另 一 个 研究 军备 竞赛 的 理由 .如 果 军 备 竞赛 可 以 由 一 个 数学 模型 来 近似 ， 对 它 的 理解 
就 会 更 加 具体 . 现实 社会 往往 要 质疑 : 民 防 会 前 弱 军 备 竞赛 吗 ? 采用 移动 导弹 发 射 台 会 降低 军 
备 需 求 妈 ?你 将 会 看 到 ， 对 于 这 类 问题 的 回答 不 仅仅 是 政治 观点 的 阐述 ， 存 在 着 的 引 向 军备 竞 
赛 的 客观 现实 ， 这 也 正 是 数学 模型 意欲 捕获 的 . 

前 苏联 和 美国 在 冷战 时 期 致力 于 核 军 备 竞赛 ， 那 个 时 候 ， 政 治 和 军事 战略 家 们 问 道 ， 对 于 
苏联 核武 库 在 数量 和 技术 改进 方面 的 种 种 变化 ， 美 国 应 当 如 何 反 应 ?为 了 回应 这 个 难题 ， 多 少 
武器 是 充足 的 ? 若干 因素 需要 加 以 考虑 ， 包 括 美国 的 目标 、 苏 联 的 目标 以 及 武器 技术 ， 前 任 参 
谋 长 联席 会 议 (JCS) 主席 ，Maxwell D. Taylor 将 军 为 美国 战略 核 力量 提出 如 下 核 威慑 目标 ， 

战略 核 力量 拥有 实施 大 规模 破坏 的 绝无仅有 的 能 力 ， 它们 应 当 承担 一 项 威慑 苏联 的 特殊 任务 ， 使 之 丑 于 采取 任 

何 形式 的 战略 核 冲突 ， 为 了 使 威慑 效力 达到 最 大 限度 ， 它 们 必须 能 够 在 大 规模 的 第 一 次 打击 之 后 生存 下 来 ， 而 且 还 

能 够 破坏 足够 的 敌 方 目标 ， 也 就 是 摧毁 对 于 决定 战争 与 和 平 的 国家 领导 人 十 分 敏感 的 有 效 政府 、 社 会 和 经 济 ， 从 而 

消灭 苏联 . | 

请 特别 留意 ，Taylor 的 威慑 战略 假定 最 坏 的 可 能 情形 ; 苏联 发 动 先发制人 的 第 一 次 打击 
来 摧毁 美国 的 核 力量 

为 了 实现 Taylor 将 军 提出 的 目标 ， 将 会 需要 多 少 武 器 呢 ? 在 用 一 个 适当 的 体系 描述 苏联 
目标 (一 般 地 ， 人 口 和 工业 中 心 ) 之 后 ， 他 陈述 了 下 面 的 内 容 :， 


©O Michael Wallace, “Arms Races and Escalation: Some New Evidence. ”In Ezrplaining War, edited by 了 David Singer, 
Pp. 240-252. Beverly Hills，CAa Sage, 1979. 


272 第 9 章 


我 们 需要 的 武器 数量 将 足以 摧毁 这 个 体系 内 部 若干 特定 目标 ， 其 中 ， 少 数 加 固 的 地 下 发 射 井 需要 由 具备 一 
定 精 度 和 较 短 飞 行 时 间 的 洲际 弹道 导弹 完成 打击 ， 作 为 一 个 安全 因素 ， 我 们 应 当 增添 额外 的 武器 ， 以 求 补偿 在 
第 一 次 打击 中 可 能 蒙受 的 损失 以 及 武器 性 能 的 不 确定 性 . 总 的 武器 需求 量 应 当 大 体 上 少 于 我 们 现在 的 军火 库 中 
可 供 使 用 的 数量 . 


这 样 ， 需 要 最 低 数 量 的 导弹 摧毁 特别 选 定 的 敌 方 目标 (一 般 地 ， 人 口 和 工业 中 心 )， 给 予 敌 
人 无 法 承受 的 伤害 ， 还 会 需要 附加 的 导弹 来 补偿 在 假想 的 第 一 次 打击 中 遭受 的 损失 . 毋庸 置 
疑 ， 这样 附加 的 导弹 数量 依赖 于 苏联 导弹 力量 的 规模 和 效力 .Taylor 得 出 结论 : 在 实现 这 些 
目标 的 前 提 下 美国 核武 库 是 允许 裁减 的 . 
在 回答 关于 国防 开支 的 问题 时 ,海军 上 将 Hyman G. Rickover 向 国会 听证 会 上 做 出 如 下 
发 言 : 
举 个 例子 ， 拿 核潜艇 的 数量 来 说 ， 我 认为 相当 接近 问题 的 关键 ， 我 实在 看 不 出 有 什么 理由 必须 拥有 像 俄国 


人 一 样 多 的 数目 . 归根结底， 实际 上 够 用 就 行 了 ， 我 们 有 100 只 核潜艇 或 者 200 只 的 区 别 是 什么 ? 我 不 晓得 ， 赁 
着 我 们 拥有 的 数量 ， 所 有 一 切 可 以 在 海洋 上 沉没 若干 次 ， 俄 国人 也 一 样 ， 这 就 是 我 的 见解. 


又 一 次 ， 海 军 上 将 Rickover 得 出 结论 : 裁军 是 有 可 能 的 . 

2001 年 7 月 14 日， 在 意大利 的 热那亚 市 ， 美 国 总 统 布什 和 俄罗斯 总 统 普 京 同意 寻求 削减 
他 们 的 核武 库 的 解决 方案 。 普京 说 ， 如 果 可 以 使 进攻 性 核武 器 进一步 前 减 ， 他 会 接受 美国 反 导 
弹 防 御 体系 .他 提议 ， 两 个 国家 可 以 把 他 们 的 核武 库 战 略 武 器 前 减 到 1500 枚 左右 (当时 ,美国 
有 将 近 7000 枚 战略 武器 ， 而 俄罗斯 有 6500 枚 左右 ). 

在 前 面 评 述 的 基础 上 ， 我 们 来 建立 一 个 核 军备 竞赛 的 图 表 模型 .这 个 模型 将 帮助 回答 问 
题 :多少 武器 是 够 用 的 ? 这 个 模型 适用 于 任何 类 型 的 军备 竞赛 ,为 了 便于 讨论 和 解释 ， 我 们 集 
中 在 由 远程 洲际 弹道 导弹 运载 的 核武 器 方面 . 


建立 图 表 模 型 


假设 有 两 个 国家 ， 国 家 X 和 国家 Y， 致 力 于 一 场 核 军备 竞赛 ， 而 且 ， 每 个 国家 都 采取 如 下 
的 战略 , 

友 方 战略 : 在 大 规模 第 一 次 打击 后 生存 下 来 ， 并 且 给 予 敌 人 无 法 承受 的 回击 . 

敌 方 战略 : 进行 大 规模 第 一 次 打击 来 摧毁 友 方 导弹 力量 . 

一 般 地 说 ， 每 个 国家 在 确定 自己 的 导弹 力量 时 奉行 友 方 战略 ， 而 且 ， 对 于 敌对 国家 奉行 天 
方 战略 。 请 特别 留意 ， 友 方 战 略 意味 着 瞄准 人 口 和 工业 中 心 ， 而 敌 方 战略 意味 着 瞄准 导弹 基 
地 .这 就 是 冷战 期 间 鼓 吹 的 核 威慑 策略 . 

现在 ， 我 们 来 定义 如 下 的 变量 : 

Zz 一 国家 X 拥 有 的 导弹 数量 
y 二 国家 Y 拥有 的 导弹 数量 

接 下 来 ， 设 函数 y 王 f(z) 表示 国家 Y 为 了 实现 它 的 战略 所 需要 的 最 低 导弹 数 ， 当 时 国家 X 
拥有 < 枚 导弹 ， 类 似 地 ， 函 数 x 一 g(y) 表 示 国 家 X 为 了 实现 它 的 目标 需要 的 最 低 导 弹 数 ， 当 
国家 了 确定 它 需 要 的 导弹 力量 规模 时 ， 它 设 定 自己 实行 友 方 战略 而 国家 X 正在 奉行 敌 方 战略 . 
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另 一 方面 ， 国 家 X 在 确定 其 导弹 力量 规模 时 实行 友 方 战 略 ， 同 时 设想 国家 Y 正在 奉行 敌 方 
战略 . 

我 们 着 手 探讨 曲线 y= 二 f(z) 的 性 质 ， 由 于 国家 Y 需要 一 定数 量 的 导弹 y。 摧 筑 选 定 的 国家 
X 的 人 口 和 工业 中 心 ，y 就 是 z==0 时 的 截 距 ， 也 就 是 说 ， 国 家 Y 认为 它 需 要 y。 枚 导弹 ， 即 
使 国家 X 根本 没有 导弹 (基本 上 ， 出 于 国家 了 对 来 自 国家 X 的 攻击 和 人 侵 的 丽 惧 ， 一 种 心理 防 
卫 )， 随 着 国家 X 增加 自己 的 导弹 力量 ， 国 家 Y 一 定 要 增添 附加 的 导弹 ， 因 为 它 设想 国家 X 正 
在 奉行 敌 方 战略 而 且 瞄 准 它 的 导弹 力量 ， 我 们 假定 ， 武 器 技术 的 限制 在 于 ， 国 家 X 每 发 射 一 
枚 导弹 只 能 摧毁 国家 Y 不 多 于 一 枚 导弹 . 那么 ， 对 于 国家 X 增添 的 每 一 枚 导弹 ， 国 家 Y 需要 


的 附加 导弹 数量 依赖 于 国家 XX 导弹 的 效力 .请 自行 验证 ， 郴 数 曲 线 y= f(x) 一 定 落 在 图 9-1 . 


所 示 的 限制 线 之 间 ， 直 线 A 的 斜率 为 0， 代 表 国 家 Y 的 导弹 对 于 任何 攻击 固 若 金汤 的 状态 ， 在 
另 一 个 极端 ， 直 线 B 的 斜率 为 1， 标示 国家 YY 对 于 国家 X 添加 的 每 枚 导弹 必须 增添 一 枚 新 的 
导弹 . 

为 了 更 加 准确 地 确定 图 像 y 二 f(x) 的 形状 ,我 们 将 要 分 析 关 系 到 两 支 导弹 力量 相对 规模 的 
各 种 情形 下 会 发 生 什么 事 .， 而 为 了 确定 这 些 情形 ,我们 把 界 于 直线 4 和 B 之 间 的 区 域 分 割 成 
由 直线 x 二 y，z 二 2y，x 二 3y 等 定义 的 较 小 的 子 区 域 ， 如 图 9-2 所 示 . 随后， 我 们 在 每 一 个 子 
区 域 中 对 y 二 f(z) 进行 近似 .请 记 住 ， 当 国家 Y 确定 它 需要 的 用 于 威慑 国家 X 的 导弹 数 时 ， 
也 就 是 有 关 ?= f(z) 的 图 像 ， 国 家 Y 自 认 为 遵从 友 方 战略 ， 而 设想 国家 X 奉行 敌 方 战略 . 


两 数 y= ftx) 落 在 以 育 
线 4 和 8 为 界 的 区 域内 


图 9-1 确定 函数 y= f(x) 的 界 图 9-2 界 于 直线 A 和 B 之 间 的 各 个 子 区 域 


情形 1: x<y 如 果 国 家 X 在 这 种 情况 下 进攻 ， 它 发 射 所 有 的 z 枚 导弹 攻击 国家 Y 相同 
数量 的 导弹 ， 因 为 国家 Y 的 (y 一 z) 枚 导弹 不 可 能 被 攻击 ， 至 少 那 么 多 的 导弹 会 保全 下 来 ， 在 


国家 Y 受到 攻击 的 x 枚 导弹 中 ， 占 百分比 的 一 部 分 得 以 保全 ， 其 中 0 二 ;二 1. 这 样 ， 动 后 余 


生 的 导弹 总 数 是 > 一 z 十 sz， 我 们 知道 ， 国 家 Y 需要 保全 y。 枚 导弹 来 给 予 国 家 X 无 法 承受 的 损 
害 ， 因 而 ， 
2 一 y 一 十 当 0 二 < 二 1 

或 者 对 y 求解 ， 
y= yo 二 (os)r (9-1) 
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方程 (9-1) 给 出 国家 Y 必须 拥有 的 最 低 导弹 数量 ， 以 求 确保 在 国家 X 攻击 之 后 还 会 有 y。 枚 导 
弹 保全 下 来 . oe 

情形 2: y==x 国家 XX 在 发 射 它 的 所 有 导弹 时 ， 恰 用 自己 的 每 一 枚 导弹 瞄准 攻击 国家 Y 的 
每 一 枚 导弹 . 假设 百分比 为 ;的 导弹 ， 也 就 是 s+==sy 枚 导弹 遭受 攻击 后 保全 下 来 ， 在 这 个 情 
形 下 国家 了 需要 


一 锋 
9 人 < (9-2) 


枚 导弹 来 给 予 国家 X 不 能 承受 的 损害 . 
情形 3: y<x<2y 国家 XX 在 发 射 它 的 所 有 导弹 时 ， 瞒 准 攻击 国家 Y 的 每 一 枚 导弹 一 次 ， 
其 中 部 分 是 两 次 ， 如 同 图 9-3 所 示意 . 


国家 区 : 
图 9-3 ?<z<<2y 的 一 个 例子 


请 自行 验证 ， 国 家 了 的 < 一 y 枚 导弹 会 被 瞒 准 攻击 两 次 ， 而 > 一 (z 一 J) 一 2y 一 z 枚 导弹 会 
被 瞄准 攻击 一 次 .在 那些 被 瞄准 攻击 一 次 的 导弹 中 ， s(2y 一 7) 枚 导弹 依旧 得 以 保全 . 在 那些 被 瞄 
准 攻击 两 次 的 导弹 中 ，s(y 一 x) 枚 会 逃 过 第 一 轮 打击 . 而 在 这 些 动 后 余生 的 导弹 中 ，;s[s(z 一 y)]== 
s(x 一 y) 枚 导弹 将 在 第 二 轮 打击 后 保全 下 来 ， 因 而 ， 国家 了 一定 有 - 
yo 一 sz 一 切 十 s(2y 一 工 ) 
枚 导弹 得 以 保全 ， 或 者 ， 对 y 求解， 


十 zs 一 5 ) 


Do (9-3) 
就 是 国家 Y 需要 的 最 低 导弹 数量 . 
情形 4: x=2y 国家 X 将 刚好 用 两 枚 导弹 瞄准 攻击 国家 了 的 每 一 枚 导弹 .如果 我 们 依照 


情况 2 类 推 ,会 有 s:y 枚 导弹 得 以 保全 ， 从 而 
7 一 名 (9-4) 


是 国家 Y 需要 的 最 低 导 弹 数量 . 

现在 ， 我 们 把 前 面 的 所 有 情形 结合 成 一 个 单一 的 图 像 . 为 方便 计 我 们 要 认定 ， 刚 才 讨 论 的 
离散 状态 固然 给 出 最 低 导 弹 数 ， 其 实 可 以 由 一 个 连续 模型 来 表现 (引起 导弹 的 分 数值). 首先 ， 
我 们 观察 到 方程 (9-1) 和 方程 (9-3) 都 代表 直线 线段 ; 第 一 段 对 于 z<y 而 第 二 段 对 于 y< xz 二 
2y， 在 情形 1 中 ， 由 x<y 我 们 得 到 方程 | 

3o 一 yy 一 工 十 sr 
当 并 趋 近 y 时 ， 这 个 最 后 的 方程 ( 取 极 限时 ) 变 为 二 sy， 在 情形 3 中 ， 由 y 二 x 二 2y 我 们 得 到 
方程 
Y= s (rmy)+s(2y— 7) (9-5) 
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和 前 面 一 样 ， 当 z 趋 近 > 时 ， 这 个 方程 变 为 y。 二 sy， 这 样 ， 两 条 线段 相交 在 zy 处 ， 且 有 共 
同 的 值 *= 王 yy/s。、 最 后 ， 当 工 趋 近 2y 时 ， 方 程 (9-5) 变 为 加 一??y。 

这 些 观察 意味 着 ， 由 方程 (9-1) 和 (9-3) 定 义 的 两 条 线段 形成 与 直线 y=x 和 2y 二 x 相交 的 
连续 曲线 此外， 由 方程 (9-3) 代 表 的 线段 具有 


2 


斜率 (1 一 s)/(2 一 s)， 小 于 由 方程 (9-1) 代 表 的 线 直线 8 

段 斜率 1 一 s， 因为 2=s>1; 这 样 ， 曲线 是 分 段 ~ 

线性 的 且 有 着 降 的 针 率 ， 这 个 图 表 模 型 描绘 在 LA vona 

图 9-4 中 .请 注意 ， 这 个 图 像 是 如 何在 界 于 上 Wt 
述 直 线 A 和 B 之 间 的 锥 形 区 域内 伸展 的 . ad 2 


我 们 可 以 继续 分 析 各 种 补充 的 情况 ， 比 如 
当 2?<<z<3y 时 会 发 生 什么 事 ， 不 过 ， 因 为 我 
们 只 是 对 定性 信息 有 兴趣 ， 所 以 最 好 研究 一 下 ， 
是 否 能 够 更 加 简单 地 确定 曲线 的 一 般 形 状 . 

为 了 简化 分 析 过 程 ， 我 们 用 一 条 单一 的 连 
续 光 清 曲 线 ( 没 有 拐角 ) 替 代 分 段 线性 近似 ， 这 “图 9-4 把 国家 了 的 导弹 数 关联 到 国家 X 的 导弹 
条 曲线 通过 图 9-4 所 示 的 点 列 (0，y。)，(z， 数 的 图 表 模型 ， 此 时 0< zx<2y 


z)，(z， 和 到) ，…( 分 段 线性 近似 在 这 些 点 上 分 别 穿 过 y 轴 和 直线 y 一 zx 以 及 2y 一 x)， 我 们 需 


要 一 条 由 单一 方程 给 定 的 曲线 ， 而 不 是 在 每 个 子 区 域 中 由 不 同方 程 代表 的 那 种 ， 由 情形 2 和 4 


中 的 分 析 推 广 开 来 ， 一 条 这 样 的 曲线 由 下 面 的 模型 给 出 ; 
二 2 当 0 一 :一 1 (9-6) 


SS/ y 


检验 一 下 方程 (9-6) 可 以 明白 ， 对 每 个 比值 xz/y 我 们 可 以 求 出 y， 这 样 ， 曲 线 y= f(x) 与 分 段 
线性 近似 都 在 相同 的 点 上 ' 穿 过 每 一 条 直线 z= 二 y，zx= 二 2y，…，x= 二 ny， 有 如 图 9-5 所 示 . 


> 


图 9-5 曲线 y= f(r) 必 须 穿 过 每 条 直线 + 二 ny 


对 于 国家 X， 情 况 完全 是 对 称 的 (确定 它 的 曲线 时 ， 国 家 X 认定 执行 友 方 战略 以 便 威 慑 国 
”家 Y， 而 设想 国家 Y 奉行 敌 方 战略 )， 它 的 最 低 导 弹 数 由 一 条 穿 过 每 条 直线 y=x，y 一 2x，.…， 
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y= 二 nz 的 连续 曲线 过 一 g(y) 表 示 ， 因 而， 两 条 曲线 一 定 相交 ， 

前 面 的 讨论 引导 我 们 考虑 两 条 理想 化 的 连续 可 微 的 曲线 ， 有 如 图 9-6 中 所 画 的 那样 .因为 
曲线 y= f(x) 表示 国家 YY 需要 的 最 少 导 弹 数 ， 
那么 ， 曲 线 上 方 的 区 域 就 代表 国家 Y 满意 的 导 
弹 水 平 ， 与 此 类 似 ， 曲 线 + 二 g(y) 右 方 的 区 域 国家 了 满意 的 导弹 水 平 Cm 
代表 国家 X 满意 的 导弹 水 平 . 因此 ， 图 9-6 中 
最 黑 的 区 域 表 示 对 两 个 国家 来 说 都 满意 的 导弹 
水 平 . 

曲线 y= 二 f(x) 和 xz 二 g(y) 的 交点 表示 双方 
都 满意 的 最 低 水 平 ， 为 了 弄 明 白 确 实 如 此 ， 假 
定 国家 Y 拥有 y。 枚 导弹 而 且 探 察 到 国家 X 有 wo 
Xo 枚 导弹 . 国家 Y 为 了 适应 它 的 目标 将 必须 增 图 9-6 国家 X 和 国家 Y 均 满意 的 区 域 
添 充 分 多 的 导弹 以 达到 图 9-6 中 的 坐标 点 1， 反 
过 来 ， 国 家 X 将 必须 增添 充分 多 的 导弹 以 达到 坐标 点 2。 这 个 过 程 将 会 继续 直到 双方 同时 感到 
满足 .请 留意 ， 最 黑 区 域 中 的 任何 点 都 会 使 两 个 国家 满意 ， 而 且 ， 其 中 存在 的 许多 点 是 非常 可 
能 在 实际 中 出 现 的 . 9-6 中 的 交点 (zw，yw) 表 示 两 个 国家 为 适应 其 目标 所 需要 的 最 低 力 量 
水 平 . 


交点 的 惟一 性 


我 们 希望 知道 交点 是 不 是 惟一 的 ， 从 方程 (9-6) 可 以 看 出 ， 随 着 比值 x/y 增 大 ，y 一 定 上 
升 ; 类似 地 ，z=g(y) 也 上 升 ， 因 为 两 条 曲线 都 是 上 升 的， 一 个 吸引 人 的 结论 呼之欲出 ， 交 点 
是 惟一 的 ， 不过， 请 考虑 一 下 图 9-7， 在 这 个 图 形 中 ， 两 条 曲线 是 稳定 上 升 的 ， 曲线 y= f(x) 
穿 过 每 条 直线 + 二 ny， 而 x 二 g(y) 穿 过 每 条 直线 y 二 nr. 可是， 两 条 曲线 有 多 个 交点 .我 们 怎 
样 才能 保证 惟一 的 交点 呢 ? 请 留意 ， 图 9-7 中 曲线 y= f(z) 的 斜率 是 稳定 地 下 降 的 ， 直 到 坐标 
点 z=zi， 此 时 它 开 始 上 升 ， 这样 ， 一 阶 导数 在 z 一 zi 点 处 从 一 个 下 降 函 数 变 为 上 升 函数 .也 
就 是 ， 随 着 x 增加 ， 切 线 从 顺 时 针 方向 连续 旋转 变 为 着 时 针 方向 旋转 ， 换 名 话说， 其 二 阶 导数 
改变 符号 ， 如 果 我 们 可 以 证 明 这 样 的 符号 改变 是 不 可 能 的 ， 那 么 ， 我 们 就 能 得 出 结论 ， 交 点 是 
惟一 的 。 事 实 上 ， 我 们 将 证 明 ，y= FCz) 的 二 阶 导数 总 是 负 的 . 

对 方程 (9-6) 两 端 取 对 数 得 到 


y 


lny = ljnyo 一 ylns 
用 > 乘 方程 的 两 边 并 加 以 简化 给 出 
ylny 一 ylnyo =— zlns 
关于 并 求 隐 函数 微分 并 加 以 简化 得 出 
y (1 十 lny 一 lnyo) 一 一 lns 


或 者 
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一 lns 
> 1 十 lny 一 lnyo 


得 到 二 阶 导 数 
一 (一 lns) 


六 全 (LI 二 ny 二 ny 
接 下 来 ， 我 们 确定 y 的 符号 .改写 y 为 


/ lns 


多 一 
一 1 十 in 奖 
> 


因为 0 二 s 二 1，1n;s 是 负 的 . 

因为 ， 对 于 我 们 正在 考虑 的 情形 ，y 二 y。， 这 就 意味 着 In(yo/y)<0. 这 样 ， 处 处 交 之 0， 
而 在 这 个 情形 ， 处 处 y<0， 所 以 ， 我 们 得 到 结论 ， 事 实 上 ， 惟 一 的 交点 确实 存在 ， 在 图 9-8 
中 画 出 了 这 个 模型 的 一 般 形 态 . 


图 9-7 稳定 上 升 的 两 条 曲线 具有 多 个 交点 图 9-8 核 军备 竞赛 的 图 表 模 型 


函数 y=f(x) 的 图 形 性 能 


图 形 > 一 >/ > 的 各 种 性 能 依赖 于 三 方面 因素 : 常数 yw ， 这 是 国家 了 在 遭受 先发制人 的 第 
一 次 打击 之 后 需要 的 最 低 导 弹 数 ; 保全 百分比 *， 由 国家 X 导弹 的 技术 和 武器 效力 以 及 国家 了 
对 其 导弹 的 防护 程度 决定 ; 还 有 交换 比值 e 二 xz/y， 如 果 y。 上 升 ， 那么 ， 曲 线 y= 二 f(x) 向 上 移 
动 而 且 在 每 个 点 处 也 有 上 比 以 前 (参看 问题 5) 更 大 的 斜率 ， 如 果 保 全 因子 * 上 升 ， 这 条 曲线 向 下 
旋转 并 朝 着 水 平 直线 A : y 一 % 伸展 ， 在 每 个 点 处 有 比 以 前 较 小 的 斜率 , 

如 果 交 换 比 值 上升 ， 那 么 ， 国 家 X 能 够 瞄准 攻击 国家 Y 的 导弹 多 于 一 次 ， 促 使 国家 了 
需要 更 多 的 导弹 ， 这 就 导致 曲线 斜率 上 升 和 向 上 旋转 并 朝 着 直线 B : yy 十 x 伸展 . 

如 果 你 能 调用 计算 机 绘图 软件 包 ， 对 三 方面 因素 的 各 种 取 值 画 出 图 形 y= y,/s"*， 你 就 可 
以 看 到 这 些 效果 . 

虽然 曲线 zx 一 5(y) 对 于 国家 X 表现 出 类 似 的 性 能 ， 但 我 们 注意 到 ， 它 的 常数 x。、 保 全 百 
分 比 和 交换 比值 等 因素 一 般 是 与 国家 Y 的 取 值 不 同 ， 我 们 来 考虑 几 个 利用 这 些 思想 和 图 表 模 型 
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的 场合 ， 以 便 分 析 各 种 似乎 备 受 两 国 赏 识 的 政治 和 军事 战略 对 于 交叉 点 的 影响 . 

着 手 分 析 一 个 特定 战略 的 图 形 外 观 时 ， 我 们 首先 考虑 对 于 国家 Y 这 个 战略 如 何 改变 每 个 因 
素 yo。、s 和 e.， 上升、 下 降 或 者 保持 不 变 吗 ?我 们 在 这 里 假定 ， 国 家 Y 实行 友 方 战略 ， 而 国家 
X 正在 奉行 敌 方 战略 ， 每 个 因素 的 变更 方式 确定 曲线 y 二 f(x) 如何 改 变 它 的 位 置 . 

接 下 来 ， 我 们 考虑 对 于 国家 X， 这 个 战略 如 何 改变 每 个 因素 yw 、* 和 e( 又 一 次 强调 ， 这 些 
因素 一 般 不 同 于 而 且 独 立 于 国家 Y 的 相应 因素 )， 我 们 再 一 次 提问 ， 由 于 特定 的 战略 ， 每 个 因 
素 上 升 、 下 降 还 是 保持 不 变 呢 ? 在 回答 这 个 问题 时 我 们 假定 ， 国 家 X 实行 友 方 战略 ， 而 国家 了 
奉行 敌 方 战略 ， 这 些 因素 如 何 变更 确定 曲线 z=g(y) 如 何 改 变 它 的 位 置 . 

两 条 曲线 相互 结合 的 变动 把 初始 交叉 点 (xs，y,) 移 动 到 新 的 位 置 (x ，y)， 在 那里 ， 移 
位 的 两 条 曲线 (得 自 对 它们 的 三 个 因素 的 分 析 ) 彼 此 相交 . 


模型 说 明 


例 1 民 防 


—— 


假设 国家 X 决定 将 它 的 民 防 年 度 预 算 增 加 一 倍 ， 可 以 设想 ， 国 家 Y 将 需要 更 多 的 导弹 给 


子 国 家 和 的 人 口中 心 无 法 承受 的 伤害 ， 这 样 ，w 上 升 ， 因为 国家 X 的 武器 有 效 性 还 没有 恋 


化 ， 国 家 Y 也 从 未 改进 地 下 发 射 井 中 的 导弹 防护 ， 所 以 国家 了 的 导弹 保全 率 没 有 发 生变 化 . 
而 且 ， 对 于 国家 Y 交换 比例 没有 发 生变 化 : 一 枚 X 导弹 依然 至 多 能 摧毁 一 枚 Y 导弹 . 基本 的 
图 形 外 观 是 ， 曲 线 y= f(z) 垂直 向 上 移动 而 且 在 每 一 个 z 处 斜率 增 大 . 

对 于 国家 XXX， 因素 x。 不 会 改变 ， 因 为 对 


了 


人 口 和 工业 中 心 加 强 防 护 并 不 影响 将 来 需要 Ci ym) 
的 最 低 导 弹 数 ， 这 是 用 来 瞄准 国家 Y 的 相应 a 
中 心 ， 以 求 对 于 先发制人 的 第 一 次 打击 实行 I 


- 


报复 的 而且， 国家 X 导弹 的 保全 率 因 素 不 
改变 ， 因 为 民 防 不 会 改善 通常 部 署 在 遥远 地 
域 发 射 井 中 导弹 的 防护 ， 而 国家 了 导弹 的 效 
力也 没有 变化 ， 最 后 ， 一 枚 了 导弹 依然 至 多 
能 摧毁 一 枚 X 导弹 ， 所 以 ， 对 于 国家 X 交换 
比例 没有 发 生 改 变 ， 从 而 ， 基 本 的 图 形 外 观 
是 ， 曲 线 z= 二 g(y) 完 全 没有 移动 位 置 。 
国家 X 增加 民 防 预算 的 全 面 影响 画 在 图 图 9-9 国家 X 加 强 其 民 防 的 姿态 . 

9-9 中 ， 短 划 曲 线 是 依据 国家 X 民 防 的 函数 

3 二 有 (Zz) 的 新 位 置 ， 坐标 点 (x ，y') 是 新 的 交点 。 请 注意 ， 昌 然 行动 过 程 显 得 相当 消极 ,但 
它 的 影响 是 增加 双方 所 需要 的 导弹 最 低 数量 ， 因 为 zx 和 多 之 办， ”四 
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例 2 移动 发 射 台 


对 于 这 种 情形 ， 假 设 国家 X 把 它 的 导弹 放 在 移动 发 射 台 上 ， 可 以 在 国际 危机 期 间 重 新 部 
署 ， 因素 yo 不 会 改变 ， 因 为 国家 了 依然 要 瞄准 同样 个 数 的 人 口 和 工业 中 心 ， 以 求 报复 国家 X 
施加 的 第 一 次 打击 ， 此外， 国家 X 的 导弹 从 移动 台面 上 发 射 这 个 事实 ， 不 会 变更 导弹 的 效力 
或 者 改善 国家 Y 发射 井 的 防护 所以， 国家 了 导弹 的 保全 率 是 不 变 的 .国家 YY 的 交换 比例 也 
不 会 发 生变 化 ， 因 为 从 移动 发 射 台 发 射 的 一 枚 X 导弹 ， 在 第 一 次 打击 中 依然 只 能 至 多 摧毁 一 
枚 了 导弹 这样， 曲线 y= f(x) 不 改变 . 

考虑 到 对 于 国家 X 的 各 个 因素 ，zo 没有 改变 ， 
因为 国家 X 依然 需要 同样 数目 的 导弹 给 予 国家 了 
的 人 口 和 工业 中 心 无 法 承受 的 损害 .国家 X 的 导 
弹 会 比 以 前 较 少 蒙受 损失 ， 因 为 国家 Y 在 实行 第 一 
次 打击 时 不 会 知道 它们 的 精确 位 置 . 这 样 ， 国 家 X 
导弹 的 保全 率 会 增 大 . 最后， 导弹 放 置 在 移动 台面 
上 对 于 国家 X 不 会 变更 交换 比例 : 一 枚 Y 导弹 依 
然 可 以 击 中 和 拱 筑 至 多 一 枚 X 导弹 . 这些 变化 的 
基本 图 形 外 观 是 把 曲线 zx 一 g(y) 朝 着 y 轴 拉 直 ， 如 
同 图 9-10 中 新 的 短 划 曲线 所 显示 的 那样 . ' 

` 国家 XX 把 导弹 放 在 移动 发 射 台 上 的 全 面 影响 
是 相交 点 的 移动 ， 使 得 x 二 zx 和 多 < 办， 如 图 图 9-10 国家 X 使 用 移动 发 射 台 
9-10 所 示 . 这 样 ， 两 个 国家 威慑 对 方 以 求 避 免 敌 
意 的 攻击 所 需要 导弹 的 最 少 个 数 得 以 减少 . 国 


例 3 多 弹头 


现在 假设 ， 国 家 X 和 国家 了 都 使 用 可 以 独立 制导 的 多 弹头 ， 在 我 们 建立 模型 的 过 程 中 ， 
曾经 假定 每 一 枚 导弹 只 装载 一 个 弹头 ， 所 以 ,计算 导弹 枚 数 或 者 弹头 个 数 就 是 一 回 事 ， 随 着 多 
弹头 分 导 再 入 运载 系统 问世 ， 这 种 一 致 性 不 存在 了 ， 让 我 们 继续 计算 每 个 国家 需要 的 导弹 枚 数 
(不 是 弹头 个 数 )， 假 定 ， 每 枚 导弹 装载 16 枚 较 小 的 导弹 ， 都 分 别 载 有 它们 自己 的 弹头 ， 因 为 
摧毁 敌 方 的 人 口 和 工业 中 心 依然 占用 同样 数目 的 弹头 ， 所 以 ， 
按照 倍数 16 下 降 是 合理 的 . 

我 们 来 考虑 对 于 国家 Y 的 保全 因子 *. 如 果 假 定 ， 从 -_ 枚 来 自 国家 X 的 飞行 中 的 导弹 上 独 
立 释 放 的 弹头 在 破坏 威力 方面 像 以 前 一 样 有 效 ， 那 么 ， 在 国家 Y 蒙受 攻击 的 导弹 的 保全 可 能 性 


”没有 变化 .也 就 是 ，* 是 不 变 的 ， 


"然而 ， 当 一 枚 来 自 国家 X 的 导弹 在 先发制人 的 第 一 次 打击 中 飞 向 国家 Y 时 ， 它 携带 16 个 
弹头 ， 每 个 可 以 独立 瞄准 国家 Y 的 一 枚 导弹 .这样 ，1 枚 XX 导弹 可 以 摧毁 多 至 16 枚 Y 导弹 ， 
对 于 国家 Y 交换 比例 因素 显著 上 升 . 这 就 意味 着 ， 如 果 它 要 匹配 自己 的 友 方 战略 目标 ， 曲 线 
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y 二 (x) 必须 较 以 前 更 加 急剧 地 升 高 ， 以 求 补 
偿 增 加 的 破坏 . 

因为 两 个 国家 都 已 经 建立 多 弹头 分 导 再 人 
运载 系统 ， 所 以 同样 的 论证 揭示 出 ， 对 于 国家 ” 初始 的 Gem 3m 
X 保 全 因素 仍旧 不 变 ， 但 交换 比例 因素 会 增 
大 ， 引 起 曲线 z= 二 g(y) 的 陡 度 升 高 (远离 y 
轴 ). 

新 的 曲线 描绘 在 图 9-11 中 ， 因 为 截 距 值 
zo 和 y。 降低 与 曲线 的 斜率 变化 相互 结合 ， 而 
对 于 相交 点 新 的 位 置 产生 不 同 的 影响 ， 所 以 ， 
从 图 形 分 析 确定 最 低 导弹 数目 实际 上 上 升 或 下 图 9-11 两 个 国家 在 每 枚 导弹 上 使 用 多 个 分 导弹 头 
降 是 困难 的 ， 这 个 分 析 显 示 图 表 模 型 的 一 种 局 
限 性 ， 为 了 确定 平衡 点 (z%，y) 的 位 置 还 需要 更 加 详细 的 分 析 以 及 更 加 精确 的 涉及 到 两 个 国 
家 的 武器 效力 和 技术 能 力 的 信息 (连同 其 他 因素 ， 比 如 和 军事 情报 ). 国 


例 4 再 论 多 弹头 分 导 再 入 运载 系统 : 弹头 计数 


虽然 我 们 不 能 预测 多 弹头 对 于 例 3 中 每 一 方 需要 的 最 低 导 弹 数目 的 影响 ， 但 我 们 可 以 分 析 
在 这 个 例子 的 战略 中 弹头 的 总 数 ， 现在， 设 x 和 y 表示 国家 X 和 国家 Y 分 别 拥有 的 弹头 数 . 
像 以 前 一 样 ， 每 个 国家 为 了 给 予 敌 人 无 法 承受 
的 伤害 ， 所 需要 的 弹头 数 保持 在 z。 和 y。 水 
平 ， 而且， 由 于 每 个 弹头 装 在 一 枚 导弹 上 ， 它 
的 保全 机 会 与 导弹 相同 ， 所 以 ， 对 于 每 个 国家 
保全 因素 是 不 变 的 . 

我 们 来 检测 对 于 国家 Y， 交 换 比 例 因 素 会 
发 生 什 么 变化 ， 从 国家 X 射 人 的 一 枚 导弹 上 
释放 的 一 个 单一 的 弹头 现在 拥有 摧毁 国家 Y 
的 弹头 中 的 16 个 而 不 是 仅仅 1 个 的 能 力 ， 因 
为 所 有 这 些 弹头 集中 安装 在 射 人 弹头 瞄准 攻击 
的 单一 导弹 上 .对 于 国家 Y， 交换 比 例 的 增 大 
导致 曲线 y= f(x) 陡 度 的 急剧 上 升 . 同样 的 论 ”图 912 在 每 枚 导弹 上 的 多 弹头 提升 每 一 方 需求 


- 
mm 
区 
em 
人 


Co ym) 的 两 
个 可 能 位 加 


证 适用 于 对 于 国家 X 的 交换 比例 因素 ， 所 以 ， 的 弹头 总 数 

曲线 x 一 g(y) 的 陡 度 也 上 升 .新 的 曲线 显示 在 图 9-12 中 .请 注意 ， 如 果 多 弹头 引用 在 每 一 枚 

导弹 上 ， 两 个 国家 就 需要 更 多 的 弹头 ， 因 为 在 图 9-12 中 zx>zs 和 >y, 国 
习题 


1. 试 分 析 以 下 的 每 个 战略 对 于 军备 竞赛 的 影响 ，- 
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(a) 国 家 X 通过 使 用 一 种 较 好 的 制导 系统 提高 导弹 的 精确 度 . 

(b) 国 家 X 提高 导弹 的 有 效 负载 (破坏 威力 ) 又 没有 牺牲 精确 度 . 

(c) 国 家 X 能 使 其 导弹 在 飞行 中 重新 瞄准 它 以 前 的 弹头 未 能 摧毁 的 敌 方 导弹 ， 
(d) 国 家 Y 使 用 海上 发 射 的 弹道 导弹 . 

(e) 国 家 的 武器 库 中 增添 远程 洲际 又 炸 机 . 

(人 国家 XX 发 展 尖端 于 扰 设 备 ， 显 著 地 提高 使 国家 Y 的 导弹 制导 系统 失效 的 概率 . 

2. 讨论 在 建立 核 军 备 竞赛 模型 中 间 所 用 假设 的 合适 程度 . 如 果 每 个 国家 相信 其 他 国家 也 
在 奉行 友 方 战略 ， 对 于 导弹 枚 数 的 影响 是 什么 x 有 可 能 裁军 吗 ? 

3. 假设 每 一 方正 在 奉行 敌 方 战 略 ， 在 此 基础 上 建立 图 表 模 型 ， 也 就 是 ， 每 一 方 要 求 挫 毁 
对 方 导 弹力 量 的 第 一 次 打击 能 力 . 如果 国家 X 现在 引入 反弹 道 导 弹 ， 对 于 军备 竞赛 的 
影响 是 什么 ? 

4. 试 讨论 ， 你 会 如 何 着 手 证 实 核 军备 竞赛 模型 的 有 效 性 . 你 会 收集 什么 样 的 数据 ? 有 可 
能 得 到 这 些 数据 吗 ? 

. 在 方程 (9-6) 中 运用 极 坐 标 代 换 z 王 rcosg 和 y 一 rsing 证 明 ， 对 于 每 个 固定 的 9 而 言 ，y。 加 
们 导致 > 加 倍 ， 试 证 明 ， 如 果 y。 上 升 ， 那么 ， 曲 线 y= f(z) 会 随 着 斜率 增加 向 上 移动 . 


oO! 


9. 2 对 分 阶段 军备 竞赛 建立 模型 


我 们 再 次 假定 两 个 国家 ， 国 家 X 和 国家 Y， 正 在 忙于 军备 竞赛 . 每 个 国家 遵从 一 种 感慨 战 
略 ， 要 求 自身 拥有 给 定数 量 的 武器 来 威慑 敌人 (予以 无 法 承受 的 伤害 )， 即 使 敌人 根本 没有 武 
器 ， 在 这 种 战略 下 ， 随 着 敌人 增添 武器 ， 友 方 力 量 会 按照 其 攻击 武器 数量 的 某 个 百分数 提高 军 
备 投 资 ， 这 取决 于 它 对 于 敌 方 武器 有 效 性 的 了 解 . 

假定 ， 国 家 Y 相信 和 需要 120 件 武 器 威慑 敌人 . 更 进一步 ， 对 于 国家 大 拥有 的 每 2 件 武 
器 ， 国 家 Y 相信 需要 增添 1 件 补充 的 武器 (为 了 保证 在 国家 X 的 打击 之 后 有 120 件 武 器 得 以 
保全 )， 这 样 ， 国 家 Y 需要 的 武器 数量 (y 件 ) 作 为 它 所 相信 国家 X 拥有 武器 的 数量 (x 件 ) 的 
函数 是 


y= 120 十 方 z 
现在 假定 ， 国 家 X 正在 奉行 相似 的 战略 ， 相 信 需 要 60 件 武器 ， 即 使 国家 了 根本 没有 武器 ， 更 


进一步 ， 对 于 它 相信 国家 Y 拥有 的 每 3 件 武器 ， 国 家 X 相信 ， 它 必须 增添 1 件 武器 . 这样， 
国家 X 需要 的 武器 数量 zx 作为 它 所 相信 国家 Y 拥有 的 武器 数量 y 的 函数 是 


xz 一 60 十 村? 
军备 竞赛 怎样 进行 下 去 呢 ? 
一 种 图 形 解法 
一 开始 假设 (阶段 n= 二 0)， 国 家 Y 和 X 不 认为 对 方 拥 有 军备 ， 于 是 (阶段 n=1)， 它 们 分 别 
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建造 120 件 武器 和 60 件 武器 ， 现 在 假设 ， 每 一 方 都 有 完善 的 情报 ， 也 就 是 ， 每 一 方 都 知道 对 


方 业已 建造 了 武器 .在 下 一 阶段 (阶段 x 二 2)， 国 家 Y 增加 其 投资 到 150 件 武器 : 
y = 120 十 去 (60) = 150 武器 

类 似 地 ， 国 家 X 注意 到 国家 了 在 前 一 阶段 拥有 120 件 武器 ， 而 增加 其 投资 到 100 件 武器 : 
z 一 60 十 卫 (120) 一 100 武器 


军备 竞赛 会 在 接 下 来 的 阶段 中 动态 地 进行 下 去 ， 在 每 个 阶段 一 个 国家 依据 敌 方 在 上 一 阶段 的 实 
力 来 调整 其 投资 ， 在 阶段 "一 3， 国 家 Y 认识 到 国家 X 现在 有 100 件 武器 ， 并 且 通过 增加 投资 
到 > 一 120 十 却 (100) 一 170 做 出 反应 ， 类 似 地 ， 国 家 X 增加 其 投资 到 二 60 十 二 (150) = 110 


如 果 我 们 令 n 代表 军备 竞赛 的 阶段 ， 请 自行 验证 ， 下 面 的 表格 说 明 在 我 们 做 出 的 假设 下 ， 军 备 
竞赛 的 武器 增长 ; 


国家 工 
国家 XX 


120 150 170 175 178 
0 60 100 110 117 118 


请 注意 ， 军 备 竞 赛 中 的 武器 增长 似乎 是 在 减弱 ， 国 家 Y 需要 的 武器 数量 看 来 大 体 上 接近 
180 件 ， 而 国家 XX 好 像 近 似 地 接近 120 件 武器 (图 9-13 和 图 9-14)， 这 个 模型 实际 上 预言 本 音 
较 早 建立 的 模型 中 提 到 的 平衡 点 将 会 达到 吗 ? 这 个 平衡 位 置 ， 在 每 一 方 初始 拥有 的 武器 数量 微 
小 变化 几乎 不 引起 最 终结 果 改 变 的 条 件 下 ， 是 稳定 的 吗 ? 这 个 结果 对 于 模型 系数 的 改变 敏感 
吗 ? 下 面 ， 我 们 建立 -一 个 动力 系统 来 回答 这 些 问题 . 


x( 武 器 ) (武器 ) 


图 9-13 军备 竞赛 的 动态 特性 
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国家 儿 阶 段 1 


180 (120, 180) = (xm， ym) 
mw | 2 ns 
有 

pa 国家 多 阶段 3 


国家 多 阶段 2 
国家 多 阶段 


图 9-14 对 于 每 个 国家 的 军备 竞赛 曲线 


军备 竞赛 作为 动力 系统 模型 的 数值 解 


使 用 9. 1 节 中 引入 的 记号 ， 
设 >” 三 阶段 ( 几 年 , 几 十 年 ,财政 周期 ,等 等 ) 
z, 一 国家 X 在 ”阶段 拥有 的 武器 数目 
ys 三 国家 Y 在 ”阶段 拥有 的 武器 数目 
那么 ， 我 们 的 假设 意味 着 在 n 十 1 阶段 
yo 一 120 十 方 z 
(9-7) 
这 中 1 60 十 诗 y 
且 有 
Xo 一 0 
Yo ==0 
我 们 回想 一 下 ， 数 值 x 和 >y。 叫做 初始 值 ， 连 同系 数 寺 和 工 一 起 ， 它 们 是 终究 要 变动 的 参 


数 ， 以 求 确定 预测 的 敏感 度 ， 在 表格 9-1 中 ， 我 们 对 于 模型 和 方程 (9-7) 的 初始 条 件 展示 一 组 
数值 解 . 


表 9-1 方程 (9-7) 的 数值 解 


n Tn 

0 119. 9537 179. 9537 
1 60 119. 9846 179. 9769 
2 100 119. 9923 179. 9923 
3 110 119. 9974 179. 9961 
4 116. 6667 119. 9987 179. 9987 
5 118. 3333 178. 3333 . 119. 9996 179. 9994 
6 119. 4444 179. 1667 119. 9998 179. 9998 
7 119. 7222 179. 7222 119. 9999 179. 9999 
8 119. 9074 179. 8611 120 180 


如 果 两 个 国家 从 高 于 最 低 数量 的 导弹 枚 数 起 步 ， 会 发 生 什 么 呢 ? 例如 ， 如 果 国 家 和 X 从 100 


起 始 而 国家 Y 从 200 起 始 ， 又 会 怎样 ? 我 们 的 模型 变 为 


yr 一 120 十 诗 式 


(9-8) 
a 60 十 总 
且 有 
证 0 二- 100 
yo 一 200 


达到 平衡 点 ， 还 是 出 现 失控 的 增长 ? 在 9. 2 节 习 题 中 ， 我 们 请 读者 探查 由 方程 (9-8) 预 测 
的 长 期 性 能 、 军 备 竞赛 对 于 不 同 初始 值 的 稳定 性 和 其 他 参数 (国家 X 和 了 的 保全 系数 ). 


习题 


1. 对 方程 (9-8) 构 造 一 个 数值 解法 . 
(a) 夯 出 计算 结果 的 图 形 . 
(b) 平 衡 点 达到 了 吗 ? 
(co) 试 一 试 其 他 开始 值 ， 你 认为 平衡 点 是 稳定 的 吗 ? 
(d) 对 于 国家 X 和 Y 的 保全 系数 ， 探 察 其 他 取 值 ， 说 明 你 的 结果 . 
2. 我 们 从 9. 1 节 联 想到 ， 军备 竞赛 的 平衡 值 要 求 zf 一 Ze 和 yi 一 同时 成 立 . 对 于 方 
程 (9-7) 存 在 平衡 值 吗 ? 若 存 在 ， 请 把 它 求 出 来 . 


研究 课题 


对 于 课题 1 一 4， 完 成 所 引用 的 UMAP 教学 单元 中 的 要 求 ， 并 且 为 课堂 讨论 准备 一 个 简短 摘要 . 
1.“ 资 源 分 配 ”"， 由 Harry M.Schey 执笔 ， 教 学 单元 UMAP 60-62. 作者 探讨 一 个 图 表 模 
型 ， 可 以 用 来 估量 资源 分 配 . 对 适用 于 资源 分 配 经 济 学 的 衍生 方案 所 做 的 几何 解释 ， 这 个 教学 
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单元 提供 一 个 优秀 的 述评 ”有关 导 数 和 定 积分 的 数值 计算 也 有 讨论 . 

.2.“ 核 威慑 ”， 由 Harvey A. Smith 执笔 UMAP 327. 作者 分 析 军 备 竞赛 的 稳定 性 ， 假 设 
目标 与 Taylor 将 军 的 建议 类 似 ， 这 个 教学 单元 运用 随机 变量 建立 解析 的 模型 ， 需 要 了 解 初等 
概率 论 的 知识 .. 

3.“ 军 备 竞赛 的 几何 学 ”， 由 Steven J. Brams，Morton D. Davis 和 Philip D. Straffin, Jr. 
: 合 著 ，UMAP 311， 这 个 教学 单元 通过 引进 初等 对 策 论 分 析 双 方 裁军 的 可 能 性 .若干 有 趣 的 结 
论 与 国家 X 侦 测 国家 Y 的 意图 的 能 力 相 关 ( 反 之 亦 然 ). 

4.“Richardson 军备 竞赛 模型 ”， 由 Dina A. Zinnes, John V. Gillespie 和 G，S. Tahim 合 
著 ，UMAP 308. 依据 经 典 的 Lewis Fry Richardson 假设 建立 一 个 模型 ， 采 用 了 差分 方程 


进一步 阅读 的 材料 


1 Saaty, Thomas L. Mathematical Models of Arms Control and Disarmament. New York: 
Wiley, 1968. 

2 Schrodt, Philip A. “Predicting Wars with the Richardson Arms-Race Model.” BYTE 7， 
no. 7(July 1982) ，108 一 134. 

3 Wallace, Michael D. “Arms Races and Escalation; Some New Evidence. ”In Ezplaining 
War, edited by J. David Singer, pp. 240 一 252. Beverly Hills, CA: Sage, 1979. 


9.3 管理 不 可 再 生 资 源 : 能 源 危机 


在 20 世纪 ， 美 国 已 经 近乎 完全 依赖 于 不 可 再 生 能 源 ， 石 油 和 天 然 气 约 占 全 国 燃料 的 四 分 
之 三 ， 而 且 接近 一 半 的 原油 来 自 外 国 的 资源 ， 石 油 输出 国 组 织 的 形成 已 经 引起 若干 分 析 家 对 供 
给 安全 性 的 担忧 ， 特 别 是 在 政治 动荡 期 间 ， 可 能 会 受到 限制 供应 外 国 石油 的 威胁 ， 比 如 禁止 石 
油 出 口 ， 因 而 ， 存 在 若干 节省 能 量 的 重要 尝试 ， 以 求 降低 长 期 石油 消耗 也 有 的 研究 目的 在 于 
短期 节 油 ， 以 求 在 危机 形势 下 转危为安 . 

Te en 
地 加 油 站 售 出 的 每 加 仑 汽油 征收 附加 税 。 大 体 上 ， 这 个 方案 背后 的 想法 是 ， 汽 油 公 司 将 会 按照 税 
额 总 额 提 高 每 加 仑 的 价格 而 把 附加 税 转移 到 消费 者 身上 ， 因 此 ， 理 所 当然 ， 由 于 价格 较 高 ， 消 费 
者 会 减少 汽油 消耗 ， 我 们 来 研究 这 个 建议 ， 着 手 建立 一 个 图 表 模 型 并 且 定 性 地 处 理 下 面 的 问题 ， 

1) 附 加 税 对 于 短期 和 长 期 消费 者 需求 的 影响 是 什么 ? 

2) 谁 在 实际 上 缴纳 附加 税 一 一 消费 者 还 是 石油 公司 ? 

3) 附 加 税 促使 通货 膨胀 吗 ? 

更 加 简要 地 说 ， 问 题 是 确定 附加 税 对 于 市 场 价格 和 消费 者 汽油 需求 的 影响 ， 在 下 面 的 分 析 
中 ， 我 们 力求 对 于 本 问题 所 涉及 的 各 种 基本 因素 得 到 一 一 个 定性 的 理解 。 为 此 ， 也 更 是 由 于 难以 
得 到 精确 的 数据 ， 图 形 分 析 是 很 好 的 办 法 . 我们 从 图 象 分 析 若 干 相关 的 普通 经 济 原理 开始 ， 在 
随后 几 节 中 ， 我 们 解释 图 表 模 型 应 用 于 石油 场合 的 几 个 结论 . 
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构造 一 个 图 表 模 型 


假设 在 大 型 竞争 企业 中 一 个 公司 只 是 生产 单一 的 产品 ， 公 司 面临 的 一 个 问题 是 ， 生 产 多 少 
单元 才 会 使 得 利润 最 高 .假定 讨论 中 的 企业 如 此 之 大 ， 以 致 任何 特定 公司 的 生产 对 于 市 场 价格 
没有 显著 的 影响 ， 因 而， 这 个 公司 可 以 自行 把 产品 价格 定 为 不 变 的 ， 而 只 须 考虑 价格 和 生产 该 
产品 中 的 公司 成 本 之 间 的 差额 .单独 的 公司 要 处 理 固定 成 本 ， 这 与 涉及 宽阔 生产 层次 的 生产 总 
量 无 关 ， 这 些 成 本 包括 租金 和 公用 事业 设施 、 装 备 资 本 化 成 本 以 及 管理 成 本 ， 可 变 成 本 依赖 于 
生产 的 数量 .可 变 成 本 包括 原料 成 本 、 税 收 和 劳动 力 ， 当 固定 成 本 除 以 生产 数量 时 ， 就 会 得 到 
每 个 单元 分 摊 的 份额 ， 当 生产 水 平 低下 时 ， 这 个 每 单元 份额 是 相对 较 高 的 ， 不 过 ， 随 着 生产 水 
平 提高 ， 不 仪 面 定 成 本 的 每 单元 份额 降低 ， 而 且 规 模 经 济 ( 比 如 以 折扣 的 价格 大 量 购买 原料 ) 往 
往 会 减少 某 些 可 变 成 本 的 费用 . 终于 ， 业 已 达到 的 生产 水 
平 使 公司 的 生产 力 趋 于 饱和 ， 在 这 个 点 上 ， 公 司 面临 补充 
新 的 和 雇员、 支付 加 班 费 或 者 使 追加 的 机 器 或 类 似 的 成 本 变 
为 资本 ， 既 然 生产 水 平 过 低 或 者 过 高 时 每 单元 成 本 趋向 于 
相对 偏 高 ， 人 们 直觉 地 期 望 存在 一 个 生产 水 平 a" ,在 所 涉 
及 的 范围 内 产 出 最 高 的 利润 .图 9-15 中 说 明了 这 个 想法 . 


接 下 来 ， 我 们 从 数学 上 考虑 g* 的 特征 . ed 
在 给 定 的 生产 水 平 9 上 ， 总 利润 TP(g) 是 总 收益 
TR(g) 和 总 成 本 TC(g) 之 间 的 差 、 也 就 是 ， 图 9-15 利润 在 9 处 最 高 


TP(g) = TR(g) — TC(g) 

相对 最 大 值 存在 的 必要 条 件 是 ，TP 关于 g 的 导数 必须 为 0， 

a TP' = TR’— TC’=0 

或 者 在 最 大 利润 的 生产 水 平 g* 处 ， , 

TR’'(g* ) = TC’(g’) (9-9) 

于 是 ， 在 q* 处 作为 必要 条 件 有 : 总 收益 曲线 的 斜率 等 于 总 成 本 曲线 的 斜率 ， 这 个 条 件 描绘 在 
图 9-16 中 . 、 

我 们 从 经 济 角 度 来 解释 导数 TR' 和 TC' 的 含义 ， 由 导数 定义 ， 


TR’(g) ~ TR(g++ Ag)— TR(g) 
Ad 


对 于 小 的 Ag 成 立 ， 这 样 ， 如 果 Ag， 你 可 以 看 到 TR'(g) 近 似 于 TR(q 十 1) ， 是 售 出 下 一 个 单元 
产生 的 收益 ， 或 者 称 为 第 9 十 1 个 单元 的 边际 收益 ， 因 为 总 的 收益 就 是 每 个 单元 的 价格 乘 以 单 
元 的 个 数 ， 由 此 得 到 ， 第 9 十 1 个 单元 的 边际 收益 是 该 单元 的 价格 去 掉 由 价格 折扣 导致 的 先前 
各 单元 所 损失 的 收益 ( 见 问题 4)， 类 似 地 ，TC’(g) 表 示 第 g 十 1 个 单元 的 边际 成 本 ， 也 就 是 ， 
改变 产 出 而 再 增添 一 个 单元 所 需 的 附加 成 本 .如 果 用 这 些 新 的 术语 对 方程 (9-9) 加 以 解释 ， 那 
么 ， 最 大 利润 出 现在 9" 处 的 必要 条 件 是 ， 边 际 收益 等 于 边际 成 本 ， 

MR(g’* ) = MC(q  ) (9-10) 
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总 收益 和 总 成 本 


图 9-16 总 成 本 和 总 收益 曲线 的 斜率 在 gq 处 相等 


对 于 由 方程 (9-9) 定 义 的 成 为 相对 最 大 的 临界 点 ， 
其 充分 条 件 是 二 阶 导数 为 负 ， 因为 TP' 王 MR 一 MC， 
我 们 有 
TP'(9  ) = MR’'(g')— MC’'(g*)<0 
或 者 
MR’(g' ) < MC’(g*) (9-11) 
这 个 不 等 式 意味 着 ， 在 最 大 利润 的 水 平 gq* 处 ， 边 际 
收益 曲线 的 斜率 小 于 边际 成 本 曲线 的 斜率 .结果 ' 
(9-10) 和 (9-11) 合 在 一 起 表明 ， 边 际 收益 和 边际 成 本 | 
曲线 相交 在 a* 处 ,其 中 边际 成 本 曲线 上 升 得 更 快 . 
这 些 结果 在 图 9-17 中 有 所 说 明 . 


解释 图 表 模 型 


现在 ， 我 们 来 解释 由 图 9-17 所 说 明 的 图 表 模 型 . MR 曲线 表示 由 售 出 的 下 一 个 单元 所 产生 
的 收益 ， 这 条 曲线 画 成 水 平 的 ， 因 为 在 大 型 竞争 性 企业 中 ， 一 个 特定 公司 生产 的 总 量 很 难 影响 
市 场 价格 ， 所 以 ， 不 存在 由 价格 折扣 导致 的 先前 各 单元 的 收益 损失 这样，MR 曲线 表示 (不 
变 的 ) 产 品 价格 .给 定 一 个 由 整个 企业 和 汇集 的 消费 者 需求 确定 的 市 场 价格 ， 致 力 于 使 利润 最 
高 的 公司 会 继续 生产 产品 单元 ， 直 到 生产 下 一 个 单元 的 成 本 超过 其 市 场 价格 .请 说 明 ， 这 个 状 
况 正 是 图 9-17 中 的 图 表 模 型 所 提供 的 . 


MR 


边际 收益 和 边际 成 本 


* 数量 9 


图 9-17 在 gq' 处 有 , MR=MC 有 目 MR'<MC 


习题 


1. 从 数学 上 证 明 ， 并 从 经 济 上 解释 图 9-18 给 出 的 用 于 公司 分 析 的 图 表 模 型 ， 这 个 模型 的 
基本 假设 是 什么 ? 
2. 证 明 : 要 使 总 利润 达到 相对 最 小 ，MR 一 MC 而 且 MC' 一 MR' 
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3. 假设 大 型 竞争 性 企业 是 石油 工业 ， 而 且 企 业 中 的 公司 是 加 油 站 . 图 9-17 中 所 画 的 模型 
在 多 大 程度 上 反映 加 油 站 的 真实 情况 ?你 要 怎样 调整 图 表 模 型 来 进行 改进 ? 

4. 验证 下 面 的 结果 ; 第 g 十 1 个 单元 的 边际 收益 等 于 该 单元 的 价格 减 去 由 价格 折扣 导致 的 
先前 各 单元 的 收益 损失 . 


$ 


总 利润 


总 收益 /成 本 


o a 数量 


b) 总 利润 等 于 总 收益 减 去 总 成 本 


边际 收益 /成 本 


q* 数量 
” ©) 边际 收益 和 边际 成 本 曲线 


图 9-18 用 于 公司 分 析 的 图 表 模 型 


9. 4 ”税收 对 于 能 源 危机 的 影响 


我 们 假定 ， 一 个 公司 目前 正在 设法 使 利润 达到 最 高 ， 也 就 是 ， 给 定 市 场 价格 MR， 如 同 图 
9-17 所 指明 的 ， 公 司 生产 9 个 单元 ， 进 一 步 假 设 ， 对 于 每 个 售 出 的 单元 征 税 ， 因 为 公司 要 为 
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每 个 售 出 单元 向 政府 交纳 一 定量 税 款 ， 所 以 ， 对 于 公司 每 个 单元 的 边际 成 本 就 增加 了 这 个 税 款 
数量 ， 在 几何 图 像 上 ， 这 意味 着 边际 成 本 曲线 向 上 移动 了 税 款 量 那么 多 ， 我 们 暂且 假定 ， 整 个 
企业 能 够 通过 直接 把 税 款 加 在 每 个 单元 的 价格 上 $ 


来 提升 市 场 价格 ， 在 这 个 条 件 下 ，MR 曲线 也 向 359 
上 移动 税 款 量 那么 多 ， 这 个 情况 画 在 图 9-19 中 ivc 

从 图像 看 出 ， 最 优生 产 数 量 依然 是 ， 从而, 这 鱼 | 

个 模型 不 能 预测 出 由 税收 导致 的 生产 变化 . 更 加 。 六 Ww 


确切 地 说 ,公司 将 生产 同样 的 数量 ， 但 标 上 较 高 
的 价格 ， 因 而 促使 通货 膨胀 ， 还 可 以 看 出 ， 正 是 
价格 上 升 使 得 消费 者 完全 支付 了 税 款 总 和 . 

图 9-19 中 模型 的 不 足 之 处 是 ， 它 没有 揭示 _ 
出 整个 企业 是 否 能 够 以 较 高 的 价格 继续 销售 同样 ” 届 革 是 最 站 全 和 
的 数量 ， 为 了 核查 清楚 ， 我 们 需要 为 这 个 企业 建 
立 模型 ， 于 是 ， 对 于 企业 中 的 每 个 公司 考虑 该 公司 的 各 种 边际 收益 曲线 与 每 条 MC 曲线 的 交点 
(我 们 记得 ， 每 条 水 平 的 MR 曲线 相应 于 一 个 单元 的 价格 )， 对 于 一 个 公司 ， 这 个 情况 画 在 
图 9-20a 中 . L 


边际 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
案 


数量 


数量 4 


b) 企 业 


图 9-20 ”对 于 公司 愿意 在 每 个 价位 上 生产 总 量 求 和 ， 得 到 企业 的 供应 曲线 


对 于 每 种 价格 ,计算 企业 中 所 有 公司 愿意 最 优化 生产 数量 的 总 和 .这 个 求 和 过 程 对 于 整个 
企业 产生 一 条 曲线 .由 于 这 条 曲线 表示 企业 会 在 不 同 的 价位 上 供应 的 总 量 ， 称 为 供应 曲线 ， 图 
9-20b 中 画 出 一 个 例子 .定性 地 说 ， 随 着 市 场 价格 上 升 ， 企 业 乐于 生产 更 大 数量 的 产品 . 

接 下 来 ， 考 虑 对 各 种 市 场 价位 的 产品 的 总 的 消费 者 需求 ， 从 消费 者 的 观点 来 说 ， 需 求 数量 [360 

是 市 场 价格 的 函数 . 不过， 传统 上 要 把 市 场 价格 作为 需求 数量 的 函数 (图 9-21a)， 在 概念 上 ， 
对 于 每 个 价位 ， 可 以 把 单独 的 消费 者 的 各 个 需求 加 起 来 ， 大 体 上 与 绘 出 企业 供应 曲线 的 方法 相 
同 ， 这 个 求 和 过 程 在 图 9-21 中 用 图 形 加 以 表现 . 定性 地 说 ， 随 着 价格 上 升 ， 由 于 消费 者 开始 
较 少 使 用 或 者 转 而 用 更 便宜 的 产品 来 取代 ， 我 们 预期 对 于 产品 的 总 需求 会 下 降 ( 图 9-21b). 

最 后 ， 合 起 来 考虑 企业 的 供应 和 需求 曲线 .假定 两 条 曲线 相交 在 惟一 的 一 点 (9 ，p* )， 
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数量 数量 
a) 一 个 消费 者 b) 所 有 消费 者 
图 9-21 企业 的 需求 曲线 刀 表 示 对 于 各 种 价位 产品 的 汇集 需求 ， 是 个 体 
消费 者 不 同 价位 需求 的 求 和 结果 ， 注 意 该 曲线 画 成 价格 依赖 
于 数量 ， 而 不 是 倒 过 来 


正如 图 9-22 中 所 画 的 ， 如果 企 业 供 应 g' 而 且 索 
价 p" (供应 曲线 )， 那 么 ， 消 费 者 会 乐于 以 价格 
p' 购买 总 量 g* (需求 曲线 ).， 这 样 ， 在 该 价格 上 
没有 供应 过 剩 ， 这 意味 着 存在 平衡 ， 而 且 消 费 者 
和 供应 商 双方 都 满意 . 

显然 ， 一 个 企业 不 知道 关于 其 产品 的 精确 供 
应 曲线 . 所 以 ， 重 要 的 在 于 确定 ， 如 果 企 业 供应 
的 总 量 不 同 于 q* 会 发 生 什 么 事 ， 举 例 来 说 ， 假 设 
企业 供应 总 量 9 大 于 g* (图 9-23a) ， 那 么 ， 只 有 
当 价格 也 像 p, 那样 低 时 ， 消 费 者 才 愿 意 购买 q, 这 ”图 9-22 供应 和 需求 曲线 相交 给 出 一 组 消费 者 
么 多 的 产品 总 量 ， 从 而 迫使 价格 下 降 ， 可 是， 如 和 供应 商都 满意 的 市 场 价格 和 数量 
果 市 场 价格 跌 到 户 ， 企 业 只 愿意 供应 gq, 个 单元 并 
且 会 把 产量 缩减 到 这 个 水 平 ， 于 是 ， 在 产品 总 量 gq 处 ， 未 能 满足 的 消费 者 会 推动 价格 上 升 到 
名 (自行 验证 ， 这 个 过 程 收敛 到 图 9-23a 中 的 (g* ，p" ) 点 ， 在 这 里 ， 供 应 曲线 比 需求 曲线 更 
陡 )， 在 这 个 情况 下 ， 市 场 力量 实际 上 把 供应 和 需求 推 向 平衡 点 ， 另 一 方面 ， 考 虑 图 9-23b， 其 
中 供应 曲线 比 需求 曲线 更 加 平缓 .在 这 个 场合 下 ， 平 衡 点 (9 ， p" ) 将 不 能 由 上 述 迭 代 过 程 达 
到 . 不同 的 是 ， 伴 随 着 企业 和 消费 者 对 平衡 点 的 寻求 ， 可 能 会 在 供应 总 量 和 市 场 价格 中 出 现 杂 
乱 的 震荡 (从 图 9-23b 自行 验证 ， 当 供应 曲线 不 像 需 求 曲 线 一 样 陡 时 ,平衡 点 难以 达到 ). 

需求 曲线 在 g* 处 是 陡峭 的 ， 这 时 价格 p* 上 升 ， 而 消费 者 不 能 在 短暂 的 寻求 中 转换 到 另外 
的 产品 ， 水 和 电力 就 是 这 类 对 于 今日 消费 者 不 可 或 缺 的 产品 的 例子 . 供应 曲线 在 % 处 是 陡峭 
的 ， 当 时 企业 不 能 供应 更 多 的 产品 ， 除非 它 承 受 重 大 的 附加 成 本 而 引起 p* 的 急剧 上 升 ， 当 企 
业 运 行 于 满 负 荷 供应 的 状态 上 ， 而 对 于 产品 的 需求 急剧 上 升 时 ， 就 会 发 生 这 种 情况 . 处 在 这 个 
关头 ， 企 业 必 须 提 高 它 的 成 本 (例如 ， 着 手 把 追 加 的 机 器 变 为 资本 或 者 雇用 新 的 雇员 ) ， 而 且 这 
些 成 本 会 以 价格 上 升 的 形式 转移 到 消费 者 身上 ， 美 国 加 州 在 2000 和 2001 年 间 的 电能 危机 就 是 
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92 ql 数量 
a) 供 应 比 需求 曲线 陡 b) 需 求 比 供应 曲线 陡 


图 9-23 ”达到 供求 平衡 点 的 难 易 程度 取决 于 供求 曲线 的 相对 斜率 


这 样 的 例子 . 

现在 来 考虑 税收 对 于 供应 和 需求 曲线 的 影响 ， 假 设 一 家 特定 的 企业 运行 在 平衡 市 场 状 态 
(gq"，p" )， 此 时 一 种 税 款 附 加 在 售 出 的 每 个 产品 单元 上 . 由 于 每 个 公司 必须 向 政府 纳税 ， 每 
条 边际 成 本 曲线 都 向 上 移动 税 款 量 那样 多 (图 9-19). 这 些 单独 的 移动 引起 企业 的 汇集 供应 曲 
线 也 向 上 移动 税 款 量 那样 多 。 这 个 现象 画 在 图 9-24 中 、 如 果 在 需求 曲线 这 方面 没有 移动 的 理 
由 ， 那么， 需求 曲线 与 新 的 供应 曲线 的 交点 向 左上 方 移动 到 一 个 新 的 平衡 点 (g, ，p, ) ， 标 示 着 
平衡 市 场 价格 方面 的 上 升 ， 同 时 ， 市 场 产 品 数量 方面 相应 下 降 . 更 进一步 ， 我 们 从 图 9-24 注 
意 到 ， 价 格 的 上 升 ，p1 一 p" ， 低 于 税 款 . 从而， 这 个 模型 预测 ， 消 费 者 和 企业 分 担 税 款 ， 请 
细心 研究 图 9-24 并 且 自行 验证 ， 在 平衡 点 处 消费 者 支付 的 税 款 份额 和 供应 数量 的 相对 缩减 依 
赖 于 供应 和 需求 曲线 在 征 税 时 的 斜率 . 


$ 新 的 供应 曲线 


图 9-24 ”附加 在 每 件 售 出 产品 上 的 税 款 引 起 生产 数量 降低 和 价格 上 升 
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习题 


1. 证 明 ， 当 需求 曲线 很 陡 时 ， 对 每 件 售 出 产品 征收 的 税 款 将 会 主要 落 在 消费 者 身上 ， 如 
果 需 求 曲线 更 加 接近 水 平 ， 试 证 明 ， 税 款 大 部 分 由 企业 支付 。 如 果 供 应 曲线 很 陡 会 怎 
样 ? 如 果 供 应 曲线 接近 水 平 又 会 怎样 ? 

2. 考虑 石油 企业 .讨论 那些 使 得 需求 曲线 接近 平衡 点 处 陡峭 的 条 件 ， 使 得 需求 曲线 更 为 
水 平 (或 者 平 直 ) 的 情况 是 什么 ? 

3. 评论 下 面 的 引文 : 


乍 看 起 来 ， 税 收 对 于 商品 的 影响 似乎 是 面向 消费 者 提升 价格 ， 但 是 ， 价 格 担 升 将 会 减少 需求 ， 而 降低 的 
需求 又 会 使 价格 下 跌 . 所 以 ， 归根结底 不 能 肯定 ,税收 将 会 真正 地 提高 价格 9. 


. 假定 政府 对 生产 者 生产 的 每 个 产品 单元 支付 贴补 以 代替 征 税 ， 讨论 对 于 供应 和 需求 曲 
363 线 平衡 点 的 影响 ， 对 新 的 价格 和 新 的 产品 数量 会 发 生 什么 事 ? 试 讨论 消费 者 和 企业 所 
得 的 利益 份额 怎样 依赖 于 贴补 时 刻 供应 和 需求 曲线 的 斜率 ( 见 问 题 1). 


9.5 汽油 短缺 和 税收 


现在 ， 我 们 来 考虑 能 源 危 机 .假设 石油 进口 短缺 在 某 个 时 候 存在 ， 这 时 ， 绝 大 多 数 居民 依 
赖 于 汽车 上 班 ， 而 且 没 有 另外 的 大 规模 的 运输 系统 可 供 直接 使 用 ， 还 要 假设 由 于 不 容易 使 用 或 
者 用 不 起 ， 大 多 数 民 众 不 能 在 短期 内 改 用 更 加 节省 燃料 的 小 汽车 ， 这 些 假设 定性 地 勾画 出 二 条 
需求 曲线 ， 它 在 一 个 宽阔 的 数值 范围 内 是 陡峭 的 .因为 要 上 班 ， 消 费 者 将 忍受 价格 暴涨 ， 直 到 
因 乘 车 需求 而 显著 地 削减 下 来 . 当然， 最 终 会 达 
到 一 个 价位 ， 消 费 者 再 也 不 用 为 了 上 班 而 予以 承 
受 ， 这 条 需求 曲线 勾画 在 图 9-25 中 . 请 留意 ， 内 
随 着 9 上 升 ， 消 费 者 进 和 人 了 补充 汽油 用 于 休闲 的 。 色 
区 域 ， 在 这 样 的 平 直 区 域内 消费 者 对 于 价格 变化 
是 最 敏感 的 . 

接 下 来 ， 我 们 考虑 石油 企业 的 供应 曲线 ， 如 
果 国 外 石油 的 短缺 确 非 始 料 所 及 ,企业 将 最 为 可 7 
能 谋求 发 现 或 者 开发 男 外 的 石油 来 源 ， 可 能 的 
是 ,企业 将 被 迫 转向 更 加 昂贵 的 来 源 以 求 提 供与 
短缺 之 前 相同 的 数量 ， 更 进一步 说 ， 在 短期 内 ， . 
石油 企业 将 对 于 价格 更 加 敏感 ， 因 为 要 在 供应 方 9 
面 实现 迅即 的 提高 是 非常 困难 的 ， 这 些 讨论 意 昧 

B86 ”着 供应 曲线 向 上 移动 ， 也 会 变 得 更 加 竖 直 ， 请 研 


RS 


D 基本 生活 需求 5" 


图 9-25 短 时 期 内 汽油 需求 曲线 多 半 会 是 
相当 陡 的 


©O H.D. Henderson, Supply and Demand, P. 22. Chicago: University of Chicago Press. 1958. 
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究 图 9-25 并 且 自 行 验证 ， 如 果 需 求 曲 线 是 陡峭 的 ， 显 著 的 价格 上 升 可 能 会 到 来 ， 但 是 ， 供 应 
曲线 会 明显 地 发 生 移动 ， 从 而 较 大 地 降低 需求 .请 确定 ， 在 图 9-25 中 新 的 平衡 点 是 否 容易 
达到 . 

现在 ， 考 虚 画 在 图 9-26 中 的 供求 曲线 . 假设 ， 政 府 不 满足 于 由 供应 曲线 移动 而 导致 的 石 
油 需求 下 降 ， 因 而 ， 为 了 进一步 降低 需求 ， 它 对 每 加 仑 汽油 征 税 ， 正如 在 前 一 节 中 所 讨论 的 ， 
税收 促使 供应 曲线 向 上 移动 (图 9-26)， 如果 消 费 者 对 于 价格 不 如 企业 敏感 ， 新 的 平衡 点 将 难 
以 达到 .更 进一步 说 ， 这 个 新 的 平衡 点 意味 着 ,消费 者 将 在 价格 上 升 的 形式 下 支付 大 部 分 税 
款 . 简 而 言 之 ， 图 表 模 型 揭示 出 ， 价 格 上 的 巨大 震荡 是 很 可 能 的 ， 只 有 适度 的 需求 下 降 是 能 够 
实现 的 ， 而 消费 者 承受 税收 负担 的 大 部 分 . 


Le 


心 一 一 一 一 一 一 xz 一 一 一 


图 9-26 如果 需 求 曲 线 相对 陡峭 ， 消 费 者 支付 大 部 分 
税 款 ， 同 时 有 适度 的 需求 缩减 


国外 石油 短缺 的 长 期 影响 是 什么 ? 危机 以 后 ， 石 油 企 业 将 重新 获得 国外 石油 ， 还 有 危机 - 


期 间 开 发 的 新 来 源 ， 这 两 个 来 源 促 使 供应 曲线 向 下 移动 ， 或 许 变 得 比 国外 石油 短缺 期 间 更 加 
水 平 . 与 此 同时 ， 也 出 现 了 消费 者 需求 方面 的 变化 . 合伙 使 用 汽车 之 风 业 已 形成 ， 大 规模 运 
输 系 统 全 然 到 位 ， 而 大 多 数 民 众 已 经 改 用 节省 燃料 的 小 汽车 ， 供 求 方 面 的 这 些 变化 切实 地 
变更 了 消费 者 的 耗 油 状况 . 也 就 是 ， 对 于 相同 数量 的 汽油 ， 消 费 者 的 运作 方式 更 加 接近 
休闲 范围 ， 这 里 的 需求 曲线 是 平 直 的 (图 9-27). 供求 曲线 上 这 些 移动 的 影响 预示 较 低 的 
价格 ， 但 是 ， 从 画 在 图 9-27 中 的 定性 模型 难以 确定 ， 是 否 会 出 现 重 大 的 需求 下 降 ( 见 问 
题 1). 

最 后 ， 假 设 政府 依然 不 满意 需求 水 平 ， 并 且 进 一 步 征 税 来 降低 需求 ， 像 前 面 (图 9-28) 一 
样 ， 供 应 曲线 向 上 移动 税 款 量 那样 多 . 我们 从 图 9-28 注意 到 ， 因 为 在 初始 平衡 点 处 需求 曲线 
比 供应 曲线 更 加 水 平 ， 所 以 ， 由 于 税收 导致 的 供应 曲线 移动 、 价 格 上 升 与 税 款 量 相 比 还 是 小 
的 .基本 上 ， 石 油 企 业 承受 这 个 税收 负担 . 此 外 请 留意 ， 具 有 这 条 较为 平 直 的 需求 曲线 ， 需 求 
下 降 是 更 加 重要 的 . 最 后 ， 新 的 平衡 位 置 更 加 容易 得 到 . 
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图 9-27 危机 以 后 需求 和 供应 曲线 移动 


图 9-28 ”如果 需求 曲线 相对 平 直 ， 则 企业 支付 税 款 
的 较 大 部 分 ， 需 求 下 降 是 更 加 显著 的 


习题 


1 


考虑 图 9-27 中 的 图 表 模型 ， 试 证 明 ， 如 果 需 求 曲线 未 能 明显 地 向 左 移动 ， 平 衡 数量 的 
上 升 可 能 在 危机 之 后 出 现 . 


. 考虑 下 面 的 情况 : 需求 是 一 条 固定 的 曲线 ， 但 有 一 个 供应 的 上 升 ， 所 以 供应 曲线 向 下 


移动 。 试 讨论 ,需求 曲线 的 斜率 怎样 影响 价格 的 变化 和 数量 的 变化 ? 价格 怎样 改变 ， 
以 及 何 时 变化 最 大 ? 何 时 变化 最 小 ? 对 于 数量 回答 类 似 的 问题 . 


. 评论 石油 企业 的 图 表 模 型 ， 列 举 几 个 被 忽略 的 主要 因素 . 哪些 基本 假设 不 满足 危机 情 


况 ? 这 个 图 表 模型 曾 帮助 你 识别 若干 关键 因素 及 其 相互 作用 吗 ? 你 会 怎样 调整 这 个 
模型 ? | 
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研究 课题 

对 于 课题 1 一 4， 完 成 所 引用 的 UMAP 教学 单元 中 的 要 求 ， 并 且 为 班级 讨论 准备 一 个 简短 
摘要 . 

1.“ 和 微分、 曲线 草图 和 成 本 函数 ,” 由 Christopher H，Nevison 执笔 ，UMAP 376， 在 这 个 
教学 单元 中 ， 利 用 初等 微 积 分 对 一 个 公司 的 成 本 和 收入 加 以 讨论 .作者 还 讨论 引用 在 本 章 中 的 
若干 经 济 思想 . 

2.“ 价 格 歧视 (price discrimination) 和 消费 者 剩余 : 微 积 分 对 经 济 学 的 应 用 ,” 由 
Christopher 再 . Nevison 执笔 UMAP 294. 在 一 个 竞争 性 的 市 场 中 对 这 个 教学 单元 的 主题 进 
行 分 析 ， 并 且 ， 也 讨论 二 层 (twortier) 价 格 选择 .本 教学 单元 还 讨论 引用 在 本 章 中 的 若干 经 济 
思想 ， 

3“ 经 济 平 衡 : 简单 的 线性 模型 ,” 由 Philip M，Tuchinsky 执笔 ，UMAP 208， 在 这 个 教学 
单元 中 ， 构 造 线性 供求 函数 ， 而 且 对 于 一 个 生产 一 种 产品 的 企业 分 析 其 平衡 市 场 位 置 ， 这 个 结 
果 推 广 到 种 产品 .作者 还 简要 地 考虑 非 线 性 和 间断 函数 作为 结束 . 

4.“ 我 愿意 如 果 你 愿意 …… 一 个 临界 群体 模型 ,” 由 Jo AnneS. Growney 执笔 ，UMAP 539. 
给 出 一 个 图 表 模 型 ， 用 以 处 理 群 组 中 的 个 体 行为 问题 ， 此 时 ， 个 体 依 赖 于 他 或 者 她 对 于 伙伴 群 
组 成 员 行为 的 认 知 做 出 选择 . 这 个 模型 可 以 洞察 似是而非 的 状况 ， 其 中 ， 群 组 成 员 们 喜欢 一 种 
类 型 的 行为 但 实际 所 为 却 与 之 相反 . 
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引 
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我 们 经 常 能 遇 到 一 个 因 变 量 相对 于 一 个 或 多 个 自 变量 变化 率 的 有 关 信 息 ， 并 且 对 发 现 这 些 
相关 变量 的 函数 很 有 兴趣 ， 比 如 ， 若 PP 代表 一 大 群居 民 在 某 个 时 刻 t 的 人 数 ， 那 么 有 理由 假设 
人 数 随时 间 的 变化 率 依赖 于 当前 量 P 的 大 小 以 及 在 10. 1 节 中 要 讨论 的 其 他 一 些 因素 . 由 于 生态 
学 、 经 济 学 和 其 他 重要 原因 ， 我 们 希望 确定 P 和 上 之 间 的 关系 ， 从 而 用 来 预测 P。， 如果 用 P(z) 
表示 当前 的 人 口 数量 ，t 十 At 时 刻 的 人 口 数 量 为 P(t 十 At)， 那 么 在 At 期 间 人 数 的 变化 AP 由 
下 式 给 出 

AP = P(A)— PU) (10-1) 
影响 人 口 增长 的 因素 在 10. 1 节 中 详细 研究 ， 现 在 ,我 们 设想 有 一 个 简单 的 比例 关系 : APccP. 
比如 ， 迁 入 、 迁 出 、 年 龄 和 性 别 因素 都 被 忽略 ， 我 们 可 以 假设 在 单位 时 期 内 ， 出 生 人 数 和 死亡 
人 数 都 有 一 定 的 百分比 . 设 比例 常数 上 表示 单位 时 间 


的 百分比 ， 则 上 述 比例 假设 给 出 4 a 

: AP = P(t At) ~ P(t) = kPAt (10-2) 

方程 (10-2) 是 一 个 差分 方程 ， 我 们 用 它 来 处 理 离散 时 2 

间 组 情况 ， 而 没有 让 t 在 某 个 区 间 内 连续 变化 ， 此 时 en 

离散 时 间 组 能 给 出 未 来 几 年 内 在 不 同时 刻 的 种 群 数量 A 

(或 许 是 春季 产 卵 后 的 鱼 的 数量 )， 如 图 10-1， 观 察 到 四 YT 

点 (to。，P(to)) 和 点 (to 十 At，P(to 十 At)) 间 的 水 平 距 离 图 10-1 在 长 度 为 At 的 未 来 时 间 段 内 
为 At， 这 在 鱼 群 数量 增长 问题 中 表示 两 个 产 卵 期 之 间 的 种 群 数量 给 出 了 离散 点 组 


的 时 间 ， 也 可 以 是 预算 增长 问题 中 的 财政 期 的 长 度 . 
时 间 t。 表示 一 个 特别 时 刻 . 而 垂直 距离 AP 此 时 表示 了 因 变 量 的 变化 . 
假设 时 间 上 是 连续 改变 的 ， 以 便 我 们 可 利用 微 积分 .对 方程 (10-2) 两 边 除 以 At， 得 到 


AP _ PC 十 Ab 一 PCGD _ 
At Ai 


我 们 可 以 把 AP/At 从 物理 上 解释 成 P 在 时 间 段 At 上 的 平均 变化 率 ， 例 如 ，AP/At 可 以 
表示 预算 的 日 平均 增长 ， 但 在 其 他 有 些 场合 它 可 以 没有 物理 意义 ; 比如 ， 鱼 只 在 春季 产 卵 ， 谈 
鱼 群 的 日 平均 增长 率 就 没有 什么 意义 .再 来 看 图 10-1，AP/At 可 以 从 几何 上 解释 为 连结 点 (to， 
”P(to)) 和 点 (to 十 At，P(to 十 At)) 的 线段 的 斜率 .然后 让 At 趋 于 零 . 由 导数 的 定义 得 到 下 面 的 
微分 方程 


AP (10-3) 
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a At dt 
其 中 dP/dt 表示 皮 时 变化 率 ， 在 很 多 情况 下 瞬时 变化 率 有 着 确定 的 物理 意义 ， 比 如 太空 船 进 入 
海洋 后 的 热流 ， 或 者 把 汽车 速度 计 上 的 读数 作为 汽车 的 加 速度 ， 但 是 ， 对 于 有 着 离散 产 卵 期 的 
鱼 群 数量 ， 或 者 有 着 离散 财政 周期 的 预算 过 程 ， 瞬 时 变化 就 没有 什么 意义 ， 在 这 些 场合 下 用 差 
分 方程 建 模 更 合适 ,但 有 时 用 微分 方程 去 逼近 差分 方程 会 很 有 利 . 

导数 起 着 两 种 不 同 的 作用 ， 

1) 在 连续 问题 中 表示 瞬时 变化 率 . 

2) 在 离散 问题 中 允 近 平均 变化 率 . 

用 导数 去 逼近 平均 变化 率 的 好 处 在 于 ， 常 能 利用 微 积 分 来 揭示 所 求 变 量 之 间 的 函数 关系 . 
比如 ， 模 型 (10-3) 的 解 是 P= Poe* ， 其 中 P。 是 :=0 时 刻 的 种 群 数量 .但 是 ， 很 多 微分 方程 不 
容易 用 解析 方法 来 求解 ， 此 时 就 用 离散 的 方法 去 逼近 解 ， 在 10. 5 节 中 我 们 将 会 介绍 数值 方法 . 
对 于 作为 差分 方程 逼近 的 微分 方程 ， 在 求 它 的 逼近 解 时 ， 建 模 者 应 当 考虑 利用 直接 针对 有 限 差 
分 方程 的 离散 方法 ( 见 第 1 章 ). 

把 导数 解释 成 瞬时 变化 率 在 许多 建 模 的 应 用 问题 中 很 有 用 . 把 导数 从 几何 上 解释 成 曲线 切 
线 的 斜率 ， 这 也 有 助 于 构造 出 数值 解 . 我 们 来 简单 复习 一 下 这 些微 积分 中 的 重要 概念 . 


导数 作为 变化 率 


导数 起 源 于 人 们 对 运动 的 好 奇 以 及 我 们 对 运动 进一步 深入 理解 的 需要 . 寻求 行星 运动 的 规 
律 、 钟 摆 的 研究 及 其 对 钟表 制造 业 的 应 用 ， 以 及 炮弹 飞行 轨迹 的 研究 ， 这 些 问 题 激发 了 16 和 
17 世纪 的 数学 家 和 科学 家 的 智慧 ， 促 进 了 微 积 分 的 发 展 . 

为 了 引入 对 导数 的 一 种 解释 ， 我 们 考虑 一 个 质点 ， 它 与 一 个 固定 
位 置 的 距离 ; 依赖 于 时 间 上 .图 10-2 中 的 图 形 就 表示 了 距离 * 作为 时 
间 :上 的 函数 ， 而 人 ，s5) 和 (zt; ，ss) 表 示 图 上 的 两 个 点 . 

定义 At 二 ts 一 tt 和 As 王 s, 一 st， 得 到 比例 As/At， 注 意 到 这 个 比例 
代表 一 个 比率 ， 即 距离 移动 的 增 量 As 关于 某 个 时 间 的 增 量 At 之 比 ， 
这 也 就 是 说 ， 比 例 As/At 表示 问题 中 这 有 段 时 间 内 的 平均 速度 .现在 回 
忆 在 t=t, 处 运算 的 导数 ds/dt 定义 为 ; 

ds As 


EA 
在 物理 上 ， 当 At->0 时 会 发 生 什么 呢 ? 通过 对 平均 速度 的 解释 中 我 们 可 以 看 到 ， 在 每 次 用 
较 小 的 At 时 ， 我 们 总 是 在 以 4 为 左 端 点 的 愈 来 愈 小 的 区 间 上 来 计算 平均 速度 ， 直 到 在 极限 意 
义 下 得 到 := 时刻 的 瞬时 速度 ， 如 果 我 们 考虑 的 是 车 辆 的 运动 ， 这 个 瞬时 速度 就 对 应 于 (完好 
的 ) 速 度 计 在 4 时 刻 的 精确 读数 . 
更 一 般 地 ， 如 果 y= f(z) 是 可 微 函 数 ， 那 么 在 任 一 给 定点 处 的 导数 dy/dz 就 可 以 解释 为 y 
相对 于 < 在 该 点 的 皮 时 变化 率 : 把 导数 解释 为 瞬时 变化 率 在 很 多 建 模 的 应 用 问题 中 都 有 用 . 


图 10-2 


(10-4) 
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导数 作为 切线 的 斜率 


我 们 来 考虑 导数 的 另 一 种 解释 . 学 者 们 在 寻求 关于 行星 运动 规律 的 知识 时 ， 主 要 是 需要 观 
察 和 测量 天 体 ， 但 是 ， 制 作用 于 望远镜 的 透镜 是 一 项 十 分 艰巨 的 任务 . 要 把 透镜 磨 成 正确 的 曲 
率 以 得 到 想 要 的 光线 折射 率 ， 就 需要 知道 刻画 透镜 表面 曲线 的 切线 . 

我 们 来 考察 方程 (10-4) 中 的 极限 的 几何 含义 .把 s(z) 简 单 看 成 是 一 条 曲线 ， 我们 考虑 从 曲 
线 上 的 点 A(t! ，s(z1)) 发 出 的 一 组 割 线 ， 每 一 条 割 线 对 应 于 一 对 增 量 (At;，As;)， 如 图 10-3 所 
示 ， 直 线 AB、AC 和 AD 都 是 割 线 .， 当 At 一 0 时 ， 这 些 割 线 趋 近 于 曲线 在 4 点 处 的 切线 ， 因 
为 每 一 条 割 线 的 斜率 都 是 As/At， 我 们 就 可 以 把 导数 解释 为 曲线 s(1) 在 A 点 处 的 切线 的 斜率 , 
把 一 点 处 求 得 的 导数 解释 为 曲线 上 过 该 点 的 切线 的 斜率 ， 对 于 构造 数值 逼近 微分 方程 的 解 是 很 
有 用 的 .数值 通 近 的 方法 将 在 10. 5 节 中 讨论 . 


5 


图 10-3 过 4 点 的 每 条 制 线 的 斜率 逼近 曲线 在 
该 点 的 切线 的 斜率 


10. 1 人 口 增长 


18 直 纪 末 马 尔 萨 斯 (Thomas Malthus，1766 一 1834) 发 表 了 著作 《人 口 原理 》， 从 此 激发 起 
人 们 研究 人 口 增长 趋势 的 兴趣 ， 马 尔 萨 斯 在 他 的 这 本 书 里 提出 了 人 口 按 指数 增长 的 模型 ， 并 断 
言 人 口 数 量 最 终 将 超出 食物 增长 所 能 提供 的 容纳 能 力 .虽然 马尔 萨 斯 模型 的 假设 忽略 了 人 口 增 
长 中 的 一 些 重 要 因素 (因而 这 个 模型 已 证 明 对 技术 发 达 的 国家 是 不 适合 的 )， 但 是 把 这 个 模型 用 
于 以 后 的 改进 模型 的 基础 是 很 有 价值 的 . 

识别 问题 

假设 我 们 知道 在 某 个 给 定时 刻 的 人 口 数 量 ， 比 如 在 :一 xm 时 刻 为 P,， 我 们 感 兴趣 的 是 ， 预 
测 在 未 来 某 个 :==t, 时 刻 的 人 口 数量 P， 换 句 话说 ， 我 们 要 想 对 于 to 信 1 人 1 ， 找 到 人 口 关于 时 
间 的 函数 PCz) ， 满 足 P(t)=P. 
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假设 

考虑 一 些 有 关 人 口 增长 的 因素 ， 两 个 明显 的 因素 是 出 生 率 和 死亡 率 ， 出 生 率 和 死亡 率 是 由 
不 同 的 因素 决定 的 . 出生 率 受 到 婴儿 死亡 率 、 对 避孕 的 态度 及 措施 效果 、 对 堕胎 的 态度 、 怀 孕 
期 间 的 健康 护理 等 影响 .死亡 率 受到 卫生 设施 与 公共 卫生 状况 、 战 争 、 污 染 、 医 疗 水 平 、 饮 食 
习惯 、 心 理 压 力 和 焦虑 等 影响 .影响 人 口 在 一 个 地 区 增长 的 其 他 因素 是 迁 人 与 迁 出 、 生 存 空间 
的 限制 、 可 利用 的 水 与 食物 及 传染 病 ， 在 我 们 的 模型 中 ,忽略 了 这 些 其 他 因素 (如 果 我 们 对 结果 
不 满意 ， 还 可 以 在 更 精确 、 可 能 是 仿真 的 模型 中 把 这 些 因素 再 添加 进来 )， 现 在 我 们 只 考虑 出 生 
率 和 死亡 率 ， 由 于 知识 和 技术 使 得 人 们 能 把 死亡 率 降低 到 出 生 率 之 下 ， 所 以 人 口 一 直 在 增长 . 

我 们 先 假 设 在 一 个 小 的 单位 时 间 间 隔 内 ， 新 出 生 的 人 口 百分率 为 56， 类 似 地 ， 人 口 死亡 的 
百分率 为 <， 换 句 话 说 ， 新 的 人 数 P(t 十 At) 是 原 有 人 数 P(t) 加 上 在 At 时 间 内 新 出 生 的 人 数 减 
去 死亡 的 人 数 . 即 

PC 十 At) = P(t) tboP()At— cp)At 

或 


由 上 述 假设 可 知 ， 在 一 个 时 间 段 内 人 口 的 平均 变化 率 与 人 口 数 量 成 比例 ， 用 瞬时 变化 率 来 
通 近 平均 变化 率 ， 我 们 就 得 到 下 面 的 微分 方程 模型 ; 


-一 一 人 P， 了 (io) 一 卫 ,， to 全 th (10-5) 


其 中 (对 于 增长 ) 是 正常 数 . 

模型 的 求解 

我 们 可 以 分 离 变 量 ,通过 把 含 P 和 dP 的 项 都 移 到 方程 的 一 边 ， 而 把 含 : 和 di 的 项 移 到 另 
一 边 ， 从 而 改写 方程 (10-5)， 这 给 出 


dP _ 
PP = dt 


对 该 方程 两 边 积分 ， 得 到 


jin 二 (10-6) 
C 为 某 个 常数 .对 方程 (10-6) 利 用 条 件 P(t ) = P, 求 C， 得 到 
inP, = Ko+C 
或 
Ca i 2, 


于 是 , 将 C 代 入 方程 (10-6)， 得 到 
lnP = kt + lnP, ~— kto 
或 通过 代数 运算 化 简 为 


in 二 h(t) 


最 后 ， 对 上 述 方程 两 边 求 指数 并 乘 以 P, ， 就 得 到 解 
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P(1) = Poe'™o (10-7) 
方程 (10-7) 就 是 马尔 萨 斯 人 口 增长 模型 ， 它 预测 人 口 随 时 间 按 指数 增长 . 
对 模型 的 检验 
因为 In(P/P。)=k(t 一 t。)， 则 我 们 的 模型 预测 ， 如 果 作 出 InP/P。 关于 1 一 to 的 图 形 ， 就 会 
得 到 一 条 经 过 原点 斜率 为 上 的 直线 ， 但 是 ， 如 果 我 们 画 出 美国 在 若干 年 内 人 口 数据 图 形 ， 就 会 
发 现 与 此 模型 不 十 分 吻合 ， 尤 其 是 在 后 面 几 年 .事实 上 ， 美 国 1990 年 的 人 口 普 查 的 结果 是 
248 710 000， 而 1970 年 是 203 211 926. 把 这 些 值 代 人 方程 (10-7? 中 ， 并 把 前 面 的 结果 用 后 面 


的 相 除 ， 得 到 


248 710 000 _ @k‘1990—1970) 
203 211 926 


于 是 


居 壮 ( 太 ) 本 248 710 000 、 
20/ 203 211 926 


这 就 是 说 ， 从 1970 年 到 1990 年 的 20 年 里 ， 美 国人 口 的 年 平均 增长 率 为 1.0%.， 我 们 可 以 利用 
这 个 结果 与 方程 (10-7) 一 起 来 预测 2000 年 的 人 口 . 此 时 = 二 1990，P, 二 248 710 000 和 大 一 
0. 01， 得 到 


0. 01 


P(2000) = 248 710 000e® ‘20001990) 一 303 775 080 

而 美国 2000 年 的 人 口 普查 的 结果 是 281 400 000( 四 使 五 人 到 10 万 )， 可 以 看 出 我 们 的 预测 偏 
离 了 近 8%. 我 们 的 模型 预测 到 2300 年 美国 的 人 口 数量 是 552 090 亿 ， 远 远 超过 了 现在 人 们 对 
地 球 能 维持 的 最 多 人 口 的 估计 ! 我 们 不 得 不 认为 这 个 模型 从 长 期 来 讲 是 不 合理 的 . 

有 些 人 口 数量 确 是 按照 指数 增长 ， 只 要 人 口 数 量 并 不 太 大 .但 在 大 多 数 人 群 中 ,个体 最 终 
是 在 和 别 的 个 体 竞 争 食物 、 生 存 空间 和 其 他 自然 资源 ， 我 们 来 改进 马尔 萨 斯 的 人 口 增长 模型 使 
它 反映 这 种 竞争 . 

反映 有 限 增长 的 改进 模型 

我 们 考虑 方程 (10-5) 中 度量 人 口 增长 率 的 比例 因子 k， 现 在 不 再 是 常数 ， 而 是 人 口 的 函 
数 . 随 着 人 口 的 增长 并 接近 最 大 值 M， 比 率 上 逐渐 减 小 ， 关 于 & 的 一 个 简单 情形 是 线性 的 子 模 
型 

k=rM—P), r>0 

其 中 r 是 常数 ， 代 入 方程 (10-5) 得 到 


守 =r(M—P)P (10-8) 


或 
dP 
PM— P) 
我 们 仍然 设 初 始 条 件 P(t) 二 Po (模型 (10-8) 最 早 是 由 丹麦 生物 数学 家 Pierre-Francois Verhulst 
〈1804 一 1849) 提 出 的 ， 称 为 逻辑 斯 蒂 增 长 )， 由 初等 代数 运算 知 


Fw- 再 一 (5+MF) 


rdt (10-9) 


373 
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因而 ,方程 (10-9) 可 以 改写 为 : 


对 它 积分 得 : 
InP—Iln|M—P|=M+i+Cc (10-10) 


C 是 某 个 任意 常数 .利用 初始 条 件 ， 我 们 求 得 P 二 MM 时 的 C 为 : 
on i Rs 


. AM 一 了。 
代 人 方程 (10-10) 并 化 简 ， 得 到: 
P P, 
In 太一 证 In y= rM(i— 1) 
或 
ln PM— Py 一 to) 
对 该 方程 两 边 求 指 数 得 
PIM— P,) 二 erm) 
Po (MO— P) 
或 
Po,(M— P)e™m = P(M~— P,) 
于 是 有 : 
PoMe™™® = P(M— P,) + Po Pe 
从 而 解 得 人 口 数量 P 为 : 


Po Me™~) 
RMT 一 P 十 P M(t ) 
0 0e 


为 了 估计 当 t->oo 时 的 PP， 我们 把 上 一 个 方程 改写 成 : 


P(i) = 


P(t) = (10-11) 


MP, 
[LP, + (CM— P,) em 
注意 ， 由 方程 (10-11)， 当 zt 趋 于 无 穷 时 P(i) 趋 于 M， 进 而 ， 由 方程 (10-8)， 我 们 计算 二 阶 
导数 

P=rMP’m2rPP’ =rp'(M— 2P) p 

使 得 当 P=M/2 时 户 ==0， 这 表明 当 人 口 数 PP 达到 
极限 人 口 M 的 一 半 时 ， 增 长 率 dP/dt 最 大 ， 然 后 
再 减少 到 零 ， 认识 到 在 P=M/2 时 的 增长 率 达 到 最 
大 是 很 有 利 的 ， 这 一 信息 可 以 用 来 估计 M， 建 模 者 
感到 满意 的 情况 是 ， 所 说 的 增长 实质 上 是 逻辑 斯 蒂 
增长 ， 如 果 已 达到 最 大 增长 率 的 点 ， 则 就 可 估计 
M/2. P<M 情形 的 有 限 增长 方程 (10-11) 的 图 形 如 
图 10-4 所 示 (P>>M 的 情形 见习 题 2)， 这 样 的 曲线 图 104 有 限 增长 模型 的 图 形 


人 [0 
S| 


to 1* 时 间 
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称 为 逻辑 斯 蒂 曲 线 . 

有 限 增长 模型 的 检验 

我 们 用 一 些 现实 的 数据 来 检验 模型 (10-11). 方程 (10-10) 说 明了 ln[P/CM 一 P)] 对 于 上 的 
直线 关系 .我们 用 表 10-1 中 给 出 的 关于 培养 物 中 酵母 菌 增 长 的 数据 来 检验 这 个 模型 ， 为 了 画 
出 ln[LP/(M 一 P)] 关 于 1: 的 图 形 ， 我 们 需要 估计 极限 数量 M， 从 表 10-1 中 的 数据 我 们 看 到 其 
数量 不 会 超过 661. 8 我们 估计 Ms*665， 并 画 出 ln[LP/(665 一 P)j 关 于 :的 图 形 ， 如 图 10-5 所 
示 ， 图 形 确实 近似 于 一 条 直线 .所 以 ,我 们 接受 关于 细菌 的 逻辑 斯 蒂 增 长 的 假设 .现在 方程 
(10-10) 给 出 


in B="Mi+c 
并 由 图 10-5， 我 们 可 以 估计 斜率 rM=*0. 55， 这样 ， 由 估计 M665 得 rz0. 000 827 1. 
表 10-1 酵母 菌 在 培养 物 中 的 增长 


误差 时 观察 到 的 ”| 由 逻辑 斯 蒂 方 程 (10-| i 
百分比 | 酵母 菌 生物 量 |13) 计 算得 到 的 生物 量 | 百分比 
| 513. 510. 
559 ; 566 


间 
\ 时 ) 
10 
1 


时 间 观察 到 的 ”| 由 逻辑 斯 蒂 方程 (10- 
(小 时 ) | 酵母 菌 生物 量 |13) 计 算得 到 的 生物 量 


0 = 513.3 一 4.7 
1 一 16.4 1 7 1 
2 一 10.3 12 594. 8 604， 1.6 
3 2 13 629. 4 628. 一 0.1 
4 2.0 .8 643. 0. 4 
5 到 2 1 652. 0.2 
6 2.3 9 657. 0.3 
7 0.5 6 660. 0.2 
8 一 0. 5 8 662. 0.1 
9 一 1.0 


数据 取 自 R. Pearl,，“The Growth of Population ”Quart. Rev. Biol. 2(1927) ，532 一 548. 


ln (P/(655 - P)) 


siope = rM ~ 0.55 


ODA 


8 9 101112131415161718 


1 
pa 


图 10-5 表 10-1 中 数据 的 lIn[P/(665 一 P)] 关 于 1 的 图 形 
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将 逻辑 斯 蒂 方程 (10-11) 表 示 为 另 一 种 形式 往往 会 更 方便 ， 为 此 ， 设 1"* 表示 种 群 P 达到 极 
限 值 M 一 半 的 时 刻 ， 即 已 (上 )=M/2. 


ft" 一 如 一 一 ln Po 
. -去 Af 一 卫 。 


( 见 本 节 末 习题 1(a)). 解 这 个 关于 zt 的 方程 ， 把 结果 代入 方程 (10-11)， 并 用 代数 法 化 简 ， 
得 到 


M 


1 em (10-12) 
e wk 


P(i) = 


( 见 本 节 末 习题 1(b)) 
我 们 可 以 用 方程 (10-10) 和 图 10-5 中 的 图 形 对 表 10-1 中 酵母 菌 培养 的 数据 估计 二 ， 


Se Sg 
i” 一 和 ~ 5 人 ~?7.82 


把 M==665,， r= 二 0. 000 827 1 和 +:* ==7. 82 代入 方程 (10-12)， 就 给 出 了 逻辑 斯 蒂 方程 


了 665 
Pl) = 本 73. Be 


逻辑 斯 蒂 模 型 被 认为 是 十 分 符合 具有 相当 简单 生命 史 的 生物 体 种 群 模型 ， 比 如 ， 在 有 限 空 
间 的 培养 物 中 生长 的 酵母 菌 . 表 10-1 给 出 了 逻辑 斯 蒂 方 程 (10-13) 的 计算 结果 ， 从 计算 的 误差 
我 们 可 以 看 出 与 原始 数据 之 间 非 常 一 致 ， 描 出 的 曲线 如 图 10-6 所 示 . 


(10-13) 


P 


了 二 数量 
芭 


0123456789101112131415161718 
时 间 (小 时 ) 


图 10-6 根据 表 10-1 中 的 数据 和 模型 (10-13) ， 表 示 酵 母 菌 在 培养 物 中 
生长 的 逻辑 斯 蒂 曲 线 ; 小 的 点 表示 观察 值 
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然后 ,我 们 考虑 一 些 人 口 的 数据 ， 一 个 关于 美国 人 口 增长 的 逻辑 斯 带 方程 是 由 Pearl 和 
Reed 在 1920 年 给 出 的 .他 们 的 逻辑 斯 蒂 曲 线 的 一 个 形式 为 
197 273 522 


1 十 eo 03] 34(t—1914. 32) 


P(1) = (10-14) 


这 里 M=197 273 522, r= 二 1.5887X10-*， 4" = 二 1914. 32， 这 些 数据 是 由 1790、1850 和 1910 
年 的 人 口 普查 数字 确定 的 (请 对 10-1 习题 组 中 习题 4 的 M、r 和 zt" 做 出 估计 ). 

表 10-2 比较 了 美国 人 口 在 1920 年 用 逻辑 斯 蒂 方 程 (10-14) 预 测 的 数据 和 实际 观察 到 的 数 
据 ， 在 1950 年 以 前 ,预测 值 一 直 与 观测 值 符合 得 很 好 ， 但 是 对 1970、1980、1990 和 2000 年 ， 
预测 值 要 小 得 多 .这 并 不 奇怪 ， 因 为 我 们 的 模型 忽略 了 很 多 因素 ， 诸 如 到 美国 的 移民 、 战 争 以 
及 医疗 技术 的 进步 .对 于 有 着 复杂 生命 史 和 个 体 生长 期 较 长 的 高 等 动 植物 种 群 ， 可 能 有 多 种 响 
应 来 对 种 群 增长 做 较 大 的 改动 . 


表 10-2 用 方程 (10-14) 预 测 的 1790 至 2000 年 的 美国 人 口 


观察 值 


1790 3 929 000 3 929 000 .0 75 995 000 76 867 000 .1 
1800 5 308 000 5 336 000 0.5 91 972 000 91 970 000 一 0.0 
1810 7 240 000 7 227 000 一 0.2 105 711 000 107 393 000 1.6 
1820 9 638 000 9 756 000 1.2 122 755 000 122 396 000 一 0. 3 
1830 12 866 000 13 108 000 1. 9 131 669 000 136 317 000 3. 5 
1840 17 069 000 17 505 000 2. 6. 150 697 000 148 677 000 一 13. 
1850 23 192 000 23 191 000 一 0.0 179 323 000 159 230 000 一 11.2 
1860 31 443 000 30 410 000 一 3.3 203 212 000 167 943 000 一 17. 4 
1870 38 558 000 39 370 000 2. 1 226 505 000 174 941 000 一 22.8 
1880 50 156 000 50 175 000 0.0 248 710 000 180 440 000 一 27.5 
62 948 000 62 767 000 一 0. 3 281 416 000 184 677 000 .4 


习题 


1. a) 证明 人 逻辑 斯 带 方程 中 的 种 群 P 达到 最 大 种 群 M 的 一 半 时 的 时 刻 :' 为 
t” = to — (1/rM)In[L Po/(M— P,)] 
.《b) 对 于 按 逻 辑 斯 蒂 法 则 增长 的 种 群 ， 推 出 形 如 (10-12) 的 表达 式 . 
(c) 由 方程 (10-12) 推 出 方程 In[P/(M 一 P)]=rMit 一 rMi*. 
2. 考虑 方程 (10-8) 的 解 . 若 对 所 有 的 上:， 都 有 已 > M， 计 算 方程 (10-10) 中 常数 C 的 值 . 
画 出 这 种 情况 下 的 解 曲线 ， 并 画 出 在 M/2 二 PM 情况 下 的 解 曲线 . 
3. 下面 是 投放 到 塔 斯 马 尼 亚 岛 上 新 环境 后 的 绵羊 群 增长 的 数据 ( 选 自 J， Davidson，“On 
the Growth of the Sheep Population in Tasmania,” Transs R. Soc.S. Australia 62 
(1938) : 342-346. ) ; | 
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a 


t( 年 ) | 1814 1824 1834 1844 1854 1864 
P(i) 125 275 830 1200 1750 1650 


(a) 通 过 作出 P(z) 的 图 来 估计 M. 
(b) 画 出 InLP/CM 一 P)j 关 于 :的 图 形 . 如 果 逻 辑 斯 蒂 曲 线 是 合理 的 话 ， 估 计 r+、M 和 4*. 


,利用 表 10-2 中 美国 的 人 口 数据 ， 并 用 本 书 相同 的 方法 来 估计 M、r 和 +:*. 假设 你 对 


1951 年 所 作 的 预测 用 的 是 之 前 的 人 口 普 查 数据 ， 请 用 1960 至 2000 年 的 数据 来 检验 你 
的 模型 . 


.现代 哲学 家 卢梭 (Jean-Jacques Rousseau) 基 于 以 下 假设 建立 了 18 世纪 的 英国 的 人 口 增 


长 的 一 个 简单 模型 ; 

伦敦 市 的 出 生 率 低 于 英国 农村 的 出 生 率 . 

伦敦 的 死亡 率 高 于 英国 农村 的 死亡 率 . 

由 于 英国 的 工业 化 ， 越 来 越 多 的 人 从 农村 移居 到 伦敦 . 

由 此 ， 卢 梭 推 出 ， 由 于 伦敦 的 出 生 率 偏 低 ， 死 亡 率 偏 高 ， 以 及 农村 人 口 移 居 伦敦 ， 
因而 英国 的 人 口 数量 最 终 会 变 为 零 ， 请 评价 卢梭 的 这 个 结论 . 


. 考虑 在 一 个 人 口 数量 为 N 的 孤岛 上 ， 有 一 种 高 传染 性 的 疾病 在 草 延 ， 一 部 分 到 岛 外 旅 


游 的 居民 回来 使 该 岛 感染 了 这 种 疾病 .请 预测 在 某 时 刻 上 将 会 被 感染 的 人 数 X， 考 虑 以 
下 模型 ， 其 中 &>0 为 常数 : 


dX _ jx(N_ xX) 
dz 


(a) 列 出 这 个 模型 所 隐 含 的 两 条 主要 假设 .这 些 假设 有 什么 依据 ? 

(b) 画 出 dX/dt 关于 X 的 图 形 . 

(c) 若 初始 被 感染 人 数 为 X<N/2， 画 出 XX 关于 1 的 图 形 ; 若 初 始 被 感染 人 数 为 X, > 
N/2， 画 出 天 关于 上 的 图 形 . 

(d) 把 X 作为 : 的 函数 ， 解 出 前 面 给 出 的 模型 

(e) 由 (d)， 当 1 趋 于 无 穷 时 求 X 的 极限 . 

(f) 设 岛 上 的 人 口 有 5000 人 ， 在 传染 期 的 不 同时 刻 被 感染 人 数 如 下 表 


被 感染 的 人 数 X | 1887 4087 4853 
In(X/(N—X)) | 一 0.5 1.5 


间 这 些 数据 能 否 支持 所 给 的 模型 ? 
Cg) 利用 (f) 的 结果 估计 模型 中 的 常数 ， 并 预测 :=12 天 时 被 感染 的 人 数 . 


,我 们 考虑 鲸 的 生存 情况 ， 假 定 繁 的 数量 减少 到 最 低 存 活 量 级 m 以 下 时 ， 就 会 导致 灭绝 . 


还 假定 鲸 的 数量 受到 环境 容纳 量 M 的 限制 ， 这 就 是 说 ， 当 鲸 的 数量 超过 M 时 就 会 减 
少 ， 因 为 环境 承受 不 了 那么 多 数量 的 纺 . 
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(a) 讨 论 下 面 关于 鲸 数 的 模型 


= kM— PP—m) 


其 中 P(i) 代 表 鲸 在 上 时 刻 的 数量 ，& 是 正常 数 . 
(b) 做 出 dP/di 关于 已 和 已 关于 上 的 图 形 . 考虑 初始 数量 P(0)= Pu 满足 Po 二 m、m 二 
P, 二 M 和 M<P。, 的 三 种 情形 . 
(c) 假 设 对 所 有 时 刻 都 满足 m 二 P 二 M， 解 (a) 中 的 模型 ， 证 明 : 趋 于 无 穷 时 ，P 的 极限 
是 M. 
(d) 讨 论 如 何 检 验 (a) 中 的 模型 .如 何 确定 M 和 m. 
(e) 假 设 该 模型 合理 地 估计 了 鲸 数 变化 情况 ， 那 么 这 对 捕 鱼 有 什么 启示 ? 建议 如 何 控制 ? 
8. 社会 学 家 发 现 了 一 种 被 称 为 社会 流传 的 现象 ， 指 的 是 一 条 信息 、 一 项 技术 创新 或 一 种 
文化 时 尚 在 人 群 中 的 传播 . 这 样 的 人 群 可 以 分 为 两 类 : 一 类 接收 到 该 信息 ， 另 一 类 没 
有 . 在 一 个 人 口 数量 已 知 的 固定 人 群 中 ， 有 理由 假设 流传 率 与 已 接收 到 信息 的 人 数 和 
待 接收 的 人 数 的 乘积 成 正比 . 若 X 表示 N 个 人 的 居民 中 已 接收 到 信息 的 人 数 ， 那 么 关 
于 社会 流传 的 数学 模型 为 dX/dt 二 kX(N 一 X)， 其 中 1 表示 时 间 , 上 是 正常 数 ， 
(a) 解 这 个 模型 ， 并 证 明 它 的 解 是 一 条 逻辑 斯 蒂 曲 线 . 4 
(b) 什 么 时 候 此 信息 传播 最 快 ? 
〈c) 最 终 会 有 多 少 人 接收 到 此 信息 ? 


研究 课题 


1. 完成 UMAP 教学 单元 的 要 求 ， Robert Geitz, “Cobb-Douglas 生产 函数 ”，UMAP 509. 
一 个 将 经 济 系统 的 产量 与 劳动 和 资本 联系 起 来 的 数学 模型 ， 它 由 下 面 的 假设 构造 出 ，(a) 劳动 
的 边际 生产 力 与 单位 劳动 的 产量 成 正比 ;(b) 资 本 的 边际 生产 力 与 单位 资本 的 产量 成 正比 ; (ec) 
若 劳动 或 资本 趋 于 零 ， 则 产量 也 趋 于 零 . 

2. 完成 UMAP 教学 单元 : Kathryn N，Harmon, “The Diffusion of Innovation in Family 
Planning( 计 划 生 育 中 草 新 的 传播 )”，UMAP 303. 该 模型 将 有 限 差分 方程 巧妙 地 应 用 到 研究 
公共 政策 的 传播 过 程 ， 使 人 们 和 弄 清 国民 政府 会 采取 怎样 的 计划 生育 政策 . 

3. 完成 UMAP 教学 单元 ，Donald R，Sherbert, “差分 方程 与 应 用 ”，UMAP 322， 该 模 
型 对 于 解 一 阶 和 二 阶 线性 差分 方程 ， 包 括 非 齐 次 方程 的 待定 系数 法 ， 提 供 了 很 好 的 引 论 ， 包 含 
对 种 群 与 经 济 学 建 模 问题 的 应 用 . 
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10. 2 ”对 药剂 量 开 处 方 9 


在 药理 学 中 ， 开 多 少 剂量 的 药 以 及 确定 用 多 少 次 药 是 一 个 十 分 重要 的 问题 ， 对 大 多 数 的 
药 ， 浓 度 低 于 一 定 程度 是 无 效 的 ， 而 浓度 高 于 一 定 程度 则 会 发 生 危 险 . 


识别 问题 


药 的 剂量 和 用 药 间隔 时 间 应 该 如 何 调节 ， 才 能 保证 在 血液 中 维持 安全 有 效 的 药物 浓度 ? 


单 次 用 药 在 血液 中 产生 的 浓度 通常 随 着 时 间 降 低 ， 最 后 
药物 从 体内 消失 (图 10-7)， 我们 关心 的 是 ， 在 正规 的 间隔 用 
药 ， 血 液 中 药物 浓度 会 怎样 . 若 日 表示 药物 的 最 高 安全 量 
级 ,，L 表示 最 低 有 效 量 级 ， 那 么 ， 所 开 的 药物 的 剂量 C。 及 用 
药 间隔 的 时 间 工 应 当 希 望 使 血液 中 的 药物 浓度 在 每 个 间隔 中 
一 直 保 持 在 志和 互 之 间 . 

我 们 来 考虑 几 种 可 能 的 用 药方 式 . 在 图 10-8a 中 ， 两 次 
用 药 间 隔 的 时 间 使 得 药物 无 法 在 体内 有 效 积累 . 换 句 话说 ， 


血液 中 的 浓度 


012345678 
时 间 (小 时 ) 


图 10-7 血液 中 药物 的 浓度 随 
时 间 减 少 


上 一 次 用 药 的 剩余 浓度 趋 近 于 零 . 另 一 方面 ， 如 图 10-8b， 用 药 的 间隔 相对 于 用 量 及 浓度 减 小 
率 而 言 较 短 ， 使 得 (从 第 一 次 后 ) 每 次 用 药 时 以 前 的 残余 浓度 还 存在 ， 更 进一步 ， 如 图 所 示 ， 药 
物 的 剩余 量 似乎 趋 近 于 一 个 极限 ， 我们 关心 的 是 这 种 情况 是 否 真能 确定 ， 如 果 是 的 话 ， 极 限 是 
多 少 .我 们 的 最 终 目的 是 在 开 处 方 时 要 确定 用 药剂 量 和 间隔 时 间 ， 使 得 药物 浓度 尽快 达到 最 低 
有 效 级 上， 并 在 此 后 维持 在 最 低 有 效 级 L 和 最 高 安全 级 日 之 间 ， 如 图 10-9 所 示 .我 们 首先 来 
确定 极限 剩余 量 ， 它 依赖 于 我 们 关于 药物 在 血液 中 的 吸收 率 及 被 吸收 后 的 排出 率 所 做 的 假设 . 


C 


Co 


血液 中 的 浓度 


0 T 2 了 37 时 间 0 


3) 


时 间 


b) 


图 10-8 剩余 量 的 积累 依赖 于 用 药 的 时 间 间 隔 


〇 ”本 节 改 写 基于 Brindell Horelick 和 Sinan Koont 的 研究 工作 的 UMAP Unit 72， 改写 得 到 COMAP 的 容许 . 
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血液 中 的 浓度 
~ 


0 时 间 


图 10-9 血液 中 药物 的 安全 有 效 级 ; Co。 为 一 次 用 药 
产生 的 浓度 变化 ，T 为 用 药 时 间 间 隔 
假设 
为 了 解决 上 面 提出 的 问题 ， 我 们 来 考虑 在 任 一 上 时刻 决定 药物 在 血液 中 浓度 C(z) 的 因素 ， 
首先 ， 有 
C(z) = fA( 排 出 率 , 吸 收 率 ,剂量 ,用 药 间隔 ，,…) 
以 及 其 他 种 种 因素 ， 包 括 体重 和 血 量 ， 为 了 简化 假设 ， 我 们 设 体重 和 血 量 为 常数 (例如 ， 某 个 
特别 年 龄 段 的 平均 ) ， 而 浓度 量 级 是 决定 药物 效果 的 关键 因素 接着， 我们 来 确定 排出 率 和 吸 
收 率 的 子 模型 . 
排出 率 子 模型 
考虑 药物 从 血液 中 排出 ， 这 也 许 是 一 种 离散 现象 ， 但 是 我 们 用 一 个 连续 函数 来 通 近 ， 临 床 
实验 显示 ， 血液 中 药物 浓度 的 减少 与 浓度 成 比例 .这 个 假定 从 数学 上 是 说 ， 如 果 我 们 假定 血液 
中 药物 在 上 时 刻 的 浓度 是 一 个 可 微 函 数 C(z)， 则 有 
C(t) 一 一 AC (1) (10-15) 
这 里 是 正常 数 ， 称 为 药物 的 排出 常数 .注意 C“(z) 是 负 的 ， 因 为 它 描 述 了 浓度 是 否 在 减少 . 
方程 (10-15) 中 的 各 种 量 通常 如 下 度量 : 时 刻 : 以 小 时 (hr) 为 单位 ，C(D) 以 每 毫升 血液 多 少 毫 
克 (mg/ml) 为 单位 ，C (#2) 为 mgml-'hr-!， 而 上 为 hr-1. 
假设 对 于 一 个 给 定 的 人 群 ， 比 如 一 个 年 龄 段 的 人 ， 浓 度 刀 和 工 能 够 通过 实验 确定 (我 们 下 
面 的 讨论 中 还 要 做 更 多 假设 )、 于 是 令 单 次 用 药 的 药物 浓度 位 于 量 级 


C= HL (10-16) 
车 我 们 设 C。 是 1 二 0 时 刻 的 浓度 ， 则 得 到 模型 
TF =—kC, Co) = C (10-17) 
方程 (10-17) 中 的 变量 可 以 分 离 ， 该 模型 可 以 用 上 一 节 关 
于 人 口 增长 的 马尔 萨 斯 模型 中 的 同样 方法 来 求解 ， 模 型 的 Co 
解 为 : 过 Ce 好 
CD) = Cuere (10-18) 2 


将 初始 浓度 Co 乘 以 e*“， 就 得 到 了 上 之 0 时 刻 的 浓度 . CC 的 0 i 
曲线 如 图 10-10 中 所 示 . 

吸收 率 子 模型 

我 们 在 做 出 药物 浓度 如 何 随 时 间 减 少 的 假设 后 ， 再 来 考 


图 10-10 药物 浓度 随时 间 衰 减 
的 指数 模型 


310 第 10 章 


虑 用 药 后 浓度 是 如 何 增长 的 ， 我 们 最 初 的 假设 是 ， 一 旦 用 药 后 ， 药 物 就 在 血液 中 迅速 扩散 ， 使 
得 吸收 期 的 浓度 曲线 从 实用 的 角度 来 讲 是 竖 直 上 升 的 . 这 就 是 说 ， 我 们 假设 用 药物 后 ， 浓 度 就 
瞬时 上 升 ， 这 个 假设 是 对 于 直接 注射 到 血管 的 药剂 而 言 的 ， 对 于 口服 药 可 能 不 太 合理 ， 现 在 我 
们 来 看 多 次 用 药 时 ， 药 物 在 血液 内 是 如 何 积累 的 . 

多 次 用 药 的 药物 积累 

考虑 在 每 次 用 药 能 使 血液 中 浓度 上 升 Comg/ml 时 ， 在 长 度 为 工 的 固定 时 间 闻 隔 内 ， 药 物 
浓度 CGO) 会 发 生 什么 变化 ， 

设 1==0 时 用 第 一 剂 药物 . 根据 模型 (10-18)， C ci= Co+ Coetr 
工 小 时 之 后 ， 血 液 中 药物 的 剩余 量 为 尽 , 一 Coe 所， 
然后 第 二 次 用 药 . 因为 我 们 的 假设 与 之 前 讨论 的 关 
于 药物 浓度 的 增加 有 关 ， 浓 度量 级 瞬时 跳 联 至 C, = 
Co 十 Coe “然后 再 过 工 个 小 时 ， 血 液 中 药物 的 剩 
余 浓度 为 R: 一 Ce 全 一 Co 十 Coe 的， 药物 在 血液 中 
可 能 的 积累 方式 如 图 10-11 所 示 . . 

然后 ， 我 们 来 确定 第 2 次 剩余 量 R, 的 公式 . 
若 令 C-: 为 第 次 间隔 开始 时 的 药物 浓度 ，R, 为 该 次 结束 时 的 剩余 浓度 ， 我 们 就 很 容易 得 
到 表 10-3. 


10-11 每 次 用 等 量 的 药剂 可 能 效果 


表 10-3 剩余 药物 浓度 的 计算 


t Ci-t Ri 
1 Co 一 一 乘 以 e 一 人 T — Coe™tT 
加 上 Co 
Co+ Coe™*T Coe—tT + Coe™2T 
3 ， Co+ Coe™tT + Coe-T Coe—tT + Coe™2T + Coe 一 3k7 
本 Coe-t7 +...+ Coe—"kT 


0 0 
由 表 得 


~ 


(10-19) 


R, =Ce* 十 Coe 十 … 二 Coe mT 
二 Coe (1 十 r 十 凤 十 … 十 rz ) 
其 中 r==e 从 代数 上 容易 验证 


1 十 r 十 地 十 二 rm = 
则 替代 方程 (10-19) 中 的 >， 得 到 结果 
ge 


Co eT(l Ey e*7) 
了 一 一 了 一 一 (10-20) 


1 一 e 


注意 到 当 ”很 大 时 数 。 “接近 零 ， 事实 上 ，n” 越 大 ，e-*7 越 接近 零 、 于 是 序列 R, 有 极限 
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Se 


值 ， 记 为 R: 


或 


C 
R= Te (10-21) 


总 之 ， 如 果 每 工 小 时 用 一 次 药物 ， 能 使 浓度 上 升 Cumg/ml， 则 剩余 浓度 的 极限 值 R 由 方程 
(10-21) 给 出 ， 公 式 中 的 数 & 是 药物 的 排出 常数 . 
确定 用 药 时 间 表 
从 表 10-3 知 ， 第 n 次 间隔 开始 时 的 浓度 C， ,为 
C， = Co Ri (10-22) 
如 果 期 望 的 药物 量 级 要 求 接近 于 如 图 10-9 所 示 的 最 高 安全 级 及 ， 则 我 们 希望 当 n 很 大 时 ， 
C, 1: 趋 近 于 万 .这 就 是 说 
H 一 limC, = lim(Co 二 R11)= 二 Co 十 R 
由 上 式 以 及 C=H—L, 得 和 
R=L (10-23) 
检验 不 同 的 用 药 间隔 对 剩余 浓度 R 的 影响 的 一 个 有 效 方式 是 将 R 与 每 次 药剂 浓度 的 变 
化 C。 进行 比较 .为 做 出 这 种 比较 ， 我 们 提出 无 量 纲 的 比例 


=- (10-24) 


方程 (10-24) 表 明 ， 当 用 药 间隔 时 间 足够 大 , 使 得 e" 一 1 也 足够 大 时 ， 比 值 R/C, 就 会 
接近 于 0， 作 为 R, 的 中 间 值 ， 从 表 10-3 可 以 看 出 ， 每 次 R, 是 由 上 一 次 的 R,1 加 上 一 个 正 量 
Coe 所得 到 的 ， 这 就 是 说 ，R, 总 是 正 的 ， 因 为 R, 是 正 的 ， 这 也 说 明了 R 大 于 每 次 的 R,。 用 
符号 表示 为 


0 二 R, 一 R， 对 所 有 nn 

药物 剂量 的 这 种 含义 是 ， 只 要 尺 很 小 ，R。 就 会 更 小 ， 特 别 是 ， 当 丁 足够 长 使 得 ef 一 1 也 
非常 大 时 ， 每 次 用 药 的 剩余 浓度 几乎 为 零 . 于 是 ， 各 次 用 药 基 本 上 是 独立 的 ，C(z) 的 曲线 如 图 
10-12 中 所 示 . 

另 一 方面 ， 假 设 用 药 间 隔 时 间 了 很 得， 使 得 e? 格 大 于 1， 这 就 使 R/C, 远大 于 1， 因 为 R， 
愈 大 ， 每 次 用 药 后 的 浓度 C, 也 愈 大 .由 方程 (10-17) 可 知 ， 随 着 C, 增 大 ， 每 次 用 药 后 间隔 时 
的 损失 也 增加 ， 最 后 ， 每 次 用 药 后 浓度 下 降 会 略 接近 于 每 次 用 药 得 到 的 浓度 C, 的 增加 ， 当 这 
个 条 件 达 到 时 (浓度 的 消耗 等 于 增加 )， 药 物 的 浓度 就 会 在 每 次 间隔 结束 时 的 R 和 每 次 开始 时 
的 民 十 Co 之 间 摆 动 . 这 一 情况 如 图 10-13 所 示 . 

如 前 所 述 ， 假 设 药物 浓度 低 于 工时 无 效 ， 而 高 于 某 个 较 大 的 互 时 有 害 ， 假 定 上 和 瑟 是 安全 
线 ， 既 不 使 病人 因 药 物 浓度 稍 高 于 H 而 受到 过 量 用 药 的 伤害 ， 也 不 必 在 浓度 略 低 于 上 时 再 重新 
开始 积累 过 程 、 那 么 ， 从 病人 的 方便 出 发 ， 正 如 以 前 所 指出 的 ， 我 们 可 以 通过 设置 R=L 和 C= 
HH 一 L 来 选择 最 长 的 用 药 间 隔 时 间 ， 于 是 把 R=L 和 GC, 二 日 一 L 代入 方程 (10-21)， 得 到 
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时 间 


0 7 27 37 时 间 


图 10-12 用 药 间隔 很 长 时 的 药物 浓度 图 10-13 用 药 间隔 很 短 时 药物 浓度 的 积累 
_H—L 
二 e 一 1] 
对 该 方程 解 ee ， 得 到 
es HL 
对 上 式 两 边 取 对 数 ， 再 除 以 k&， 这 给 出 所 期 望 的 用 药 间隔 为 
= lnH x 
下 In (10-25) 


为 了 迅速 达到 有 效 程度 ， 第 一 次 用 药 ， 常 称 为 承载 剂量 ， 就 立即 使 血液 的 药物 浓度 达到 
Hmg/ml( 比 如 ， 承 载 剂量 为 2C。).， 然后 再 按照 每 次 用 药 间 隔 T= (1/k)InCH/L) 小 时 ， 将 浓度 
提高 Ce= 万 一 Lmg/ml 进行 治疗 . 

模型 的 检验 

我 们 的 模型 提供 了 一 种 安全 有 效 的 药剂 浓度 配方 ， 这 似乎 是 好 的 . 这 与 开 药方 的 通常 医疗 
实践 一 致 : 初次 用 药 的 量 比 以 后 每 次 药 量 多 几 倍 。 而 且 ， 模 型 所 依据 的 假设 是 ， 药剂 在 血液 中 
浓度 的 减少 与 该 浓度 成 正比 ， 这 已 得 到 临床 验证 ， 此 外 ， 排 出 常数 作为 此 关系 中 比例 的 正常 
数 ， 是 一 个 容易 测量 到 的 参数 ( 见 10-2 习题 组 中 的 习题 1). 方程 (10-21) 可 以 在 各 种 药剂 比率 
的 情况 下 预测 浓度 量 级 ， 所 以 药物 是 可 以 测试 的 ， 可 以 
通过 实验 来 确定 最 低 有 效 级 L 和 最 高 安全 级 玉 ， 它 们 
具有 适当 的 安全 因素 ， 以 容许 建 模 过 程 中 的 不 精确 性 . 


C 


因而 ， 用 方程 (10-16) 和 (10-25) 可 以 开 出 一 个 安全 有 效 时 
的 用 药 配方 (假设 承载 用 药 量 比 C。 多 若干 倍 )， 可 见 我 
们 的 模型 是 有 用 的 . 时 间 

模型 的 一 个 缺陷 是 假设 用 药 后 浓度 就 瞬时 上 升 .而 。 图 10-14 - 单 次 口服 用 药 在 血液 中 的 
有 的 药物 ， 如 阿 斯 匹 林 ， 口 服 后 需要 -一段 有 限时 间 才 能 药物 浓度 


扩散 到 血液 中 ， 所 以 ， 该 假设 对 此 类 药 并 不 实用 . 对 于 此 类 情况 ， 单 次 用 药 的 浓度 关于 时 间 的 
曲线 可 以 如 图 10-14 所 示 . 


习题 
1. 讨论 对 于 给 定 的 药物 ， 方 程 (10-15) 中 的 排出 常数 上 如 何 用 实验 的 方法 得 到 . 
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2. (a) 车 二 0.05hr-!， 且 最 高 安全 浓度 等 于 最 低 有 效 浓度 乘 以 e， 求 两 次 用 药 间 隔 的 时 间 


长 度 ， 以 保证 安全 有 效 的 浓度 . 
.、 (b) 请 问 (a) 是 否 给 出 了 足够 的 信息 以 确定 每 次 用 药 的 剂量 ? 
3. 设 &=0.01hr :和 了 T 王 10hr， 找 出 满足 尺 ,>0. 5R 的 最 小 . 
4. 给 定 互生 2mg/ml, 了 = 一 0. 5mg/ml 和 上 & 二 0.02hr™! ,假定 当 药 物 浓度 低 于 上 时 不 仅 无 效 
而 且 有 害 . 请 (用 剂量 的 浓度 和 次 数 ) 制 定 一 个 用 药 计 划 . 
5. 设 &=0.2hr-: 且 最 低 有 效 浓 度 是 0.03mg/ml. 单 次 用 药 使 浓度 上 升 0. 1mg/mi， 大 约 多 
少 小 时 能 保持 药物 有 效 ? . 
. 举 出 可 以 用 上 本 书 所 述 模型 的 其 他 一 些 现象 . 
. 根据 图 10-14 中 给 出 的 浓度 曲线 ， 简 述 一 组 药物 会 怎样 积累 . 
. 每 到 常规 间隔 为 工 的 时 刻 ， 给 病人 用 一 次 Q 剂量 的 药物 .实验 表明 血液 中 的 药物 浓度 
满足 规律 


Co ~ 路 


dc _ 
dt 
(a) 若 在 第 :一 0 小 时 注入 第 一 剂 药 ,证 明 工 小 时 之 后 ， 血 液 中 的 剩余 浓度 为 ， 
R! =— ln(kT + e®) 
(b) 假 设 用 药 后 药物 浓度 瞬时 上 升 ， 证 明 在 用 第 二 剂 药物 后 再 过 本 小 时 ， 血 液 中 的 剩余 
浓度 为 


— ke 


R, 一 一 jnLAT(1LI 十 er2) 十 er29] 
《c) 证 明 : 若 每 隔 工 小 时 用 剂量 为 Qmg/ml 的 药物 ， 则 剩余 浓度 的 极限 值 R 由 下 式 给 出 ， 
kT 
1 一 e 9 
(dd) 假设 药物 在 低 于 浓度 工时 无 效 ， 高 于 某 个 较 高 浓度 玉 时 有 害 ， 证 明 对 于 药物 在 血 
液 中 的 安全 有 效 浓度 ， 用 药 间 隔 工 应 满足 公式 ， 


"二 eH 
T Ee e ) 


R 一 一 ja 


其 中 是 正常 数 . 
研究 课题 


1. 对 于 文章 J. R. Usher and D. A. Abercrombie, “Case Studies in Cancer and Its 
Treatment by Radiotherapy,” International Journal of Mathematics Education in Science and 
Technology 12，no、6(1981) ，pp. 661-682， 写 一 篇 综述 报告 ， 并 在 课堂 上 宣读 . 

在 课题 2~5 中 完成 所 给 UMAP 教学 单元 的 要 求 . 

2. Brindell Horelick and Sinan Koont, UMAP 70， 给 出 “基因 选择 (Selection in 
Genetics)”。 该 教学 单元 介绍 了 遗传 学 术语 及 关于 相继 代 基 因 型 分 布 的 基本 结果 . 从 可 以 确定 
隐 性 基因 的 第 ” 代 频 率 得 到 一 个 递归 关系 . 用 微 积分 推导 出 使 这 种 频率 降 到 任意 给 定 正 数 以 下 
所 要 求 的 基因 数 的 近似 方法 . 
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!: 3. Brindell Horelick and Sinan Koont，UMAP 73， 给 出 “传染 病 (Epidemic)” 这 个 单元 提 
出 两 个 问题 ，(1) 感 染 者 以 什么 比率 从 人 群 中 隔离 开 来 以 保证 传染 病 得 到 控制 ? (2) 哪 一 部 分 人 
在 流行 病 期 间 容 易 感染 ? 讨论 阅 值 移出 率 ， 并 且 在 移出 率 稍 低 于 阅 值 时 讨论 疾病 会 发 展 到 什么 
程度 . 

4. Brindell Horelick and Sinan Koont，UMAP 74， 给 出 “渗透 性 追踪 方法 (Tracer Methods 
in Permeability)”， 该 教学 单元 用 放射 性 追踪 描述 了 度量 红血球 表面 人 2 离子 渗透 性 的 技术 . 
学 生 们 学 习 到 如 何 用 放射 性 追踪 来 监视 体内 的 物质 ， 并 学 到 本 单元 所 述 模型 的 某 些 限制 和 
加 强 ， 

5. Brindell Horelick and Sinan Koont，UMAP 67， 给 出 “神经 系统 建 模 ， 反 应 时 间 与 中 央 
神经 系统 (Modeling the Nervous System. Reaction Time and the Central Nervous System)”. 
该 教学 单元 对 中 央 神 经 系统 对 刺激 的 反应 过 程 建 立 模型 ， 并 把 模型 的 预测 与 实验 数据 进行 比 
较 ， 学 生 们 学 习 到 如 何 从 关于 反应 时 间 的 模型 中 提取 结论 ， 并 有 机 会 讨论 关于 兴奋 强度 与 刺激 
强度 之 间 关 系 的 各 种 假设 的 优点 . 


10.3 再 论 刹 车 距离 


在 我 们 的 关于 车 辆 的 总 停车 距离 的 模型 中 ( 见 2. 2 节 )， 有 一 一 个 子 模型 是 关于 刹车 距离 的 ， 
刹车 距离 = h( 重 量 ,速度 ) 

刹车 系统 所 做 的 功 必 等 于 动能 的 变化 ， 以 此 为 论据 我 们 得 知 ， 刹 车 距离 d, 与 速度 的 平方 
成 正比 ， 现 在 我 们 运用 导数 工具 来 建立 同样 的 结果 . 

我 们 假设 刹车 系统 是 这 样 设计 的 ; 最 大 刹车 力 的 增加 与 汽车 质量 成 正比 ， 这 基本 上 是 说 ， 
如 果 刹 车 液压 系统 所 施加 的 单位 面积 的 力 保持 不 变 ， 与 刹车 接触 的 表面 积 将 与 汽车 质量 成 正 
比 ， 从 工程 观点 来 看 ， 这 个 假设 是 有 道理 的 . 

这 个 假设 意味 着 乘客 感觉 到 的 减速 是 不 变 的 ， 这 似乎 是 个 合理 的 设计 准则 ， 如 果 进 一 步 假 
设 应 急 停车 时 所 施加 的 最 大 刹车 力 下 是 连续 作用 的 ， 则 我 们 得 到 


F 一 一 hm 
& 是 某 个 正 的 比例 常数 ， 因 为 依据 假设 下 是 作用 于 车 上 的 惟一 的 力 ， 这 给 出 
ma=m 字 一 一 km 
〈 负 号 表示 减速 )， 所 以 ， 
+ dv a 
pa k 
积分 得 
es kt 二 + 
着 w 表示 t=0 时 刻 开始 刹车 时 的 速度 ， 通 过 代 换 给 出 C, = ww ， 使 得 
Dv 二 一 息 十 vo (10-26) 


车 t, 表示 车 从 刹车 开始 到 车 停 下 来 所 需 的 时 间 ， 则 当 t=z, 时 v=0， 代 人 方程 (10-26) 得 
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1 一 锯 (10-27) 
k 


车 工 代 表 刹 和 车 后 车 辆 移动 的 距离 ， 则 xz 是 v= 二 dz/dt 的 积分 ， 故 由 方程 (10-26) 得 
ZX 二 一 0.5kt? 十 vot 十 CC。 
当 1=0 时 z=0， 这 推出 C= 二 0， 所 以 
T=—0.5k’+tvt (10-28) 
然后 ， 令 d。 表示 刹车 距离 ， 即 :一 上 时 x 一 d。。 代 入 方程 (10-28) 得 : 
cd 一 一 0. 5kt’ 十 vot, 
对 此 式 再 利用 方程 (10-27)， 我 们 有 


2 2 2 
EA 区 
ds = Dk 十 k 藉 (10-29) 


所 以 ，w 和 速度 平方 成 比例 ， 这 与 2.2 节 中 的 子 模型 一 致 . 

在 第 2 章 里 ， 我 们 曾 用 一 些 数据 检验 了 子 模型 dccv:， 发 现 它 是 合理 的 ， 比 例 常数 的 估 值 
为 0.054 英尺 ， 小时:/ 英 里 :， 它 对 应 于 方程 (10-29) 中 的 大 值 ， 近 似 为 19. 9 英尺 / 秒 : (见习 题 
1)， 如 果 我 们 把 & 解释 成 乘客 感觉 到 的 减速 (因由 假设 下 = 一 km)， 就 会 发 现 把 这 个 常数 看 成 
0. 6g 是 合理 的 (g 为 重力 加 速度 ). 


习题 


1. (a) 利 用 估计 ds 一 0.054w*， 其 中 0. 054 的 量 纲 是 英尺 。 小 时 */ 英 里 *:， 证 明 方程 (10-29) 
中 的 常数 值 为 19.9 英尺 / 秒 ?. 
(b) 利 用 表 4-4 中 的 数据 ， 画 出 dft) 关 于 尹 /2( 英 尺 / 秒 ') 的 图 形 ， 进 而 直接 估计 1/4. 
2. 考虑 用 单 级 火箭 发 射 卫星 到 轨道 ， 火 箭 的 质量 连续 减少 ， 这 些 物质 被 高 速 推出 ， 我 们 
关注 的 是 预测 火箭 能 达到 的 最 大 速度 9， 
(a) 假 设 质量 为 m 的 火箭 以 速度 v 运动 。 它 在 一 个 很 小 的 时 间 增 量 At 内 减少 了 一 个 很 
小 的 质量 Am ， 这 些 质量 的 物质 以 速度 x 沿 " 的 反方 向 离开 火箭 ， 这 里 ，Am, 是 推 
进 燃 料 的 质量 ， 火 篆 的 后 来 速度 变 为 vu 十 Av， 忽 略 所 有 外 力 ( 重 力 ， 大 气 阻力 等 )， 
并 且 假设 牛顿 第 二 运动 定律 成 立 : 
力 = 中 (系统 的 动量 ) 
其 中 动量 等 于 质量 乘 以 速度 ， 请 推导 模型 


其 中 c=u 十 v 是 排 气 的 相对 速度 (燃烧 气体 相对 于 火箭 的 速度 ). 
(b) 假 设 初始 时 刻 :一 0 时 速度 "一 0， 且 火箭 质量 为 办 一 M 十 P， 其 中 也 是 承载 卫星 的 质 


G 该 问题 的 提出 见 D N. Burghes and M. S. Borrie, Modelling with Differential Equations. West Sussex，UK， 
Horwood，1981. 
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量 ， 而 M=eM 十 (1 一 se)M(0<e<1) 为 初始 的 燃料 质量 eM 加 上 火箭 的 外 壳 与 设备 质 
量 (1 一 e)M. 解 (a) 中 的 模型 可 得 速度 为 


z 一 一 cjn 


m 
M+P 
(c)? 证 明 当 所 有 的 燃料 都 耗 尽 时 ， 火 箭 的 速度 为 
vj 一 一 cn| 于 十 二 | 
其 中 8 二 P/M 是 承载 质量 与 火箭 质量 之 比 . 
(d) 若 c 一 3 千 米 / 秒 ，e=0. 8 及 8=1/100( 这 些 是 卫星 发 射 的 典型 数值 )， 求 wr. 
(e) 假 定 科 学 家 计划 往 离 地 表 高 h 公里 的 圆 形 轨道 发 射 一 颗 卫 星 . 假设 地 心 引 力 由 牛顿 
的 平方 反比 吸引 律 给 出 : 


mmM., 
(h+R.)’ 


其 中 7 为 宇宙 万 有 引力 常数 ，zm 为 卫星 质量 ，M. 为 地 球 质量 ，R. 为 地 球 半 径 ， 假 
设 引力 需 与 离心 力 mv:/(A 十 R.) 平 衡 ， 其 中 是 卫星 的 速度 . 火箭 需要 达到 多 大 的 
速度 才能 把 卫星 发 射 到 离 地 表 100 公里 高 的 轨道 ? 根据 (d) 中 的 计算 ， 一 个 单 级 火 
第 能 否 把 卫星 发 射 到 这 样 高 度 的 轨道 ? 

3. 国民 生产 总 值 (GNP) 表 示 商 品 与 服务 的 消费 额 、 政 府 对 商品 与 服务 的 收购 ， 以 及 私人 
的 总 投资 ( 它 是 库存 加 上 建筑 物 及 所 需 设 备 的 增长 量 ) 之 和 . 假设 GNP 以 每 年 3% 的 速 
率 增长 ， 而 国债 随 着 GNP 成 比例 增长 . 

(a) 用 含 两 个 常 微分 方程 的 系统 建立 GNP 和 国债 模型 . 
(b) 假 设 在 第 0 年 时 的 GNP 为 M, ， 国 债 为 Ne ， 求 解 (a) 中 的 系统 . 
(c) 国 俩 是否 最 终 会 超过 GNP? 考虑 国债 与 GNP 之 比 . 


研究 课题 


完成 所 指出 的 UMAP 教学 单元 的 要 求 . 

1. Brindell Horelick 和 Sinan Koont，UMAP 232， 给 出 “ 单个 反应 物 反 应 的 动力 学 (Kinetic 
of Single Reactant Reactions)”. 本 单元 讨论 不 可 逆 的 单个 反应 物 的 反应 阶 ， 对 所 选 的 值 解 
方程 a'(#) 二 一 &(a(1))"; 从 试验 数据 找 出 各 种 反应 的 反应 阶 ， 并 讨论 半 寿 命 的 概念 . 需要 具 
备 相关 化 学 背景 知识 . 

2. Brindell Horelick 和 Sinan Koont，UMAP 234， 给 出 “ 放 射 性 链 : 母体 与 子 体 
(Radioactive Chains: Parents and Daughters)”. 当 放 射 性 物质 A 衰变 为 物质 B 时 ， A 与 B 分 
别称 为 母体 与 子 体 ， 有 可 能 B 是 放射 的 ， 且 是 新 子 体 C 的 母体 ， 有 三 个 放射 性 链 在 一 起 ， 组 
成 了 除 周期 表 中 锭 之 外 的 所 有 自然 发 生 的 放射 性 物质 . 本 单元 研究 用 于 计算 放射 性 链 中 的 物质 
总 量 的 模型 ， 并 讨论 母体 与 子 体 之 间 平 衡 的 暂 态 和 长 期 态 . 

3. John E. Prussing 给 出 “汽车 定向 标 和 方向 盘 偏 转 之 间 的 关系 (The Relationship between 
Directional Heading of an Automobile and Steering Wheel Deflection)”, UMAP 506. 本 单元 
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394 


利用 基础 的 几何 与 动力 学 的 原理 研究 了 有 关 罗 盘 头 与 方向 盘 偏 转 的 模型. 


10.4 自治 微分 方程 的 图 形 解 


本 章 的 模型 都 是 形 如 


变量 的 函数 g 相连 . 在 有 些 情 况 下 ， 变 


把 导数 dy/dz 与 某 个 自 变量 与 因 


时 出 现 . 


的 一 阶 微分 方程 ， 它 
量 z 与 > 可 能 不 同 


观察 解 曲线 
每 次 我 们 对 微分 方程 y 


斜率 域 


SCz，2) 的 解 指定 一 个 初始 条 件 y(zxo) 二 y。 时 ， 要 求解 曲线 ( 即 


我 们 可 以 在 xy 平面 上 g 的 定义 域 


RCs yo)， 且 在 该 点 的 斜率 为 ECzo， yo )。 
中 ， 在 所 选 点 (z，y) 处 画 一 条 斜率 为 g(r+，y) 的 短线 段 ， 通 过 这 


解 的 图 形 ) 通 过 


线段 画 出 斜率 图 ， 每 一 条 线 


些 


些 切 线 来 看 


线 在 此 处 相 切 . 我 们 现在 根据 这 


因而 与 解 曲 


段 都 有 着 与 过 该 点 解 曲线 相同 的 斜率 ， 


曲线 的 性 态 ( 图 10-15). 


\ANNN=~~~ 人 -一 
AAS 一 ~- 一 


| AAALAAAAAA 


MN /2 
MTNNINNM /A 
NN /2 
NN 
1/1/72777--— 

x\A\\ 《An 一 -一 一 
~ 一- 一 -一 


II IIIII SIS I 
11VVAVAAAAAAAAm-Arrr- 


~ 
NI 

W777 7127777 
NIII SIII I II I 2 
VAAAAAAAAAAAAAA 一 一 一 一 一 
“AAA 一 一 一 一 一 一 一 一 


在 计算 机 显示 中 ， 和 斜率 线 段 有 时 用 带 箭头 


的 图 形 表示 ， 就 像 图 中 那样 . 这 并 非 指 斜率 就 有 方向 ， 它 们 其 实 没有 


图 10-15 斜率 域 ( 上 行 ) 和 所 选 定 的 解 曲线 (下 一 行 ). 
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用 纸 笔画 出 一 个 斜率 域 是 十 分 麻烦 的 ， 我 们 的 所 有 图 例 都 是 用 计算 机 生成 的 ， 让 我 们 把 基 


点 放 在 如 何 用 导数 确定 曲线 形状 的 微 积分 知识 上 ， 以 便 通 过 图 形 求解 微分 方程 . 


平衡 点 与 相 直 线 


我 们 在 第 9 章 中 已 经 看 到 临界 点 在 确定 函数 性 态 及 寻求 其 极 值 点 中 所 起 的 作用 .现在 从 稍 
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不 同 的 观点 来 研究 当 函 数 的 导数 为 零 时 会 发 生 什么 情况 . 这 里 的 导数 dy/dz 仅仅 是 y( 因 变量 ) 
的 函数 . 比如 ， 对 方程 
y= 二 ZX 十 1 
进行 微分 ， 得 到 
2y 和 =1 或 和 -= 工 


微分 方程 当 dy/dz 仅仅 是 y 的 函数 时 ， 就 称 为 自治 微分 方程 . 

定义 若 dy/dz=g(y) 是 自治 微分 方程 ， 则 使 得 dy/dz=0 的 y 值 就 称 为 平衡 点 或 静 
止 点 . 

因而 , 平衡 点 是 使 因 变 量 不 再 发 生变 化 的 那些 点 ， 所 以 y 是 静止 的 ， 这 里 强调 的 是 使 
dy/dz 一 0 的 y 值 ， 而 不 是 上 节 中 所 用 的 zx 值 ， 比 如 ，dy/dzr 二 (y 十 1)(y 一 2) 的 平衡 点 是 y= 


一 1 和 y 二 2. 


为 构造 自治 微分 方程 的 图 形 解 ， 我 们 先 作 方 程 的 一 条 相 直 线 (phase line)， 它 是 y 轴 上 的 图 ， 
且 标 明了 方程 的 平衡 点 及 使 dy/dz 和 dy/dx* 取 正 负 的 区 间 ， 于 是 我 们 就 能 知道 解 在 何 处 增 减 ， 
以 及 解 曲线 的 凸 性 . 这 些 就 是 在 不 必 求 出 解 公式 的 情况 下 来 确定 解 曲线 形状 所 需要 的 基本 特征 . 


例 1 画 相 直线 及 解 曲线 的 草图 


画 出 下 面 方程 的 相 直 线 
于 = (y+ D(y—2) 
并 用 它 描绘 出 方程 的 解 . 
解 ， 


第 一 步 ” 作 > 轴 ， 并 标记 平衡 点 y= 一 1 和 y 一 2， 这 里 的 dy/dz=0 


| 2 


第 二 步 ”寻求 并 标 出 使 之 0 和 y'<0 的 区 间 . . 
这 一 步 类 似 我 们 在 微 积分 中 所 做 的 ， 只 不 过 现在 我 们 用 y 轴 来 代替 x 轴 . 


| 
| 
1 
| 2 


我 们 可 以 在 相 直 线 上 加 进 关 于 y 符号 的 信息 ， 因 为 在 y= 一 1 左边 区 间 上 y 之 0， 所 以 y 
的 值 小 于 一 1 时 微分 方程 在 y 小 于 一 1 处 的 解 会 朝 着 一 1 增 大 . 我 们 在 这 区 间 上 画 出 指向 一 1 的 
箭头 以 标明 这 一 点 . 

C—O Oy 


-1 2 
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类 似 地 ， 在 y= 一 1 和 y=2 之 间 y<0， 所 以 在 这 个 区 间 上 的 任 一 解 会 朝 着 一 1 减 小 . 
对 y>2， 我 们 有 y 盖 0， 所 以 > 值 大 于 2 时 的 解 会 从 这 里 不 断 增 大 ， 没 有 上 界 ， 
简 而 言 之 ， 在 xy 平面 的 水 平 线 y= 一 1 以 下 的 解 曲线 会 朝 着 y= 二 一 1 上 升 . 在 y= 二 一 1 和 
y 二 2 线 之 间 的 解 曲 线 会 从 y 王 2 下 降 到 y= 二 一 1，y 二 2 以 上 的 解 曲 线 会 从 y 王 2 开始 上 升 ， 并 保 
持 升 势 . 
第 三 步 ” 计 算 Y 并 标 出 使 y>>0 和 <0 的 区 间 . 
为 求 y， 我 们 用 隐 式 微分 法 对 y 关于 z 求 导 ， 
y 一 (y 十 1)(y 一 2) 一 六 一 > 一 2 
= 人 (9) = 乓 (光一 ?一 2) 
=2yy’—y 
=(2y— 1)y 
一 (2y 一 1)Cy 十 1)(Cy 一 2) 
从 这 个 公式 我 们 看 到 ，y 在 >= 一 1、y=1/2 和 y= 二 2 处 变 号 ， 我 们 在 相 直 线 上 标 出 这 些 
符号 . 397 


第 四 步 ” 在 xy 平面 上 画 出 各 类 解 曲线 . 

水 平 线 y= 一 1，y= 二 1/2 和 y==2 把 平面 分 成 几 个 
水 平 带 ， 在 这 些 带 中 y 和 y” 的 符号 是 已 知 的 .这 些 信 
息 能 告诉 我 们 解 曲 线 在 每 一 条 带 中 是 上 升 还 是 下 降 ， 
以 及 它们 随 着 zx 的 增加 是 如 何 弯曲 的 (图 10-16). 

平衡 线 y= 二 一 1 和 y 一 2 也 是 解 曲 线 ( 常 值 函数 y= 
一 1 和 y 二 2 满足 微分 方程 )， 穿 过 线 >=1/2 的 解 曲线 
在 交点 处 有 一 描 点 同性 从 ( 线 上 方 的 ) 下 凸 变 为 ( 线 下 


方 的 ) 上 出. 
正如 第 二 步 中 所 预示 的 ， 在 中 下 两 个 水 平 带 中 的 
解 曲线 随 着 x 的 增长 而 趋 近 于 平衡 点 > 一 一 1 在 最 上 
面 的 水 平 带 中 的 解 曲 线 平 稳 上 升 ， 并 远离 > 一 2. 图 10-16 自治 微分 方程 dy/dx=(y 十 1) 
(y 一 2) 的 解 曲线 
稳定 与 不 稳定 平衡 点 


再 来 看 图 10-16， 特 别 是 解 曲 线 在 平衡 点 附近 的 性 态 ， 在 y= 一 1 点 附近 的 解 曲线 平稳 地 趋 
向 该 点 ，y== 一 1 为 稳定 平衡 点 ， 在 y=2 点 附近 的 解 曲 线 的 性 态 正 相反 除 平衡 解 y==2 外 的 
所 有 解 都 随 着 z 的 增加 而 远离 该 点 ， 我 们 称 > 一 2 是 不 稳定 平衡 点 ， 若 解 正 好 在 y 二 2， 则 它 一 
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直 在 此 处 ， 但 是 如 果 移 出 一 个 量 ， 不 论 有 多 小 ， 解 都 将 移 去 (有 时 候 平衡 点 的 不 稳定 人 性 在 于 解 
只 从 该 点 的 一 边 移 去 ). 

现在 我 们 知道 要 寻求 什么 了 ， 我 们 在 初始 相 直线 上 已 经 可 以 看 到 这 种 性 态 . 箭头 背离 y=2， 
并 且 解 曲线 一 旦 到 > 一 2 的 左边 ， 就 会 朝 着 ?一 一 1 移动 . 

牛顿 指出 ， 冷 或 热 的 物体 的 温度 变化 率 同 它 与 环境 介质 的 温度 差 成 正比 ， 我 们 可 以 利用 这 
个 观点 来 描述 物体 温度 随时 间 变 化 的 情况 . 


例 2 汤 的 冷却 


一 硫 放 在 房间 里 桌 上 的 热 汤 ， 它 的 温度 会 怎样 变化 呢 ? 我 们 知道 汤 会 冷却 ， 但 作为 时 间 的 
函数 时 ， 一 般 的 温度 曲线 会 是 什么 样 的 呢 ? 

解 ， 我 们 假设 汤 的 摄氏 温度 日 是 关于 时 间 z 的 可 微 函 数 . 适当 选择 上 的 单位 (比如 分 钟 )， 
在 t=0 时 刻 开始 测量 .我 们 还 假设 环境 介质 体积 足够 大 以 至 于 汤 的 热量 对 环境 温度 几乎 没有 
影响 . 

设 环境 介质 保持 15 信 的 恒温 . 则 我 们 可 将 温差 表示 成 日 (1) 一 15， 按 牛顿 冷却 定律 ， 有 比 
例 常数 二 0， 使 得 


守 =— kA(H— 15) (10-30) 


(一 上 在 五 之 15 时 给 出 负 导 数 ). 

因为 在 互 =15 处 dH/dt 一 0， 所 以 15 它 是 平衡 点 . 车 昌 沁 >15， 则 方程 (10-30) 告 诉 我 们 (二 
一 15) 二 0 且 dH/dt<0. 若 物 体 比 房间 热 ， 则 会 变 冷 ， 类 似 地 ， 如 果 五 <15， 则 (五 一 15)<0 
且 dH/dt>>0. 物体 比 房间 冷 ， 则 会 变 暖 . 所 以 ， 由 方程 (10-30) 描 述 的 性 态 与 我 们 关于 温度 变 
化 的 直 党 一 致 . 以 上 描述 如 图 10-17 中 的 初始 相 直 线 所 示 . 

我 们 通过 对 方程 (10-30) 两 边关 于 求 导 来 确定 解 曲线 的 西 性 : 


号 (和 )= 旺 一作 再 一 15)) 
di di 


因为 一 是 负 的， 我 们 看 到 当 dH/di:<0 时 ，d:HH/dz? 是 正 的 ; 而 当 dH/di>>0 时 ，d 五 / 
dz 是 负 的 ， 图 10-18 把 这 个 信息 加 到 相 直 线 上 . 


1 
只 >0 电 <0 
1 
dH | dH dH dn 
二 >0 村 <0 a ， 如 >0 
一 人 一 售 一 一 一 一 一 一 > 用 OH 
15 15 
图 10-17 对 于 牛顿 冷却 定律 做 出 相 直 线 的 第 一 步 . 图 10-18 关于 牛顿 冷却 定律 模型 的 完整 


温度 终究 趋 于 (环境 介质 的 ) 平 衡 点 的 相 直 线 
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完整 的 相 直 线 表明 ， 如 果 物 体 的 温度 在 15C 的 平衡 点 之 上 ， 则 HD ms 并 县 
是 下 凸 的 ， 如 果 温 度 低 于 15'C (环境 介质 温度 )， 则 五 H 
(2) 的 图 形 就 会 递增 ,， 并 且 是 上 凸 的 . 我 们 利用 此 信息 
画 出 典型 的 解 曲线 (图 10-19). 环境 介 

从 图 10-19 中 上 解 的 曲线 我 们 看 到 ， 物 体 冷 却 时 ， 质 温度 
冷却 率 因 dH/di 趋 于 零 而 下 降 ， 所 以 冷却 得 越 来 越 慢 . 
这 一 观察 蕴含 在 牛顿 冷却 定律 中 ， 并 且 包 含 在 微分 方程 
中 ， 但 按时 间 方 向 延伸 的 图 形 对 这 一 现象 给 出 了 直觉 表 
示 . 通过 图 形 六 逢 清 物 理性 家 的 让 台大 我 们 吾 忆 识 关 但 


界 系统 的 一 种 强 有 力 的 工具 . 人 
例 3 再 论 进 辑 斯 匡 增 长 图 10-19 温度 关于 时 间 的 曲线 . i 强 
人 10.1 节 研 究 过 的 如 。。 最 将 了 下 二 记 1oC 人 
守 = = r(M— P)P (10-31) 
的 解 曲线 . 


自治 方程 (10-31) 的 平衡 点 为 P==M 和 P 了 ==0. 我 们 可 以 看 到 当 0 二 PM 时 dP/dt>>0, 而 
P>M 时 dP/dr<0. 这 一 结果 如 图 10-20 中 的 相 直 线 所 示 . 
我 们 通过 对 下 面 方程 求 导 来 确定 种 群 曲线 的 凸 性 


dM- PP=MP- rp: 


dt 
于 是 有 
dP _d 2 dP _ dP 
gr = MP rp 3 rM di 2rP dy 
=r(M— 2P) 到 


若 P=M/2， 则 dP/dr==0. 若 P<<M/2， 则 (CM 一 2P) 和 dP/di 为 正 ， 而 里 P/d2 盖 0， 若 M/2 
二 PM， 则 (M 一 2P) 二 0,， dP/dt>0, 而 dP/dr: 二 0. 若 P>>M， 则 (M 一 2P) 和 dP/di 都 为 
负 ， 而 dP/dr:0， 我 们 把 这 些 情况 都 添加 到 相 直 线 上 (图 10-21). 


dP 一 <0 
| 二 >0 dt 
[ | | > i 2 2 
| | 1 dp so ! dPp_o! dP 
一 了 一 本 1 ->0 
[0 do 1 dt | di 1 dr 
t dit | di © OP 
@— OP M M 
0 M 2 


图 10-20 逻辑 斯 带 增长 的 初始 相 直 线 图 10-21 关于 逻辑 斯 蒂 增长 的 完整 的 相 直 线 
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P= 二 M/2 和 P=M 线 把 tP 平 面 的 第 一 象限 分 成 了 三 个 水 平 带 ， 我们 知道 在 每 条 带 中 dP/ dt 
和 d?* P/dz? 的 符号 ， 以 及 解 曲线 随时 间 的 升降 情况 与 弯曲 方式 .平衡 线 P=0 和 P=M 都 是 种 
群 曲线 . 穿 过 直线 P= 二 M/2 的 种 群 曲 线 在 相交 处 有 一 个 拐点 ， 形 成 一 条 S 形 的 曲线 ， 图 10-22 
表示 出 典型 的 种 群 曲线 . 它们 和 10-1 节 图 10-6 中 表示 出 的 培养 物 中 酵母 菌 的 增长 曲线 非常 
类 似 . 


时 间 
图 10-22 表示 逻辑 斯 带 增 长 的 种 群 曲线 


习题 


1. 对 以 下 微分 方程 构造 方向 场 并 画 出 解 曲 线 ， 
(a)dy/dr=y 
(b)dy/dr=x 
(c)dy/dz 一 x 十 y 
(d)dy/dz 一 工 一 y 
(e)dy/dz 王 zy 
(fdy/dzr 王 1/y 
对 习题 2 一 5 
(a) 确 定 平衡 点 及 其 稳定 性 . 
(b) 画 出 相 直线 ， 标 出 y 和 "的 正 负 号 . 
〈《c) 画 出 若干 条 解 曲线 . 


dy 
2. = (y+2)(y—3) 


dy 2— 
3; Jr 2y 
x 


TT 
dy 
4. di > 1)(y—2)(y—3) 
402 dy_ a 
5. Ti™y Vy, y>0 


习题 6 一 9 中 的 自治 微分 方程 代表 了 一 些 种 群 增 长 的 模型 . 对 每 道 练 习题 选择 不 同 的 初 值 
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了 (0)， 
定 的 ? 


6. 


A 


10. 


10. 5 


.此 -3pPG 一 P)CP 部 ) 


利用 相 直 线 法 分 析 法 画 出 解 曲线 P(1) (如 例 3 中 )， 哪 些 平衡 点 是 稳定 的 ， 哪 些 是 不 稳 


dP 
宁 =1 一 2P 


dP_ pp)_ 
r=P(1—2P) 


dP 


. 一 2P(P 一 3) 


dt 
dP 


dt 

例 3 的 灾变 续篇 设 有 一 些 物 种 中 有 一 群 健康 物种 生长 在 有 限 的 环境 中 ， 其 当前 数量 P。 
.非常 接近 容纳 量 M。。 可 以 想像 是 一 群生 活 在 野外 纯净 湖 中 的 鱼 ， 突 如 其 来 的 灾变 ， 
如 圣 希 伦 斯 火山 焊 发， 使 湖水 受到 污染 ， 鱼 失去 了 所 依赖 的 食物 和 氧气 的 主要 来 源 . 
结果 导致 了 新 环境 的 容纳 其 M, 远 小 于 Ms， 事实 上 还 小 于 当前 数量 P,。 从 灾变 前 某 
个 时 刻 开始 ， 画 出 “前 后 ”曲线 . 以 表明 鱼 的 数量 是 如 何 受 环境 变化 影响 的 . 


. 种 群 控制 茶 地 区 渔猎 部 门 决定 发 放 圳 猫 许可 证 ， 用 以 控制 鹿 的 数量 (一 张 许可 证 只 能 


捕猎 一 头 鹿 )， 已 知 如 果 鹿 的 数 生 降 到 一 定量 级 m 以 下 ， 鹿 就 会 灭绝 ， 又 知 如 果 鹿 的 
数量 超过 了 容纳 量 M， 它 们 的 数量 就 会 由 于 疾病 和 缺乏 营养 而 降 回 到 M. 
(a) 将 鹿 的 增长 率 看 成 时 间 的 函数 ， 讨 论 下 面 模型 的 合理 性 


=PM- PIP-m) 


其 中 PP 是 鹿 的 数量 ,，r 是 正 的 比例 常数 .包括 相 直 线 . 

(b) 解 释 该 模型 与 逻辑 斯 蒂 模型 4P/dt= 二 rrP(M 一 P) 有 什么 不 同 ， 它 比 逻 辑 斯 蒂 模型 好 
还 是 差 ? 

(c) 证 明 车 对 所 有 的 +，P>>M， 则 limP(1) 二 M 

(d) 车 对 所 有 的 1 都 有 PP 二 M， 会 发 生 什么 情况 ? 

Ce) 讨论 该 微分 方程 的 解 ， 模型 的 平衡 点 是 什么 ? 解释 P 的 定 态 值 对 P 的 初 值 的 依赖 
性 ， 应 发 放大 约 多 少 张 捕猎 许可 证 ? 


数值 近似 方法 


在 本 章 前 几 节 介绍 的 模型 中 ,我们 看 到 的 方程 、 导 数 都 与 自 变量 和 因 变 量 的 某 个 函数 相 


连 ， 即 


dy 
了 g(xX,y) 


其 中 g 是 菜 函 数 ，z 和 y 可 以 不 同时 出 现在 g 中 ， 此 外 ,我 们 给 定 某 个 初 值 ， 即 yCx,) = wy. 
最 后 ， 我 们 关注 的 y 值 是 对 x 值 所 在 的 一 个 特定 区 间 而 言 的 ， 即 ms<z<6， 总 之 ， 所 确定 的 
模型 有 下 面 的 一 般 形式 
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= g(x,y), YT0) = yo， TuIEb 


我 们 把 具有 上 述 条 件 的 一 阶 常 微分 方程 称 为 一 阶 初 值 问 题 。 从 以 前 的 模型 可 以 看 到 ， 一 阶 初 值 
问题 是 一 类 很 重要 的 问题 ， 我 们 现在 来 讨论 该 模型 的 三 个 方面 . 


一 阶 初 值 问题 


微分 方程 dy/dx= 二 g(x，y) 如 该 模型 中 所 讨论 的 ， 我们 感 兴趣 的 是 寻求 其 导数 满足 微分 方 
程 dy/dz=g(z，y) 的 丽 数 y 己 f(x)， 虽 然 我们 还 不 知道 f 是 怎么 样 的 ， 但 是 我 们 可 以 根据 给 
定 的 x 和 y 值 计算 其 导数 . 这 样 ， 我 们 就 能 求 得 解 曲线 y= f(x) 在 一 些 特殊 点 (x+，y) 处 的 切 
线 斜率 . 

初 值 y(x。)==y。 初 值 式 表明 在 初始 点 x。 处 我 们 知道 的 y 值 是 f(xo) 二 yo。， 从 几何 上 说 ， 
这 表示 点 (x。，wo) 位 于 解 曲线 上 (图 10-23)， 所 以 ,我 们 就 知道 了 解 曲线 从 哪里 开始 .此 外 ， 
由 微分 方程 dy/dr 二 g(x，y) 我 们 知道 解 曲 线 上 在 点 (x,，yo) 处 的 切线 斜率 为 数 g(xo，yo). 
也 如 图 10-23 所 示 . 

区 间 xo 志 x 送 b 条 件 zx 委 z 委 0 给 出 了 > 轴 上 我 们 所 关注 的 特别 区 间 .， 于 是， 我 们 通过 寻 
找 过 点 (x。，y) 目 斜率 为 g(x。，yo) 解 函数 ， 来 确定 区 间 < 委 z 和 2 上 的 z 和 y 的 关系 (如 图 
10-24). 注意 到 函数 y= 二 f(x) 在 区 间 ze 委 rz 委 0 上 是 连续 的 ， 因 为 它 的 导数 存在 . 


切 线 斜率 


切线 斜率 
我 们 寻求 的 解 


yY0 上 一 一 一 了 y= f(x) 


x 


0 Xo b 
图 10-23 ” 穿 过 点 (re ，w ) 并 以 图 10-24 初 值 问题 的 解 y= 二 f(z) 在 从 zx。 
g(To，y,) 为 斜率 的 解 曲 线 到 .的 区 间 上 是 连续 函数 


初 值 问题 的 近似 解 


如 果 不 需 要 求 初 值 问题 dy/dz=g(z，y)，y(Cze)= 的 精确 解 ， 那 么 我 们 大 致 可 用 计算 
机 在 一 个 适当 的 区 间 ze 委 z 委 9 上 对 一 些 x 值 作出 一 个 > 近似 数值 的 表 . 这 样 的 表 我 们 称 之 为 
问题 的 数值 解 ， 而 生成 这 种 表 的 方法 称 为 数值 方法 .其 中 有 一 种 称 为 Euler 法 ， 介 绍 如 下 . 

给 定 微分 方程 dy/dx 二 g(x，y) 及 其 初 值 条 件 y>(z,) 一 yw， 我 们 可 以 用 它 的 切线 

T(r) = yt gro sy) (ro xo) 

来 通 近 解 . 

值 gCzo, ,y%) 是 解 曲 线 及 其 切线 在 该 点 处 的 斜率 ， 函 数 T(z) 给 出 了 解 y(z) 在 ze 附近 一 个 
小 区 间 上 很 好 的 近似 (图 10-25)，Euler 法 的 基础 就 是 用 这 样 一 段 段 的 切线 来 台 近 解 曲线 ， 具 
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体 方法 介绍 如 下 : 
我 们 知道 点 (ze ，y ) 位 于 解 曲线 上 ， 设 我 们 对 自 变 量 指定 一 个 新 值 ， 为 x 二 x4, 十 Ax. 如 
果 增 量 Az 很 小 ， 那 么 | 
y1 = T(xi) = yo g(xo, yo) Ar 
是 精确 解 y= y(xi) 的 一 个 很 好 的 近似 .所 以 ， 从 恰 位 于 解 曲线 上 的 点 (x。，y。o) 开 始 ， 我 们 得 
到 了 点 (x1， 和 1)， 它 非常 接近 于 解 曲 线 上 的 点 (x1，y(x1))( 图 10-26). 


y 


y= T(x) = yo + g(xX0, y0)(x — xo) 


X 


图 10-25 切线 T(x) 是 解 曲 线 y(z) 在 rx, 附近 图 10-26 Euier 法 首 步 逼 近 y(x1) 和 
一 个 小 区 间 上 很 好 的 近似 位 于 切线 上 的 T(x,) 


利用 点 (rl ，yi) 和 过 该 点 的 解 曲线 的 斜率 g(x ，y1)， 我 们 进行 第 一 - 步 ， 设 rz 一 2 十 Ar， 
我 们 利用 解 曲线 过 (cr  ，y ) 的 切线 计算 
y= y+g(ri yAr 
这 给 出 了 沿 解 曲线 y= /(z) 值 的 下 一 个 近似 (xz;:，y:) (图 10-27)， 继 续 这 样 做 ， 我 们 进行 第 三 
步 ， 从 点 (rl ，y1) 和 斜率 g(x ，yi) 得 到 第 三 次 逼近 
ys = ys g(r ,yy Ar 


以 此 类 推 . 我 们 通过 下 面 的 微分 方程 斜率 域 的 方向 逐步 奸 训 起 一 个 近似 解 . 


图 10-27 对 初 值 问 题 y =g(x，y)，y(zx,)==y。， 的 解 
用 Euler 法 进行 逼近 的 三 步 ， 随 着 步 数 的 增加 ， 误 差 
通常 在 积累 ,但 并 不 像 图 上 那么 夸大 


326 用 10 章 


例 1 Euler 法 的 运用 


404 
| 利用 Euler 法， 从 mm 出 发 并 取 Ar=0.1， 先 对 下 面 的 初 值 问题 求 出 三 个 近似 值 yy 、ys 、ys 
S09 y=1+y, y(0)=1 
解 ， 我 们 有 
oo 一 0,y = 1 ,r= XArT=0.1.7 一 xo 十 2Az 一 0.2 和 xz 一 xz 十 3Az 一 0.3. 
第 一 步 
yi 三 yo 二 g(xXo, Yo)Ar 
二 yo 十 (1 十 yo)Ar 
二 1 十 (1 十 1)(0.1)==1.2 
第 二 步 ， 
ya 一 yi 十 ggCzyy)Az 
一 十 (1 十 )Az 
一 1.2 十 (1 十 1.2)(0.1) 一 1 42 
第 二 步 
33 一 22 十 gCrzyvyz)Arz 
=ys 二 (1 ys ) Ar 
一 1.42 十 (1 十 1.42)(0.1) = 1.662 网 
一 步 步 这 样 的 过 程 很 容易 继续 下 去 .对 表 中 的 自 变量 使 用 等 间隔 值 ， 并 生成 其 个 值 ， 
TX!1 一 To 十 Ar7 
Xs 一 ZU 十 Az 
Tu 一 Tri 十 Arz 
然后 计算 解 的 近似 值 


Yi 一 yo 十 gzoyyo)Azr 
ys = 二 g(x,y Ar 


Yr Yt gre sy) A 
步 数 可 以 任意 大 ， 但 车 n 太 大 ,会 有 误差 积累 . 
Euler 法 很 容易 在 计算 机 或 程序 计算 器 上 编程 实现 . 只 要 我 们 输入 ze 和 y,、 步 数 n 和 步 
长 Az， 程 序 就 会 生成 初 值 问题 数值 解 的 表 ， 然后 ， 像 刚才 所 说 的 ， 用 适 代 方式 来 逼近 解 什 
Yi Ys ye 


例 2 再 论 储 蕾 存单 


我 们 肯 来 讨论 第 1 章 中 研究 过 的 作为 离散 动力 系统 的 储蓄 模型 ， 这里， 我 们 设 初 期 存款 数 
[407] 为 1000 美元 ， 以 年 利率 为 12% 计 算 积累 的 复 利 (而 不 是 如 1. 1 节 例 1 中 的 每 月 1%)， 我 们 想 
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知道 10 年 的 存款 的 金额 ， 如 果 Q(1) 代 表 任 一 + 时刻 存款 的 金额 ， 则 模型 为 


畔 = 0.12Q， Q(0) = 1000 
设 
(a)At 一 1 年 (b)Ar 王 1 月 (人 cAr 一 1 有 周 


用 Euler 法 通 似 10 年 的 值 ， 对 于 :一 10 情形 ， 把 结果 与 解析 解 做 比较 . 

解 ， 
我 们 先 求 出 解析 解 ， 然 后 对 上 述 三 种 情况 分 别 使 用 Euler 法 ， 并 就 每 年 :==1，2，3，…: 
10 的 结果 进行 比较 ， 如 我 们 在 10. 1 节 中 求解 人 口 问题 时 那样 ， 我 们 可 以 对 初 值 问题 


=0.12Q，Q(0) =1000，0<1<10 


分 离 变量 和 积分 ， 得 到 
Q= Ce 
我 们 利用 初 值 条 件 Q(0) 二 1000 求 得 Cl = 二 1000， 则 精确 解 为 
Q(t) = 1000e0 5 

我 们 在 表 10-4 中 用 计算 机 对 下 面 三 种 情况 生成 Euler 近似 解 :， (a)At= 二 1]，(b)At=1/12，(0e) 
A 二 1/52， 各 项 均 用 百 分 近 似 ， 注 意 到 贿 着 Ar 减 小 ，Eujer 逼近 的 精度 越 来 越 高 当 人 一 1/52 
(表示 按 周 计算 ) 时 ，Euler 逼近 给 出 10 年 后 的 存款 值 为 Q(10) 二 3315. 53， 离 解析 解 值 的 误差 
为 4. 59， 图 10-28 给 出 Euler 通 近 的 点 与 精确 解 曲 线 . 


表 10-4 dQ/df=0.12，0{0) 二 1000 的 Euler 解 


(a) (b) (c) 
和 At=1 At=1/12 At 一 1/52 精确 解 
0 1000. 00 1000. 00 1000. 00 1000. 00 
1 1120. 00 1126. 83 1127. 1127. 50 
2 1254. 40 1269. 73 1270. 1271. 25 
3 1404. 93 1430. 77 1432. 1433. 33 
4 1573. 52 1612. 23 1615. 1616. 07 
5 1762. 34 1816. 70 1820. 1822. 12 
6 1973. 82 2047. 10 2052. 73 2054. 43 
7 2210. 68 2306. 72 2314. 2316. 37 
8 2475. 96 2599. 27 2608. 2611. 70 
9 2773. 08 2928. 93 2941. 2944. 68 
10 3105. 85 3300. 39 3315.5 3320. 12 


把 步 长 变 小 似乎 会 使 结果 更 精确 . 但是， 每 一 次 增加 的 计算 不 仅 要 求 增加 计算 机 机 时 ， 更 
重要 的 是 还 出 现 截 断 误 差 。 由 于 这 些 误差 积累 ， 一 个 理想 的 方法 是 改进 逼近 的 精度 并 减少 计算 
量 。 因 此 ，Euler 法 是 不 能 够 令 人 满意 的 。 一 些 更 好 的 解 初 值 问 题 的 数值 方法 会 在 微分 方程 数 
值 解 的 课程 中 介绍 . 我们 这 里 就 不 涉及 了 . 
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CO) = 1000e02 


图 10-28 例 2 中 储蓄 问题 的 精确 解 曲线 与 表 10-4 中 的 Euler 逼近 


变量 分 离 


本 章 所 用 的 直接 积分 法 只 适用 于 能 通过 代数 方法 将 自 变量 和 因 变 量 分 离 的 情形 ， 这 一 类 的 
微分 方程 可 以 写成 如 下 形式 
ply)dy = g(xr)dzx 
比如 ， 给 定 微分 方程 
u(xz)v(y)dri+ ql(r)p(y)dy= 0 
我 们 能 把 它 变 成 如 下 形式 


Py) u(r) 
v(y) 加 QCZ) ds 


由 于 方程 的 右边 是 仅 含 z 的 函数 ， 而 左边 是 仅 含 y 的 函数 ， 因 此 通过 对 两 边 直接 作 简单 积分 就 
能 得 到 解 ， 从 微 积分 可 知 ， 即 使 我 们 成 功 地 分 离 了 变量 ， 也 很 有 可 能 得 不 到 显 式 积分 ， 这 个 方 
法 称 为 变量 分 离 ， 是 用 解析 法 求 微 分 方程 解 的 一 种 最 基本 的 方法 . 


习题 
和 


在 习题 1~4 中 ， 用 Euler 法 对 初 值 问题 按 指定 的 增 量 计算 前 三 个 近似 值 ， 精 确 到 四 位 小 数 . 
1l.y =zx(1—y), y(1)=0, Azr=0.2 


2. Ye y(2) 一 一 1，Az 一 0.5 


3.y =2zy+2y, y(0)=3, Az=0.2 
4.y =y (+27r), y(—1)=1, Ax=0.5 
5. 在 计算 复 利 时 ， 所 得 的 利息 作为 本 金 继续 产生 利息 ， 对 于 1 年 期 ， 存款 金额 Q 为 


Q= (1 十 过) Qo) 
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其 中 i 是 年 利率 (十 进位 )，n 是 一 年 中 计算 复 利 的 次 数 . 
为 了 吸引 存款 人 ， 银 行 设 置 了 计算 复 利 的 几 种 不 同期 限 ， 半年 期 、 按 季度 或 按 日 . 
某 个 银行 声明 它 的 复 利 是 连续 计算 的 . 若 最 初 存 人 100 美元 ， 请 建立 一 个 数学 模型 来 
描述 初期 存款 在 一 年 内 的 增长 情况 . 设 年 利率 为 10%. 
6. 利用 上 题 建立 的 微分 方程 模型 回答 以 下 问题 : 
(a) 从 1=0 求 得 的 导数 来 确定 过 点 (0，100) 的 切线 工 的 方程 , 
(b) 通 过 求 T(1) 来 估计 Q(1)， 其 中 Q(z) 代 表 1 时 刻 的 存款 金额 (假定 不 取款 ). 
(c) 使 用 步 长 At= 二 0.5 来 估计 Q(1). 
(d) 使 用 步 长 At=0. 25 来 估计 Q(1). 
(e) 用 At 二 1.0、0.5 和 0. 25 来 逼近 Qi) 的 图 ， 画 出 所 得 到 的 估计 点 . 
. 对 习题 5 中 得 到 的 微分 方程 模型 ， 用 分 离 变量 和 积分 的 方法 求 Q(z). 
(a) 计 算 Q(1). 
(b) 将 前 面 对 Q(1) 的 估计 与 精确 值 进行 比较 . 
(c) 年 利率 为 10% 连 续 计 复 利 时 ， 求 实际 年 利率 . 
(d) 把 (c) 中 求 得 的 实际 年 利率 与 以 下 复 利 做 比较 : 
i ) 按 半年 : (1 十 0. 1/2)? 
ii ) 按 季度 (1 十 0. 1/4): 
入 ) 按 日 : (1 十 0. 1/365)355 
jiv ) 通 过 对 n= 二 1000，10 000，100 000 求 得 的 式 子 ， 估 计 (1 十 0. 1/n)"” 当 n 一 co 时 的 
极限 . 
V )lim(1+0. 1/n)" 的 极限 是 多 少 ? 


~ 


研究 课题 


完成 所 指 UMAP 教学 单元 的 要 求 : 

1. Brindell Horelick and Sinan Koont,“Feldman 模型 (Feldmans Model),”UMAP 75. 本 
单元 发 展 了 G. A. Feldman 关于 生产 工具 都 归 国 家 所 有 的 计划 经 济 增长 模型 Feldmen 最 初 提 
出 的 模型 是 与 前 苏联 经 济 的 计划 有 关 . 请 对 于 产 出 量 率 、 国 民 收入 、 它 们 的 变化 率 及 对 储蓄 的 
倾向 做 出 数值 计算 ， 并 讨论 模型 参数 与 度量 单位 的 改变 造成 的 影响 . 

2. Brindell Horelick and Sinan Koont,“ 羊 的 消化 过 程 (The Digestive Process of Sheep,” 
UMAP 69. 本 单元 对 羊 的 消化 过 程 引进 微分 方程 模型 .该 模型 利用 收集 到 的 数据 与 最 小 二 乘 
方 判 据 进行 测试 和 拟 合 . 


进一步 的 阅读 材料 


1 Fox,William P., & George Schnibben, “Using Eulers Method in Autonomous Ordinary Differential 
Equations: The Importance of Step Size. ” COED Journal (January-March 2000): 44-50. 
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在 研究 经 济 学 、 生 态 学 、 电 路 、 机 械 系统 、 天 体力 学 、 控 制 系统 等 领域 的 问题 时 ， 会 遇 到 
相互 作用 的 情形 。 比如， 研究 各 种 动 植物 数量 增长 的 动力 学 就 是 数学 在 生态 学 上 的 一 个 重要 应 
用 . 不同 的 物种 以 各 种 方式 相互 作用 .一 种 动物 可 以 是 另 一 种 动物 的 主要 食物 来 源 ， 这 通常 称 
为 捕食 关系 .两 个 物种 可 以 相互 依赖 、 相 互 支持 ， 如 蜜蜂 以 植物 的 花蜜 为 食物 ， 同 时 替 植 物 传 
播 花粉 ， 这 种 关系 被 称 为 互利 共生 . 另 一 种 可 能 性 是 两 个 或 多 个 物种 为 共同 的 食物 源 相 互 竞 
争 ， 甚 至 为 生存 而 竞争 ， 在 本 章 我 们 将 逐步 提出 一 些 基 本 模型 ， 来 解释 这 些 相互 作用 情形 ， 同 
时 用 图 形 的 方法 来 分 析 模 型 . 

在 对 有 关 种 群 增长 动力 学 的 相互 作用 情形 建 模 时 ， 我 们 感 兴趣 的 是 要 回答 所 研究 物种 的 一 
些 相关 问题 ， 比 如 ， 一 个 物种 是 否 总 优 于 另 一 物种 而 导致 后 者 的 灭绝 ? 这 些 物种 是 否 能 共存 ? 
如 果 是 的 话 ， 它 们 的 数量 能 否 达到 平衡 的 程度 ， 还 是 以 一 种 可 预测 的 方式 变化 ? 此 外 ， 上 述 问 
题 的 解答 对 于 物种 初期 数量 的 敏感 度 有 多 大 ， 或 对 于 外 部 干扰 (如 自然 灾害 ， 以 及 用 于 控制 种 
群 的 生化 制剂 的 发 展 等 ) 的 敏感 程度 有 多 大 ? 

由 于 我 们 是 对 关于 时 间 的 变化 率 来 建 模 的 ， 所 以 模型 总 是 要 涉及 到 微分 方程 (或 在 离散 分 
析 中 的 差分 方程 )， 即 使 是 根据 非常 简单 的 假设 ， 得 到 的 方程 也 经 常 是 非 线 性 的 ， 并 且 通 常 不 
会 有 解析 解 ， 虽 然 可 以 通过 数值 方法 求解 . 不 过 ， 关 于 变量 性 态 的 定性 信息 经 常 能 通过 简单 的 
图 形 分 析 得 到 ， 我 们 将 说 明 图 形 分 析 是 如 何 被 用 于 解决 如 上 所 提 到 的 一 些 问题 的 ， 我 们 也 将 指 
出 这 种 分 析 的 局 限 性 ， 以 及 进行 更 精细 的 数学 分 析 所 需 的 条 件 。 我们 关于 微分 方程 组 的 图 形 分 
析 法 是 将 10. 4 节 中 关于 图 形 的 做 法 推广 到 二 维 情 况 . 


11.1 一 阶 自治 微分 方程 组 的 图 形 解 


在 第 10 章 中 ， 我 们 用 变量 分 离 和 积分 的 方法 来 解 微分 方程 ， 但 是 解 微分 方程 组 通常 就 不 
那么 简单 了 ; 事实 上 ， 当 方程 是 非 线 性 的 时 候 ， 我 们 很 难 找到 解析 和解， 虽然 求 数 值 解 的 方法 还 
是 有 的 ， 所 以 ， 像 我 们 在 单个 方程 研究 的 那样 ， 考 虑 微分 方程 组 解 的 定性 图 形 分 析 就 很 有 价值 
了 . 我们 限定 在 只 含 两 个 一 阶 微分 方程 的 特殊 系统 来 讨论 . 

系统 


dz 
a fx,y) 
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PF = g(r,y) (11-1) 


称 为 自治 微分 方程 组 ， 在 这 个 系统 中 ， 不 含 自 变量 !( 即 1 不 明显 出 现在 方程 (11-1) 的 右边 ). 
为 了 强调 自治 系统 的 物理 意义 ， 可 以 设想 自 变量 : 表示 时 间 ， 而 因 变 量 则 给 出 笛 卡 儿 平面 上 的 
位 置 (x，y)， 所 以 ， 自 治 方程 组 是 与 时 间 无 关 的 . 为 了 使 系统 有 更 合适 的 性 质 ， 我 们 通 篇 假 


定 所 讨论 的 函数 和 g ， 以 及 它们 的 一 阶 偏 导数 了 <、 马 A、 也 和 在 xy 平面 上 的 一 个 和 


9y. 
当 的 区 域 上 均 连 续 . 

把 自治 系统 (11-1) 的 解 看 成 是 zy 平面 上 的 一 条 曲线 是 很 有 用 的 .这 就 是 说 ， 方 程 组 (11-1) 
的 解 是 导数 满足 该 系统 的 一 对 参数 方程 z= 二 z(t) 和 y= 二 y(t).， 当 1 按时 间 变 化 时 ， 坐 标 为 
(z(t)，y(z)) 的 解 曲 线 称 为 系统 的 轨 线 、 路 径 或 轨道 ，xy 平面 则 称 为 相 平面 ， 为 方便 起 见 ， 把 
轨 线 看 成 是 运动 质点 的 路 径 ， 在 本 章 中 我 们 将 一 直 持 这 种 想法 . 注意 到 质点 随 着 时 间 : 的 增长 而 
在 相 平 面 上 移动 ， 它 在 (rx，y) 点 处 运动 的 方向 仅仅 由 坐标 (zx，y) 确 定 ， 而 与 到 达 的 时 间 无 关 . 

车 (x，y) 是 相 平 面 上 的 一 个 点 ， 同 时 满足 f(x， y)=0 和 g(#， y)= 二 0， 则 dz/dt 和 dy/dt 
同时 为 零 ， 所 以 ,在 x 方向 和 y 方 向 上 均 没 有 运动 ， 该 质点 是 静止 的 ， 这 样 的 点 称 为 系统 的 静 
止 点 或 平衡 点 .注意 到 若 (x。，yo) 是 系统 (11-1) 的 静止 点 ， 那 么 方程 z= 二 zx。 和 y= 二 yo。 给 出 了 该 
系统 的 解 。 事 实 上 ， 这 个 常数 解 是 相 平 面 上 通过 点 (x。，yo) 的 惟一 解 。 解 的 胃 线 只 是 静止 点 
(zo，yo) 本 身 . 称 一 个 轨 线 zx= 王 z(i ，y 一 y(b 趋 于 静止 点 (ze ，%)， 若 :一 oo 时 ，xz(1) 一 zx。 和 
y( 直 一 yo， 在 实际 应 用 中 ， 观察 雪线 接近 静止 点 时 所 发 生 的 情形 是 十 分 有 趣 的 . 

稳定 性 的 想法 在 静止 点 附近 轨 线 习性 的 讨论 中 居中 心地 位 . 粗略 地 讲 ， 静 止 点 (ze，%) 是 
稳定 的 ， 只 要 从 它 附 近 出 发 的 任 一 轨 线 在 以 后 的 所 有 时 间 内 总 在 该 点 附近 ， 若 它 是 稳定 的 ， 且 
若 在 点 (ze，y%) 附 近 开 始 的 任 一 轨 线 当 上 趋 于 无 穷 时 趋 于 该 点 ， 则 它 是 渐 近 稳定 的 . : 若 静 止 点 
不 是 稳定 的 ， 则 它 称 为 不 稳定 的 .在 本 章 的 后 面 研 究 到 特定 的 建 模 应 用 问题 时 ， 我 们 还 会 阐明 
这 些 概念 现在 的 目标 是 要 有 一 种 定性 讨论 微分 方程 组 模型 的 语言 .我 们 并 不 是 要 来 研究 稳定 
性 的 理论 方面 ， 这 需要 比 这 里 所 说 到 的 更 深入 的 数学 知识 . 

下 面 的 结果 对 于 研究 自治 方程 组 (11-1) 的 解 十 分 有 用 .我们 不 加 证 明 地 给 出 : 

1) 过 相 平 面 上 任意 一 点 ， 最 多 只 有 一 条 轨 线 . 

2) 若 一 条 轨 线 的 初始 点 不 是 静止 点 ， 那 么 该 轨 线 在 能 在 有 限 的 时 间 段 内 到 达 静 止 点 . 

3) 轨 线 不 会 与 自身 相交 ， 除 非 它 是 一 条 闭 曲线 . 若 轨 线 是 一 条 闭 曲 线 ， 则 它 是 一 个 周 
期 解 . 

由 上 面 的 三 条 性 质 可 以 得 出 ， 从 一 个 非 静止 点 的 初始 点 出 发 的 运动 满足 ， 

1) 将 会 沿 着 同一 条 轨 线 运动 ， 而 与 初始 时 间 无 关 ; 

2) 不 会 再 回 到 初始 点 ， 除 非 运动 是 周期 的 ; 

3) 不 会 穿 过 另 一 条 轨 线 ; 

4) 只 能 趋 近 (而 不 能 到 达 ) 静 止 点 . 

所 以 ， 质 点 沿 着 一 条 轨 线 的 运动 特性 为 以 下 三 种 方式 之 一 : (1) 质 点 趋 于 一 个 静止 点 ; (2) 
质点 没 着 或 渐进 地 趋 近 一 条 闭路 径 运动 ; (3) 当 : 趋 于 无 穷 时 ， 轨 线 的 分 量 中 至 少 有 一 个 ， 
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(1) 或 y()， 趋 于 无 穷 
例 1 线性 自治 微分 方程 组 
一 对 函数 


T= e'sint 
y= ecost 
是 线性 自治 系统 
dr/dt 三 一 工 十 y 
dz/di 王 一 工 一 y 
的 解 ， 容易 验证 它们 是 解 ， 只 要 对 x 和 y 进行 微分 ， 并 证 明 满足 该 系统 的 微分 方程 ; 
dz _ d 


十 三 号 (esin0) 一 一 esint 十 ecost 
一 一 工 十 y 
和 y 
dy es 一 一 ecost 一 esint 
dt dt Go, yo) 
一 一 y 一 工 
车 dr/dt 一 0 且 dy/dt 二 0， 则 z 二 y= 
0.， 所 以 原点 (0，0) 是 方程 组 惟一 的 静止 x 
点 .由 于 


Ti 二 y = @ ?sint 二 +e ?cosit = er 
每 一 条 轨 线 都 是 一 条 半径 递减 的 围绕 原点 
的 螺旋 线 ， 且 当 上 趋 于 正 无 穷 时 ， 该 螺旋 
线 趋 近 于 原点 . 所以，(0，0) 是 一 个 渐 近 


稳定 的 静止 点 ， 在 相 平 面 上 ， 该 方程 组 的 ee 
一 条 从 初始 点 rz(0) 二 x。，y(0)== y。 出 发 dd = -x-y 
的 典型 轨 线 如 图 11-1 所 示 . 国 目下 点 为 050) 的 蜂 殉 线 


例 2 非 线性 自治 微分 方程 组 图 11-1 原点 是 渐 近 稳定 的 静止 点 ( 例 1) 


对 一 co<t<ce， 两 对 函数 


并 一 一 Q csch ct 


y 一 一 a coth cz 


=acschat 
(11-3) 
y =—a cothat 


满足 非 线性 自治 系统 
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dr/dt = zy CT 
dy/dt = zx? 
由 下 面 的 微分 公式 很 容易 验证 该 结论 


(a csch at) 一 一 az csch at coth at 


di coth at) = az csch’ at 
dt 


(11-2) 和 (11-3) 的 每 对 函数 均 满足 方程 


这 是 由 于 

cothiu—cschiu=1 
因而 ， 函 数 对 (11-2) 和 (11-3) 就 是 图 11-2 中 所 示 双 曲线 的 上 下 分 枝 . 而 半 直 线 y 一 z，y 一 一 
和 < 天 0 也 是 系统 (11-4) 的 解 . 


X= acschat | x= -acschat 
y=-acothat | y= -acoth af 


a>0 | a>0 


f<0 | 5<0 
a<0 0) a>0 
f>0 O 1>0 
X=a secat x=asecat 
@ 证 
y=atan dl y=atanat 
C2 
ag0 a>0 
fr<0 O 1<0 


x=-acschat | x= acschar 
y=~acothat | y=-acothart 


a<0|a<0 
1>0 | +1>0 


图 11-2 非 线 性 自治 方程 组 dr/dt 二 xy 和 dy/dt=x*( 例 2) 的 几 条 轨 线 


我 们 来 求 系统 (11-4) 的 静止 点 ， 因 为 当 x=0 时 ，dzx/di=0 和 dy/dt=0 同时 成 立 ， 所 以 ， 
> 轴 上 的 点 都 是 系统 的 静止 点 ， 我 们 现在 把 这 些 静 止 点 分 类 . 

首先 考虑 原点 ， 如果 我 们 选择 一 个 靠近 原点 的 初始 点 ， 比 如 说 (a，0) 使 得 a 汪 0， 则 当 : 增 
大 时 ， 穿 过 该 点 的 双 曲 轨 线 的 分 枝 向 右上 方 延 伸 ， 如 图 11-2 中 箭头 方向 所 示 . 事实 上 ， 注 意 
到 当 : 趋 于 x/2e 时 ，z 和 y 均 趋 于 正 无 穷 ， 所 以 ， 静 止 点 (0，0) 是 不 稳定 的 . 

车 (0，a) 是 y 轴 上 的 任 一 点 ，a>0， 则 (0，c) 是 不 稳定 的 、 比 如 说 ， 只 要 质点 沿 着 (0，o) 
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附近 的 轨 线 运动 ， 都 将 向 上 延伸 并 远离 点 (0，a)， 如 图 11-2 中 轨 线 所 示 ; 至 于 轨 线 向 左 还 是 
向 右 运 动 分 别 取 决 于 我 们 选择 的 初始 点 是 在 第 二 象限 还 是 在 第 一 象限 . 
静止 点 (0，5),， 5b<0， 则 具有 完全 不 同 的 性 质 ， 对 于 相 平面 上 在 (0，6) 附 近 的 初始 点 ， 其 

轨 线 在 上 趋 于 正 无 穷 时 将 趋 近 》 负 半 轴 上 的 某 个 点 (0，a)， 比 如 ， 一 个 从 点 (0，5) 左 边 附近 某 
处 开始 的 质点 运动 轨 线 为 

并 一 一 Q csch xt 

y 一 一 Q coth at 
这 里 ae<0 且 上 盖 0( 图 11-2)， 当 上 = 十 ceo 时， 我 们 有 at 一 一 co， 则 (csch at) ->0- ， 故 ,z->0-， 
又 有 (coth aD) 一 一 1， 故 y->a， 随 着 时 间 增 加 ， 质 点 越 来 越 接近 静止 点 (0，a)， 但 是 永远 不 能 
到 达 该 点 ， 若 (0，a) 很 接近 (0，5)， 则 质点 从 (0，6) 附 近 开 始 运 动 ， 且 以 后 一 直 保 持 在 它 附近 
(因为 该 质点 也 会 保持 在 点 (0，a) 附 近 运 动 )， 所 以 负 半 y 轴 上 的 静止 点 都 是 稳定 的 ， 但 它们 不 
是 渐 近 稳定 的 ， 因 为 不 是 每 一 条 包 (0，6) 附 近 的 点 为 初始 点 的 轨 线 最 终 都 趋 近 (0，0)， 只 有 两 
条 轨 线 有 这 样 的 性 质 ， 即 只 有 双 曲 线 下 枝 的 左边 或 右边 才 会 趋 近 该 静止 点 ， 如 图 11-2 所 示 . 
没有 一 条 轨 线 能 穿 过 y 轴 ， 因 为 y 轴 上 的 所 有 点 都 是 静止 点 ， 从 而 都 是 原 自治 方程 组 的 解 ， 注 
意 到 这 点 也 是 重要 的 ， 我 们 将 把 前 面 讨论 过 的 想法 应 用 到 下 面 几 节 进 一 步 引 进 的 模型 中 ， “用 


习题 
在 习题 1~4 中 ， 验 证 所 给 的 卫 数 对 是 一 阶 方程 组 的 解 . 
l. X=—e, y=e 

dz 过 二 

dt > de 

= le .313,36 


dr ,a dy_ 
dt 人 dt 

4. x 二 b tanh bt:，y 二 6 sech bt，6 二 任意 实数 
dx 


在 习题 5 一 8 中 ， 找 出 所 给 自治 系统 的 静止 点 并 进行 分 类 . 


cz 一 CY 
5; dr 2y， de 37 

dr do 
6. 于 《3 一 1)， 下 一 工 2 

dr oy) dy 三 
7. dt y(y 一 1)， 了 (一 1)(y 一 1) 
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9. 做 出 下 列 自治 系统 相应 的 轨 线 ， 并 标 出 随 i 增加 的 运动 方向 .确定 静止 点 ， 并 按 稳定 
的 、 浙 近 稳 定 的 、 或 不 稳定 进行 分 类 . 
(a)dzr/dt=x, dy/dt=y 
(b)dx/dt=—zx, dy/dt=2y 
(cdx/dt=y, dy/dt=—27x 
(d)dzr/dt=—z+l1, dy/dt=—2y 


研究 课题 


完成 UMAP 教学 单元 的 要 求 : Raymond N.，Greenwell,“ 包 和 磷 虾 : 数学 模型 (Whales 
and Krill:. A Mathematical Model)”, UMAP 610. 本 教学 单 序 是 用 微分 方程 组 对 于 鲸 和 磷 虾 
的 捕食 系统 进行 建 模 ， 虽 然 该 方程 组 不 可 解 ， 但 通过 量 纲 分 析 和 平衡 点 的 研究 可 以 提取 有 用 的 
信息 ， 引 进 可 维持 的 最 大 产量 概念 并 用 于 获得 关于 捕 鱼 策略 的 结论 ， 你 将 学 习 构造 微分 方程 组 
模型 、 从 一 组 方程 中 降低 维 数 、 寻 求 微分 方程 组 的 平衡 点 并 了 解 其 重要 性 ， 以 及 代数 与 分 析 的 
实用 操作 技巧 . 


11.2 竞争 捕猎 模型 


至 今 为 止 ， 我 们 已 经 看 到 怎样 用 马尔 萨 斯 模型 或 有 限 增长 模型 来 对 单个 物种 的 数量 增长 建 
立 数学 模型 ， 现 在 ， 我 们 把 注意 力 转向 两 个 不 同 物种 如 何 竞争 同一 种 资源 的 情形 . 

识别 问题 

设想 一 个 小 池塘 ， 它 的 环境 足以 维持 一 些 野 生动 植物 的 存活 ， 我 们 想 在 池塘 里 放置 一 些 供 
垂钓 的 鱼 ， 如 鲜 鱼 和 鲈鱼 ， 设 x(z) 表 示 鳞 鱼 在 时 刻 : 时 的 数量 ，y(t) 表 示 钙 鱼 的 数量 ， 问 这 两 
种 鱼 是 否 能 在 池塘 中 共存 ? 如 果 是 的 话 ， 那 么 这 两 种 鱼 数量 的 最 终 解 受到 一 开始 放 入 池塘 的 鱼 
的 数量 以 及 外 部 干扰 的 教 感 程 度 有 多 大 ? 

假设 

鳝 鱼 的 数量 z(z) 依 赖 于 许多 变量 : 初始 量 级 zx、 竞争 有 限 资源 的 总 量 以 及 是 否 存在 食肉 
动物 等 ， 首 先 ， 我 们 假设 环境 能 够 支持 无 限 条 鳝 鱼 ， 于 是 得 到 单个 方程 


蛇 =ar 对 a >0 


(以 后 我 们 会 看 到 可 望 改 进 这 个 模型 ， 并 用 到 有 限 增 长 的 假设 . ) 然 后 ， 我 们 考虑 鲜 鱼 和 鲈鱼 一 


” 同 竞争 生存 空间 和 公共 的 食 侯 ， 来 修改 这 个 方程 ， 鲈 鱼 的 作用 是 降低 鲜 鱼 的 增长 率 ， 这 种 减少 


与 两 个 物种 之 间 可 能 的 作用 大 致 成 比例 关系 ， 因 此 假定 在 一 个 子 模型 中 的 减少 量 与 x 和 y 的 乘 


@@ ”本 节 材 料 到 自 UMAP Unit 628， 是 基于 Stanley C，Leja 和 本 书 的 一 个 作者 的 工作 . 
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积 成 正比 ， 这 种 想法 可 以 用 下 面 的 方程 来 建 模 : 
dr 
dt 

固有 增长 率 &=a 一 by 随 着 鲈鱼 量 级 的 增长 而 降低 .常数 a 和 2 分 别 表示 鳞 鱼 数量 的 自我 调节 

能 力 及 其 与 钙 鱼 的 竞争 程度 . 这些 系数 必须 通过 实验 或 者 分 析 历 史 数 据 得 到 . 


ar—bry = (a—by)r (11-5) 


用 同样 的 方式 可 以 对 鲈鱼 数量 的 情况 进行 分 析 ， 就 此 模型 我 们 得 到 下 面 含 两 个 一 阶 微分 方 2 


程 的 自治 系统 : 


d a- dy nn S 
dr (a—by)r i (m— nr)y (11-6) 


其 中 (0) 二 +。，y(0) 二 yo。， 且 4a、b、m 和 nn 都 是 正常 数 ， 这 个 模型 对 于 研究 诸如 鳝 鱼 和 鲈 色 
这 样 有 竞争 行为 的 物种 增长 模式 很 有 用 . 

模型 的 图 形 分 析 

我 们 所 关心 的 一 个 问题 是 鳞 鱼 和 鲈鱼 的 数量 是 否 会 到 达 平 衡 状 态 ， 如果 是 的 话 ， 那 么 我 们 
就 能 知道 这 两 个 物种 是 否 可 能 在 池塘 中 共存 .达到 这 种 状态 的 惟一 方式 就 是 这 两 个 物种 都 停止 
增长 ， 即 dz/dt 王 0 和 dy/dt 二 0. 所 以 ， 我 们 要 寻求 系统 (11-6) 的 静止 点 或 平衡 点 . 

令 方程 组 (11-6) 的 右 端 同时 为 零 ， 并 解 出 x 和 >y， 我 们 得 到 相 平面 上 的 静止 点 (zx，y) = 
(0,，0) 和 (zx，y) 二 (m/n，a/5). 沿 着 相 平 面 上 的 竖 直 线 + 二 mm/n 和 xz 轴 ， 鲈 鱼 数量 的 增长 率 
dy/di 为 零 ; 沿 着 相 平面 上 的 水 平 线 y==a/65 和 y 轴 ， 鳝 鱼 的 增长 dr/di 为 零 . 如 果 最 初 的 投入 
量 就 处 于 静止 点 状态 的 话 ， 那 么 每 一 种 鱼 的 数量 都 不 会 增加 .这 一 特征 如 图 11-3 所 示 . 


SIS 鲈鱼 


a) b) ©) 
图 11-3 由 系统 (11-6) 给 出 的 竞争 狩猎 模型 的 静止 点 


考虑 到 任意 模型 中 都 有 一 定 程度 的 近似 ， 我 们 不 可 能 对 系统 (11-6) 中 的 常数 a、6b、 mw 入 n 
值 做 出 精确 的 估计 ， 所 以 我们 所 要 研究 的 相关 性 态 就 是 解 的 轨 线 在 静止 点 (0，0) 和 Cm/n， 
a/6b) 附 近 的 性 质 ， 特 别 是 这 些 静 止 点 是 稳定 的 还 是 不 稳定 的 ? 

为 了 用 图 形 来 研究 这 个 问题 ， 我 们 来 分 析 dz/d 和 dy/di 在 相 平 面 上 的 符号 (虽然 x(1) 和 
2(b 分 别 表示 鳝 鱼 和 鲈鱼 的 数量 ， 但 正如 上 一 节 中 我 们 所 讨论 的 那样 ， 把 轨 线 看 成 是 质点 运动 
的 路 径 是 很 有 帮助 的 )， 如 果 dz/dt 是 正 的 ， 那 么 轨 线 的 水 平分 量 x(1) 就 增加 并 且 质 点 向 右 移 
动 ， 如 果 dz/d 是 负 的 ， 质 点 就 向 左 移动 . 类 似 地 ， 如 果 dy/di 是 正 的 ， 那 么 分 量 y(1) 增 加 且 
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质点 向 上 运动 ; 如 果 dy/dt 是 负 的 ， 那 么 质点 就 向 下 运动 . 在 系统 (11-6) 中 ， 竖 直线 x 二 m/n 
把 相 平 面 分 成 了 两 个 半 平 面 ， 在 左 半 平面 内 ，dy/dt 是 正 的 ， 而 在 右 半 平面 内 ， 它 是 负 的 . 相 
应 轨 线 的 方向 如 图 11-4 所 示 . 水 平 线 y=a/b 同样 决定 了 dz/dt 为 正 或 负 的 半 平 面 ， 相 应 轨 线 
的 方向 如 图 11-5 所 示 . 沿 着 直线 > 一 a/ 有 dr/dt 二 0， 所 以 ， 任 意 轨 线 穿 过 这 条 线 时 一 定 是 竖 
直 的 ， 类 似 地 ， 沿 着 直线 z= 二 m/n， 有 dy/dt= 二 0， 所 以 轨 线 将 水 平地 穿 过 这 条 线 ， 最 后 ， 沿 着 
y 轴 的 运动 一 定 是 竖 直 的 ， 而 沿 着 x 轴 的 运动 一 定 是 水 平 的 ， 将 以 上 信息 都 组 合 在 一 幅 图 形 
中 ， 就 能 得 到 四 个 不 同 的 区 域 4~D， 它 们 分 别 有 着 不 同 的 轨 线 延伸 方向 ， 如 图 11-6 所 示 . 


> 


鲈 色 
一 一 
ER 


7 
必 
a < 
中 Ds 
鳝 全 ”” 
呈 时 铺 鱼 ““ 
图 11-4 在 xz=m/za 左 边 的 轨 线 向 上 延伸 ; 图 11-5 在 y=a/b 线 上 面 的 轨 线 向 左 延 伸 ; 
右边 轨 线 向 下 延伸 在 该 线 下 面 的 轨 线 向 右 延 伸 


现在 我 们 分 析 轨 线 在 静止 点 附近 的 运动 情况 ， 对 于 (0，0)， 我 们 可 以 看 到 所 有 的 运动 都 是 远离 
它 的 一 一 向 上 或 是 向 右 ， 在 静止 点 (m/n，a/65) 附 近 ， 轨 线 的 运动 行为 取决 于 初始 点 位 于 哪个 
区 域 ， 比 如 ， 若 轨 线 从 区 域 B 开始 ， 则 它 将 向 左下 方 朝 着 静止 点 运动 ， 但 是 ， 当 它 靠 近 葛 止 
点 上 时， 导数 dr/dt 和 dy/dt 接近 于 零 . 至 于 之 后 轨 线 是 绕 过 静止 点 向 下 移动 到 区 域 D， 还 是 向 
左 移动 到 区 域 4， 就 取决 于 轨 线 的 初始 点 与 常数 a、b、m 和 的 相对 大 小 了 ， 一 旦 轨 线 进入 了 
上 述 两 个 区 域 之 一 ， 它 就 将 远离 静止 点 ， 所 以 ， 这 两 个 静止 点 都 是 不 稳定 的 ， 这 些 特点 如 图 
11-7 所 示 . 


图 11-6 由 xr 二 m/n 和 yy 二 a/b 确定 的 四 个 图 11-7 在 静止 点 (0,，0) 和 (m/n，a/b) 
区 域 中 轨 线 方向 的 组 合 图 形 分 析 附近 沿 轨 线 的 运动 
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模型 的 解释 

现在 我 们 考虑 半 平 面 y><a/ 和 ya/b.， 在 每 个 半 
平面 中 ， 恰 只 有 一 条 轨 线 趋 于 静止 点 (m/z，a/6)， 这 一 
事实 的 证 明 详 见习 题 7 中 . 这 两 条 趋 于 静止 点 的 轨 线 之 
上 ,鲈鱼 的 数量 增加 ， 之 下 则 鲈鱼 的 数量 减少 ， 在 半 平 
面 y<a/ 上 的 轨 线 如 图 11-8 中 连结 (0，0) 到 (m/n,，a/ 
b) 的 直线 所 示 ， 这 里 为 了 简便 画 成 了 直线 ， 实 际 上 可 能 ee ee 
不 是 直线 . 结果 ， 恰 有 两 条 轨 线 趋 近 

上 述 的 图 形 分 析 使 我 们 得 到 初步 结论 ， 即 在 原 模型 ee 
的 假设 下 这 两 个 物种 几乎 达 不 到 平衡 状态 而且， 最 初 
投放 的 量 级 对 于 决定 哪个 物种 能 获得 生存 是 重要 的 . 系统 的 扰动 也 会 影响 到 竞争 的 结果 . 所 
以 ， 这 两 个 物种 相互 共存 几乎 是 不 可 能 的 . 这 个 现象 称 为 竞争 排斥 原理 ， 或 称 Gause 原理 2 , 
此 外 ， 如 图 11-8 所 示 ， 初 始 条 件 完全 决定 了 结果 . 从 该 图 中 我 们 可 以 看 到 ， 任何 使 得 轨 线 从 
一 个 区 域 ( 比 如 ， 在 两 条 趋 于 静止 点 Cm/n，a/5) 的 轨 线 的 下 面 ) 移 到 另 一 个 区 域 ( 在 这 两 条 轨 线 
的 上 面 ) 的 扰动 都 会 改变 最 终结 果 . 我 们 图 形 分 析 的 一 个 局 限 性 就 是 没有 精确 地 定 出 这 两 条 分 
界 轨 线 . 如 果 我 们 对 模型 感到 满意 ， 就 很 希望 能 定 出 这 两 个 区 域 的 分 界线 . 

图 形 分 析 的 局 限 性 

并 不 是 仅 凭 图 形 分 析 就 总 能 确定 在 静止 点 附近 运动 性 质 的 ， 为 了 理解 这 种 局 限 性 ， 考 虑 如 
图 11-9 所 示 的 静止 点 和 轨 线 运动 方向 .该 图 中 所 给 的 信息 不 足以 区 分 图 11-10 中 所 示 的 三 种 
可 能 的 运动 方式 、 此 外 ， 即 使 是 通过 其 他 一 些 方法 确 知 图 11-10c 是 正确 地 描绘 了 静止 点 附近 
的 运动 ， 我 们 还 是 可 能 得 出 轨 线 会 朝 着 x 和 y 方 向 无 界 增长 的 结论 。 但是， 考虑 下 面 的 系统 


学 一 y 十 工 一 ZTCzZ 十 天 ) 


(11-7) 


了 = 一 了 十 y 一 y(z’ 十 y) 


ES 20) 3 (x y0) 


a) 周 期 运动 b) 向 着 浙 近 稳定 c) 在 不 稳定 静 小 
的 静止 点 运动 点 附近 的 运动 


图 11-9 在 静止 点 附近 的 轨 线 方向 图 11-10 三 种 可 能 的 轨 线 运动 


GO G. F. Gause 在 他 的 书 “ 生 存 斗 争 (The Struggle for Eristence)”(Baltimore: Williams &. Wilkens，1934) 中 进一步 发 
展 了 Joseph Grinnel、Alfred Lotka 和 Vita Volterra 在 种 群生 态 学 方面 的 研究 工作 .事实 上 ，Grinnel 在 1904 年 首次 
表述 了 排斥 原理 .关于 其 历史 的 一 个 有 趣 报告 ， 见 G、Hardin 的 文章 “竞争 排斥 原理 (The Competitive Exclusion 
Principle), ”Science 131(1960) : 1291~ 1297. 
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可 以 证 明 ，(0，0) 是 方程 组 (11-7) 惟 一 的 静止 点 .但 从 单位 圆 x? 十 y= 二 1 上 出 发 的 每 一 条 轨 线 

会 以 周期 解 的 形式 在 单位 贺 上 运动 ， 每 一 个 周期 绕 一 圈 ， 这 是 由 于 此 时 dy/dz= 一 z/y( 见 本 节 

的 习题 2)， 而 且 ， 如 果 轨 线 在 单位 圆 内 ( 除 原点 外 ) 出 发 ， 它 

将 逐渐 向 外 旋转 ， 当 趋 于 无 穷 时 ， 它 将 不 断 增加 ,并且 接近 2, ,2 

于 圆 形 路 径 ， 类 似 地 ， 如 果 轨 线 在 单位 圆 外 开始 ， 它 将 向 内 EN em» 
(A 


旋转 ， 还 是 趋 近 于 圆 形 的 路 径 ， 解 xz? 十 y= 二 1 称 为 极限 环 . 
轨 线 的 性 态 如 图 11-11 所 示 . 所 以 ， 如 果 用 系统 (11-7) 对 两 
个 竞争 物种 的 数量 变化 行为 建 模 ， 我 们 就 会 得 出 物种 数量 最 
终 将 呈 周 期 性 变化 的 结论 .这 个 例子 说 明了 ， 图形 分 析 的 结 
果 仅 在 确定 平衡 点 邻近 的 运动 时 是 有 用 的 (这 里 我 们 假设 
图 11-11 中 的 x 和 y 的 负 值 是 有 物理 意义 的 ,不然 就 认为 点 
《0，0) 表 示 静 止 点 已 从 第 一 象限 平移 到 原点 ). 


图 11-11 (11-7) 的 解 x? 十 y= 二 1 
是 一 个 极限 环 


习题 


1. 列举 出 本 节 的 竞争 狩猎 模型 讨论 中 所 忽略 的 三 点 重要 的 想法 . 
2. 对 方程 组 (11-7) 证 明 ， 在 单位 加 zx? 十 y: 二 1 上 开始 的 任 一 轨 线 会 以 周期 解 形式 绕 单位 
圆 运动 ， 先 引入 极 坐标 ， 再 将 方程 组 改写 为 dr/dt==r(1 一 r”*) 和 d6b/dt=1. 

3. 扩展 鲜 鱼 和 巧 鱼 的 增长 模型 ， 假 设 鳝 鱼 在 孤立 的 情况 下 旦 指数 训 减 ( 故 方程 (11-6) 中 
4 一 0)， 而 钙 鱼 的 数量 实际 按 逻 辑 斯 蒂 的 方式 增长 ， 有 数量 上 限 M， 用 图 形 法 分 析 你 的 
模型 在 静止 点 附近 的 运动 情况 .这 两 个 物种 能 否 共 存 ? 

. 怎样 才能 使 竞争 狩猎 模型 (方程 组 (11-6)) 有 效 ? 包括 讨论 如 何 估计 各 个 常数 a、b、o 
和 n. 环保 当局 怎样 用 此 模型 来 保证 两 个 物种 的 生存 ? 

5. 考虑 下 面 的 竞争 狩猎 模型 


> 


衬 一 ca(1 一 Z/AD)Zr 一 pry . 


= ml(l—y/ks)y— nry 


其 中 x 表示 鲜 鱼 的 数量 ，y 表示 鲈鱼 的 数量 . 
(a) 鳝 鱼 和 鲈鱼 在 没有 竞争 情形 隐 含 着 什么 假设 ? 
(b) 通 过 物理 问题 来 解释 常数 a、b、m、n、k! 和 上,. 
(c) 运 用 图 形 分 析 法 回答 下 列 问题 . 
i ) 可 能 的 平衡 状态 是 什么 ? 
ii ) 能 否 共存 ? 
让 ) 在 相 平面 上 选取 一 些 典 型 的 初始 点 并 画 出 相应 的 轨 线 . 
iv ) 通 过 常数 a、b、m、n、k! 和 &, 解释 用 图 形 分 析 法 预测 的 结果 . 
注 : 在 做 步骤 i 时 应 考虑 到 至 少 有 五 种 情况 . 应 当 分 析 所 有 这 五 种 情况 ， 其 中 一 种 是 重合 
线 情形 . 
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6. 


~ 


考虑 下 面 的 经 济 学 模型 : 设 P 是 某 物品 市 场 价 格 ，Q 是 该 物品 在 市 场 上 的 数量 .已 和 
Q 都 是 时 间 的 函数 ， 如 果 把 价格 和 数量 看 成 是 两 个 相互 作用 的 物种 ， 则 可 以 提出 下 面 


的 模型 


守 = aP(b/Q— P) 


dQ _ 二 
T= RIP Q) 


其 中 a、6b、c 和 了 为 正常 数 ， 判断 并 讨论 模型 的 合理 性 . 

(a) 着 a 二 1,， 6 二 20 000，c 一 1 和 一 30， 找 出 方程 组 的 平衡 点 ， 对 每 个 平衡 点 按 稳定 性 
进行 可 能 的 分 类 . 如 果 有 的 平衡 点 不 易 分 类 ， 请 解释 原因 . 

(b) 通 过 图 形 的 稳定 性 分 来 确定 P 和 Q 的 量 级 当时 间 增 加 时 所 发 生 的 情况 . 

(c) 对 于 确定 平衡 点 的 曲线 ， 给 出 经 济 上 的 解释 . 


. 证 明 图 11-8 中 指向 点 Cm/n，a/5) 的 两 条 轨 线 是 惟一 的 . 


(a) 由 系统 (11-6) 推 出 下 面 的 方程 : 
dy _ (m—nr)y 


dz (a 一 py) 工 
(b) 分 离 变 量 ， 积 分 并 求 寡 得 到 
ye = Kr"e™ 

其 中 K 是 积分 常数 . 

(0) 设 fy) 二 y /名 和 g(x) 二 x”"/e*". 证 明 f(y) 
在 y=a/b 处 有 惟一 的 最 大 值 M, = (a/eb)"， 
如 图 11-12 所 示 . 类 似 地 ,证 明 在 z=m/n x 
时 g(xz) 有 惟一 的 最 大 值 M, 二 (x/en)"， 也 如 | 
11-12 所 示 . 

(d) 考 虚 当 (z+，y) 趋 于 (m/n，a/6) 时 所 出 现 的 1 

情况 .对 (b) 中 的 方程 取 极 限 ， 令 x 一 m/n m 


“和 yy 一 a/65， 证 明 
,a nr 图 11-12 函数 f(y) 二 “/eo 和 g(x)= 
lim [( 备 )( 扎 )]= K Se 和 


二 所 以 ， 趋 于 (m/n，a/6) 的 

任 一 条 解 轨 必 满 足 : 
y° 二 M, Xx” 
5 () 


(e) 证 明 在 直线 y==a/b 下 方 只 有 一 条 轨 线 能 趋 于 Cm/n，a/6b)， 取 yo 二 a/b， 由 图 11-12 
可 知 fyo)<M, ， 由 此 可 得 
这 (每 )- xs < 


又 可 以 得 到 : 
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Nt 
从 


图 11-12 表明 ， 对 g(x) 有 惟一 的 值 zeo<mm/ 
n 满足 上 面 最 后 一 个 不 等 式 . 这 就 是 说 ， 对 
任意 的 y 二 a/bp， 有 惟一 的 z 的 值 满足 (d) 中 
的 方程 . 因而 ， 只 能 存在 一 条 解 轨 从 下 方 趋 
近 (m/n，a/b)，、， 如 图 11-13 所 示 . 

(f) 用 类 似 的 讨论 证 明 : 当 y。 放 a/b 时 ， 指 向 
(m/n，a/b) 的 解 轨 线 是 惟一 的 . 图 11-13 对 任意 的 y 二 a/b5， 只 有 一 条 

、 解 轨 线 指向 静止 点 Cm/n，a/5) 


研究 课题 


完成 所 指 的 UMAP 教学 单元 的 要 求 . 

1. Thomas W. Likens,“ 预 算 过 程 ， 渐进 主义 (The Budgetary Process; Incrementalism) ,” 
UMAP 332;“ 竞 争 (Competition) ,”UMAP 333， 预算 政策 的 中 心 议题 是 如 何 将 有 限 的 资源 分 
配给 竞争 的 部 门 与 集团 ，UMAP332 叙述 的 模型 解释 了 如 果 议 会 或 联邦 机 构 通 过 对 现状 做 边际 
调整 来 决定 新 的 预算 ， 则 应 以 何 种 程度 才能 从 一 个 阶段 适当 转变 到 下 个 阶段 ， 该 模型 假定 由 一 
个 部 门 获得 的 份额 将 不 影响 或 不 依赖 于 另 一 个 机 构 获 得 的 份额 . 在 UMAP333 中 对 该 模型 做 了 
改进 ， 着 重 处 理 政策 的 冲突 性 质 和 在 预算 决策 方面 必要 的 相互 依赖 性 问题 . 

2. Carol Weitzel Kohfeld, “党 派 支 持 的 增长 1[: 模型 与 评价 (The Growth of Partisan 
Support I: Model and Estimation),” UMAP 304; “党 派 支持 的 增长 HI: 模型 分 析 学 (The 
Growth of Partisan Support II: Model Analytics)”UMAP 305. UMAP304 提出 了 政治 动员 的 

一 个 简单 模型 ， 并 改进 为 包括 党 派 的 支持 者 与 可 吸收 的 非 支 持 者 之 间 的 作用 .UMAP305 研究 
了 一 阶 四 次 差分 方程 模型 的 数学 性 质 ， 该 模型 通过 美国 三 个 县 的 数据 来 验证 . 要 求 懂得 常 系数 
线性 一 阶 差 分 方程 . 

3. Ron Barnes, “随机 和 散步， 随机 过 程 引 论 (Random Walks: An Introduction to Stochastic 
Processes),”UMAP 520， 该 模块 通过 一 个 赌博 的 例子 引进 随机 散步 ， 在 引进 期 望 增益 的 同时 
叙述 并 解决 了 相关 的 有 限 差分 方程 ， 讨 论 对 马尔 科 夫 链 和 连续 过 程 的 推广 . 注意 对 生命 科学 和 
遗传 学 的 应 用 . 


进一步 的 阅读 材料 


Tuchinsky，Philip M.“ 人 在 云 杉 蚜 虫 竟 争 中 (Man in Competition with the Spruce 
Budworm ),” UMAP Expository Monograph. 小 毛虫 群 在 东 加 拿 大 和 缅 因 州 的 常 绿 树林 发 生 周 
期 性 的 爆发 ， 它们 香 吃 针叶树 林 ， 造成 对 作为 当地 经 济 核心 的 森林 资源 的 极 大 破坏 ， 新 伯 伦 瑞 
克 (New Brunswick) 省 利用 蚜虫 -森林 相互 作用 的 数学 模型 试图 对 这 种 破坏 进行 防 控 ， 本 书 概 
述 了 生态 情况 ， 并 对 正在 采用 的 计算 机 仿真 与 微分 方程 模型 给 出 检验 . 


用 徽 分 方程 组 建 横 343 


11.3 捕食 者 - 食 饵 模型 


本 节 我 们 研究 两 个 物种 的 数量 增长 模型 ， 其 中 一 个 物种 是 另 一 物种 的 主要 食 饵 。 这 种 情况 [22 了 
的 一 个 例子 发 生 在 南方 的 海洋 中 ， 在 那里 须鲸 捕食 南极 的 磷 虾 ( 磷 虾 目 浮游 甲壳 动物 ) 作 为 其 主 
要 食物 来 源 ， 另 一 个 例子 是 在 封闭 的 森林 中 的 狼 和 兔子 ， 狼 吃 兔子 ， 为 其 主要 食物 来 源 ， 而 锡 
子 又 吃 森 林 中 的 植物 . 还 有 一 些 例子 ， 包 括 作为 捕食 者 的 水 杀 和 被 捕食 者 鲍鱼 ;作为 捕食 者 的 
早 虫 和 被 捕食 者 棉 蚜 虫 . 。 

识别 问题 

我 们 来 详细 地 分 析 一 下 须鲸 和 磷 虾 的 情况 ， 鲸 捕食 磷 虾 ， 而 磷 虾 以 海中 的 浮游 生物 为 食 . 
如 果 鲸 捕食 了 过 多 的 磷 虾 ， 使 得 磷 虾 的 数量 不 再 充足 ， 那 么 鲸 的 食物 来 源 就 会 大 大 减少 ， 于 
是 ， 钱 就 会 因 饥 包 而 死 ， 或 离开 这 片区 域 去 寻找 别处 的 磷 是 ， 随 着 须鲸 数量 的 减少 ， 由 于 磷 是 
不 再 被 过 多 的 捕食 ， 它 们 的 数量 逐渐 回升 ， 随 着 磷 虾 数量 的 增长 ， 鲸 的 食物 资源 又 变 丰富 了 ， 
因此 ， 须 鲸 的 数量 也 开始 回升 ， 于 是 ， 更 多 的 须鲸 再 捕食 增长 着 的 磷 虾 ， 在 这 个 质朴 的 环境 
中 ， 这 种 循环 是 一 直 进行 下 去 还 是 会 有 一 个 物种 消失 ? 在 南极 的 海洋 中 ， 须 鲸 被 过 度 捕猎 ， 它 
们 现在 的 数量 大 约 是 原来 最 初 情形 的 六 分 之 一 。 所 以 南极 磷 蚜 就 出 现 过 剩 ( 磷 虾 每 年 被 捕捞 10 
万 吨 )， 鲸 的 捕猎 对 于 鲸 和 磷 虾 数量 的 平衡 会 产生 什么 影响 ? 磷 虾 的 捕捞 业 对 于 须鲸 以 及 其 他 
一 些 以 磷 是 为 主要 食物 的 物种 ， 如 海 鸟 、 企 入 、 鱼 等 ， 会 产生 什么 影响 ? 弄 清 这 些 问 题 对 于 多 
种 群 水 产 管理 是 十 分 重要 的 . 我们 来 看 一 下 图 形 建 模 方法 能 提供 什么 样 的 答案 . 

假设 

设 zx(0 表 示 在 任 一 时 刻 上 南极 磷 虾 的 数量 ，y(4) 表 示 南 极 海洋 中 须鲸 的 数量 ， 磷 虾 群 的 量 
级 依赖 于 一 些 因素 ， 包 括 海洋 对 磷 虾 的 承载 能 力 ， 摄 取 浮 游 动物 的 竞争 者 的 存在 ， 以 及 捕食 者 
的 存在 及 其 规模 .作为 一 个 粗 炊 的 初步 模型 ， 我 们 先 假设 海洋 能 够 支持 无 限量 的 磷 虾 ， 于 是 有 


至 =wz 对 >0 


(之 后 我 们 还 会 加 上 有 限 增长 假设 以 改进 模型 ， 这 种 改进 见 11. 1 研究 课题 中 的 UMAP 610. ) 然 
后 ， 假 设 磷 是 主要 被 须鲸 捕食 ( 故 忽略 其 他 捕食 者 )， 那 么 ， 磷 是 的 数量 就 会 减少 ， 减 少 的 量 与 
它们 和 须 鲜 相互 接触 程度 成 正比 ， 由 这 种 接触 的 假设 得 到 微分 方程 


一 =ar—bry = (a—by)r (11-8) [428 


注意 到 磷 虾 的 固有 增长 率 4 一 < 一 67 随 着 须鲸 数量 的 增加 而 减少 ， 常 数 < 和 2 分 别 表示 磷 虾 数 
量 的 自动 调节 能 力 和 须鲸 的 捕食 ， 这些 系数 应 通过 实验 或 者 分 析 历史 数据 来 确定 ， 至 此 ， 方 程 
《11-8) 所 描述 的 磷 是 数量 增长 情况 看 起 来 很 像 上 一 节 的 一 种 竞争 狩猎 模型 中 的 方程 . 

接 下 来 考虑 须鲸 的 数量 y(1)， 一 旦 没有 了 磷 虾 ， 鲸 就 没有 食物 了 ， 所 以 我 们 假设 它们 数量 
的 下 降 与 其 个 数 成 比例 ， 由 这 一 假设 得 到 指数 衰减 方程 


dy 昌 
可 my 对 站 二 0 


344 第 11 全 


但 是 ， 磷 是 的 存在 使 得 须鲸 的 数量 增长 、 增 长 的 速率 与 须鲸 和 食 饵 磷 虾 的 相互 接触 程度 成 比 
例 ， 所 以 ， 上 面 的 方程 可 以 改写 成 


注意 到 从 方程 (11-9) 可 知 须鲸 的 固有 增长 率 二 一 m 十 nz 随 着 磷 虾 数量 的 增加 而 增加 ， 正 系数 
m 和 n 可 通过 实验 或 者 分 析 历 史 数 据 确定 ， 把 (11-8) 和 (11-9) 放 在 一 起 就 得 到 了 关于 捕食 模型 
的 自治 微分 方程 组 : 


dz 
二 (a— by)r 
(11-10) 


其 中 (0) 二 xz。，y(0) 二 yo，a,， 6b，m 和 nn 都 是 正常 数 . 系统 (11-10) 就 给 出 了 在 数量 增长 不 受 
限制 旦 没有 其 他 竞争 者 和 捕食 者 的 假设 下 ， 磷 虾 和 须鲸 的 相互 作用 模型 , 

模型 的 图 形 分 析 

我 们 来 讨论 磷 是 和 鲸 的 数量 是 否 会 达到 平衡 态 . 静止 点 或 平衡 态 在 dz/d 一 dy/d 一 0 时 出 
现 . 令 方程 组 (11-10) 的 右边 为 零 ， 同 时 求解 x 和 y， 得 到 静止 点 (x，y) 二 (0,， 0) 和 (x，y)= 
(m/n，a/b)， 沿 着 相 平 面 上 的 竖 直 线 + 二 m/n 和 x 轴 ， 人 须鲸 数量 的 增长 率 dy/di 为 零 ， 沿 着 水 
平 线 y=a/b 和 >y 轴 ， 磷 是 数量 的 增长 率 dz/dt 为 零 . 这 些 性 质 如 图 11-14 所 示 . 

由 于 方程 组 (11-10) 中 常数 a、5、m 和 的 值 只 能 由 估计 得 到 ， 我们 需要 研究 解 的 轨 线 在 
两 个 静止 点 (0，0) 和 (Cm/n，、a/65) 附 近 的 性 态 ， 所 以 ， 我 们 要 分 析 dz/dt 和 dy/di 在 相 平 面 上 的 
符号 ， 在 方程 组 (11-10) 中 ， 竖 直线 z= 二 m/n 把 相 平面 分 成 了 两 个 半 平 面 ， 在 左 半 平 面 dy/dt 
是 负 的 ， 而 在 右 半 平面 dy/di 是 正 的 .类 似 地 ， 水 平 线 y==a/6 也 决定 了 两 个 半 平 面 ， 在 上 半 
平面 ，dx/dt 是 负 的 ， 在 下 半 平 面 ，dz/dt 是 正 的 . 

相应 的 轨 线 的 方向 如 图 11-15 所 示 . 沿 着 y 轴 的 运动 必 竖 直 指 向 静止 点 (0，0)， 而 沿 着 x 
轴 的 运动 必 水 平 远 离 静止 点 (0，0). 


(0, 0) Es 磅 是 
n 


图 11-14 ”由 方程 组 (11-10) 给 出 的 . 图 11-15 捕食 模型 中 轨 线 的 方向 
捕食 模型 的 静止 点 
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从 图 11-15 可 以 看 到 静止 点 (0，0) 是 不 稳定 的 . 要 进 到 静止 点 就 要 沿 着 直线 x 二 0， 这 里 
的 磷 虾 的 数量 为 零 .， 而 由 于 没有 主要 的 食物 来 源 ， 须 鲸 的 数量 也 减 为 零 . 其 他 所 有 的 轨 线 都 将 
远离 这 个 静止 点 ， 静 止 点 (m/n，a/6b) 分 析 起 来 更 加 复杂 .图 中 所 给 的 信息 不 足以 把 上 一 节 图 
11-10 中 三 种 可 能 的 运动 区 分 开 来 ， 我 们 无 法 得 知 运动 是 周期 的 、 渐 近 稳定 的 、 还 是 不 稳定 
的 ， 所 以 ， 我 们 必须 进行 更 深入 的 分 析 . 

模型 的 解析 解 

由 于 须鲸 的 数量 依赖 于 作为 食物 的 南极 磷 虾 的 数量 ， 我 们 假设 > 是 z 的 函数 ， 则 由 导数 的 
锁链 法 则 ， 我 们 得 到 


dy _ dy/dt 
dr dz/dt 


或 
dy _ (— m+tnr)y 
dx (a—by)r Cid 


方程 (11-11) 是 一 个 可 分 离 的 一 阶 微分 方程 ， 可 以 改写 为 
a m 
(> —6)dy 一 (# 一 至 )az (11-12) 


对 方程 (11-12) 积 分 得 
alny— by = nr — mlnzr++hk 


或 
alny 二 mlnr 一 by 一 nr 一 到 

其 中 已 是 常数 . 

运用 自然 对 数 和 指数 函数 的 性 质 ， 上 面 最 后 的 方程 可 以 改写 为 ; 

SE =k (11-13) 

其 中 K 是 常数 ， 方 程 (11-13) 即 确定 了 相 平 面 上 的 解 轨 .我 们 现在 来 证 明 这 些 轨 线 是 闭 的 ， 它 
们 表示 周期 运动 。 

周期 性 的 捕食 轨 线 


方程 (11-13) 可 以 改写 成 
(总 )= K( 所 ) (11-14) 


我 们 来 确定 函数 f(y) 二 y /名 的 性 态 ， 通 过 求 一 阶 导数 (见习 题 1)， 我 们 容易 看 出 ，f(y) 在 y=a/ 
5 处 有 一 相对 最 大 值 ， 且 没有 其 他 临界 点 ， 为 了 使 符号 简便 ， 记 此 最 大 值 为 M,， 此 外 ，f(0)=0, 和 且 由 
洛 毕 达 法 则 知 ， 当 y 趋 于 无 穷 时 f(y) 趋 于 0， 类 似 的 讨论 适用 于 函数 g (x) = mm/en， 
在 z=m/n 时 , 它 达 到 最 大 值 M-， 函 数 f 和 g 的 图 形 如 图 11-16 所 示 . 

由 图 11-16 可 知 ，ye “zr”"e-“ 的 最 大 值 是 M,M,.， 所以， 当 K>>M,M, 时 方程 (11-14) 没 
有 人 和解， 而 当 K 一 M,M, 时 方程 (11-14) 有 惟一 解 z=m/n，y 二 a/b， 我 们 接 下 来 考虑 K<M,M, 
时 的 情况 . | | 

设 K=sM,， 其 中 ;二 MM 为 正常 数 ， 则 方程 


346 第 11 章 


1 
1 
1 
1 
中 
n 
图 11-16 函数 f(y) 二 yy /es 和 g(x) 二 x"/e* 的 图 形 


TZ"e” 一 5 
恰 有 两 个 解 : zx 过 mr/n 和 zw 二 mpz( 如 图 11-17). 若 rz<r， 则 ze 到 即 szrz ">1 
以 及 
f(y) = ye™” = Ke*r™”=sM,e"r”>M, 

所 以 ， 当 zx<zw 时 方程 (11-14) 关 于 y 没有 解 . 同样 地 ， 当 x 之 xm 时 也 没有 解 . 若 + 二 x 或 
Z 一 Zw， 则 方程 (11-14) 恰 有 一 个 解 y=a/b. 

最 后 ， 车 x 位 于 x 和 zx 之 间 ， 方程 (11-14) 恰 有 两 个 解 ， 较 小 的 解 yy (xz) 小 于 a/6， 较 
大 的 解 %。 (7x) 大 于 a/5， 如 图 11-18 所 示 . 此 外 ， 当 并 赵 近 zw。 或 zw 时 ，F(y) 趋 近 M,， 即 y 
(z) 和 22(z) 都 趋 近 a/b， 由 此 可 知 : 由 方程 (11-14) 定 义 的 轨 线 具有 周期 性 ， 如 图 11-19 所 示 . 


8(7) f(y) 


y1(%) a y200) 
b 
图 11-17 对 于 s 二 M,, 方程 x"e-* 二 s 图 11-18 当 z, 过 x 过 zxm 时 ,方程 (11-14) 
恰 有 两 个 解 关于 > 恰 有 两 个 解 


模型 的 解释 

由 图 11-19 中 的 轨 线 能 得 出 什么 结论 呢 ? 首先 ， 由 于 轨 线 是 闭 曲线 ， 这 就 预言 了 在 模型 
《11-10) 的 假设 条 件 下 ， 须 鲸 和 磷 虾 都 不 会 灭绝 (注意 ， 该 模型 建立 在 最 初 的 情况 下 )， 其 次 可 
以 观察 到 的 是 ， 沿 着 一 条 轨 线 ， 这 两 个 物种 的 数量 在 最 大 值 与 最 小 值 之 间 波 动 ， 这 就 是 说 ， 如 
果 两 个 物种 的 初始 数量 是 在 zx 之 m/n 和 yy 之 a/b 的 区 域 中 ， 则 磷 虾 的 数量 会 减少 而 须鲸 的 数量 
会 增加 ， 直 到 磷 虾 的 数量 减少 到 z=m/n 的 量 级 ， 此 时 须鲸 的 数量 再 开始 减少 . 两 个 物种 继续 
减少 ， 直 到 须鲸 的 数量 达到 > 一 a/ 的 量 级 ， 侠 虾 的 数量 开始 增加 ， 如 此 循环 往复 ， 围 绕 轨 线 
做 逆 时 针 方 向 的 运动 .回忆 我 们 在 11. 1 节 中 的 讨论 ， 轨 线 是 不 会 相交 的 ， 在 图 11.20 中 描绘 
了 这 两 个 物种 的 曲线 ， 从 图 中 我 们 可 以 看 到 ， 在 一 个 完整 的 循环 内 ， 磷 虾 的 数量 在 其 最 大 值 与 
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最 小 值 之 间 波 动 . 注意 到 ， 当 磷 虾 十 分 充裕 时 ， 须 鲸 有 最 大 的 增长 率 ， 但 是 ， 在 磷 虾 的 数量 减 
少 后 ， 须 鲸 的 数量 才 达 到 最 大 值 ， 在 这 种 循环 方式 中 ， 捕 食 者 数量 的 变化 总 是 滞后 于 被 捕食 者 
的 变化 . 


时 间 


SA 


m 磷 是 
n 时 间 
图 11-19 在 静 赴 点 (m/n，a/58) 附 近 的 11-20 须 包 的 数量 滞后 于 磷 虾 的 数量 ， 而 
轨 线 具有 周期 性 两 者 均 在 各 自 的 最 大 值 和 最 小 值 之 间 
做 周期 性 的 波动 
捕捞 的 后 果 


给 定 初始 量 级 z(0) =z。 和 (0) 二 y。， 须 鲸 和 磷 虾 的 数量 会 随时 间 沿 着 如 图 11-19 所 示 的 
一 条 闭 轨 线 波 动 、 设 工 表示 经 过 一 个 完整 的 周期 返回 初始 点 的 时 间 ， 磷 虾 和 须鲸 关于 一 个 时 
间 周 期 的 平均 量 分 别 由 以 下 积分 给 定 


1 下 ] 灾 ， 
工 一 于 | zcodz 和 yy 一 于 | yod 
于 是 ， 由 方程 (11-8) 得 


(Se Sy 
对 两 边 从 1 二 0 到 1 二 工 积分 ， 得 
| (#)(E)u= 6d 
Inz(D ~ Inz(0) = aT —6| y(t 
由 轨 线 的 周期 性 ，z(T) 一 z(0)， 上 面 最 后 的 方程 给 出 了 平均 值 
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用 类 似 的 方法 ， 可 以 得 到 : 
过 
(见习 题 2)， 因 而， 捕食 者 和 被 捕食 者 的 平均 量 实 际 上 就 是 它们 的 平衡 量 ， 我 们 下 面 来 看 捕捞 
磷 虾 会 带 来 什么 结果 . 

我 们 假设 ， 捕 捞 使 磷 虾 的 数量 以 速率 rz(z) 减 少 ， 常 数 > 表示 捕捞 的 强度 ， 包 括 海中 渔船 
数 和 渔民 撤 网 捕捞 磷 虾 的 次 数 等 因素 ， 现 在 ， 由 于 须鲸 食物 短缺 ， 设 鲸 数 也 以 ry(1) 的 速率 减 
少将 这 些 有 关 捕 捞 的 假设 合并 到 模型 中 ， 我 们 得 到 改进 的 模型 
Lg (a—by)r—rr=[(a~—r)—bylr 

(11-15) 

Ch (—m+t+nr)y—ry=[— (m+r)+nrl]y 


自治 方程 组 (11-15) 和 方程 组 (11-10) 有 同样 的 形式 (倘若 a 一 r 汪 >0)， 仅 是 用 a 一 r 代替 a，m 十 r 
代替 m， 因 而 ， 新 的 平均 量 为 


可 见 适 度 地 捕捞 磷 虾 (使 得 ~<a) 事 实 上 增加 了 磷 虾 的 平均 量 而 降 侈 了 须鲸 的 数量 ( 据 我 们 模型 
中 的 假设 )， 磷 是 数量 增加 使 得 南极 海洋 中 的 其 他 以 磷 虾 为 主要 食 铀 的 物种 (海豹 、 海 鸟 、 企 鹅 
和 鱼 类 ) 受 益 ， 适 度 捕捞 会 使 磷 虾 数量 增加 的 事实 被 称 为 Volterra 原理 ， 自 治 系统 (11-10) 最 初 
是 由 Lotka(1925) 和 Volterra(1931) 作 为 简单 的 捕食 作用 的 模型 提出 的 . 

对 Lotka-Volterra 模型 做 一 些 改进 ， 就 可 用 来 反映 由 于 某 种 外 部 力量 的 干涉 而 使 得 捕食 者 
和 被 捕食 者 的 数量 同时 减少 的 情形 ， 比 如 使 用 杀 虫 剂 的 同时 破坏 了 昆虫 和 捕食 昆虫 的 物种 ， 在 
习题 3 中 给 出 了 一 个 这 样 的 例子 . 

一 些 生物 学 家 和 经 济 学 家 指出 ，Lotka-Volterra 模型 (11-10) 并 不 现实 ， 因 该 系统 不 是 渐 近 
稳定 的 ; 而 自然 界 中 大 多 数 可 观察 到 的 捕食 与 被 捕食 系统 随 着 时 间 推 移 是 趋 于 平衡 状态 的 ， 但 
是 ， 如 图 11-19 中 轨 线 所 示 的 正常 的 种 群 循环 在 自然 界 中 确实 存在 . 一 些 科学 家 提出 了 不 同 于 
Lotka-Volterra 模型 的 ， 既 呈现 出 波动 、 又 是 渐 近 稳定 的 模型 ( 即 轨 线 趋 于 平衡 解 )， 以 下 就 是 
这 样 的 一 个 模型 

d 


了 一 cz 十 pry 一 rz 
下 =— my 二 nry— sy’ 

在 这 个 自治 方程 组 中 ，rz 项 表示 被 捕食 者 内 部 为 争夺 有 限 资源 (如 食物 和 空间 ) 的 内 部 竞争 程 
度 ， 而 sy 项 表示 捕食 者 为 争夺 有 限量 食 乌 的 竞争 程度 . 这 个 模型 的 分 析 比 Lotka-Volterra 模 
型 的 分 析 更 困难 ， 但 是 可 以 证 明 这 个 模型 的 轨 线 不 是 周期 的 ， 而 是 趋 于 平衡 状态 .常数 ~ 和 % 
是 正 的 ， 且 由 实验 或 历史 数据 确定 . 
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习题 


1. 用 一 阶 和 二 阶 导 数 来 判别 函数 f(y) 二 yy/e*s ， 证 明 y==a/b 是 产生 相对 最 大 值 f(a/5) 的 
惟一 的 临界 点 .再 证 明 当 > 趋 于 无 穷 时 f(y) 趋 于 0. 
2. 证 明 用 Lotka-Volterra 系统 (11-10) 建 模 确定 的 关于 被 捕食 者 数量 的 平均 值 工 是 m/n. 
3. 1968 年 ， 从 澳大利亚 进入 到 美国 的 棉 蚜 虫 几 乎 毁 掉 了 美国 的 柑 桔 产业 .为 了 缓解 这 种 
情况 ， 一 种 来 自 澳 大 利 亚 的 天 然 的 捕食 者 一 一 蛙 虫 被 引进 了 美国 ， 旦 虫 使 得 棉 蚜 虫 的 
数量 减少 到 一 个 相对 低 的 程度 . 当 DDT 的 发 明 用 来 杀 灭 棉 蚜 虫 后 ， 农 民 们 希望 册 它 来 
消灭 更 多 的 棉 蚜 虫 . 但 是 ，DDT 对 早 虫 也 有 致命 的 伤害 ， 结 果 是 使 用 杀 虫 剂 反而 使 棉 
蚜虫 的 数量 增加 了 . 
改进 Lotka-Volterra 模型 ， 使 得 在 农民 (继续 ) 使 用 杀 虫 剂 ， 造成 捕食 者 和 被 捕食 
者 的 现 有 数量 都 以 相同 的 比率 减少 时 ， 该 模型 能 够 反映 出 这 两 种 昆虫 组 成 的 捕食 系统 
情况 ， 考 虑 使 用 杀 虫 剂 的 影响 ， 你 能 从 中 得 到 什么 样 的 结论 ? 用 图 形 分 析 法 来 确定 使 
用 杀 虫 剂 的 作用 . 
4. 1969 年 ，E. R. Leigh 在 研究 中 发 现 ， 由 Hudson 海湾 公司 (Hudson's Bay Campany) 在 
1847 至 1903 年 圈养 的 加 拿 大 山猫 及 其 主要 食 饵 野兔， 它们 的 数量 波动 是 周期 性 的 ， 这 
两 个 物种 的 实际 数量 与 用 Lotka-Volterra 捕食 模型 预测 的 有 很 大 的 不 同 . 
. 通过 完整 的 建 模 过 程 来 改进 Lotka-Volterra 模型 ， 以 得 到 一 个 关于 这 两 个 物种 增 

长 率 的 更 真实 的 模型 . 在 建 模 过 程 中 回答 下 列 问题 

(a) 你 是 如 何 改进 捕食 模型 基本 假设 的 ? 

(b) 为 什么 你 的 改进 是 对 基本 模型 的 一 种 完善 ? 

Cc) 你 的 模型 的 平衡 点 是 什么 ? 

(d) 能 否 对 每 个 平衡 点 按 其 是 否 稳定 来 分 类 ? 若 能 ， 给 出 分 类 . 

(e) 根 据 你 的 平衡 分 析 ， 当 1 趋 于 无 穷 时 ， 山 猫 和 野兔 的 数量 会 是 多 少 ? 

(fb 如 何 用 你 所 改进 的 模型 来 考虑 加 拿 大 山猫 与 野兔 的 狩猎 政策 ? 提示 : 在 系统 中 引入 
人 作为 第 二 个 捕食 者 . 

5. 考虑 两 个 依赖 于 相互 合作 而 生存 的 物种 ， 比 如 一 种 蜜蜂 主要 以 某 种 植物 的 花蜜 为 食 ， 
同时 也 为 该 植物 传播 花粉 .下面 的 自治 系统 给 出 了 这 种 互利 共生 的 简单 模型 


(a) 在 没有 合作 的 情况 下 ， 对 物种 的 增长 而 言 隐 含 着 要 做 出 什么 样 的 假设 ? 
(b) 解 释 常 数 a,，b5，m 和 7 的 物理 意义 . 

(c) 平 衡 状 态 是 什么 ? 

(d) 运 用 图 形 分 析 ， 并 在 相 平 面 上 标 出 轨 线 的 方向 . 

Ce) 求 出 解析 解 ， 并 在 相 平面 上 画 出 典型 的 轨 线 . 
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(f) 通 过 图 形 分 析 解 释 你 所 预测 的 结果 .你 认为 该 模型 是 否 真 实 ? 为 什么 ? 


研究 课题 


1. 完成 UMAP 教学 单元 的 要 求 ，Martin Eisen, “生物 学 中 一 些 差分 方程 的 图 形 分 析 
(Graphical Analysis of Some Difference Equations in Biology),”UMAP 553， 用 差分 方程 对 多 
种 生物 种 群 的 增长 建立 模型 ， 本 模块 用 图 形 方法 预测 某 些 方程 解 的 性 态 . 

2. 就 本 节 所 列 的 进一步 的 阅读 材料 中 选 一 篇 May 等 人 的 论文 ， 并 写 出 综述 . 


进一步 的 阅读 材料 


1 Clark, Colin W.Mathematical Bioeconomics: The Optimal Management of Renewable 
Resources. New York: Wiley, 1976. 

2 May, R.M. Stability and Complezxity in Model Ecosystems, Monographs in Population 
Biology VI. Princeton, NJ: Princeton University Press, 1973. 

3 May, R.M., ed.Theoretical Ecology: Principles and Applications. Philadelphia: 
Saunders，1976. 

4 May, R.M. Stability and Comzplerity in Model Ecosystems. Princeton ， NJ: Princeton 
University Press, 2001. 

5 May,R.M., J.R.Beddington, C. W.Clark, S.J. Holt, & R. M. Lewis. “Management of 
Multispecies Fisheries. ”Science 205(July 1979) ，267 一 277. 


11.4 两 个 军事 方面 的 例子 


在 1.4 节 中 ， 我们 用 差分 方程 组 来 研究 了 1805 年 时 特 拉 法 尔 加 的 一 场 战 争 ， 在 这 里 我 们 
要 用 微分 方程 组 来 研究 两 支部 队 的 战斗 .我 们 的 图 形 分 析 则 揭示 出 一 支部 队 可 能 最 终 战 胜 另 一 
支 的 条 件 . 


例 1 Lanchester 战斗 模型 


考虑 两 支 同 类 部 队 之 间 的 战斗 形势 , X 类 部 队 ( 如 坦克 ) 与 了 类 部 队 ( 如 反 坦 克 武 器 ) 对 抗 
我 们 所 想 要 知道 的 是 ， 一 支部 队 是 否 会 最 终 战 胜 另 一 支 ， 还 是 会 战 成 平局 ? 另 一 些 令 人 感 兴趣 
的 问题 是 ， 在 战争 中 ， 部 队 的 战斗 力 水 平 是 如 何 随 时 间 降 低 的 ? 胜利 一 方 能 有 多 少 生还 者 ? 战 
斗 最 终 会 持续 多 久 ? 最 初 的 力量 对 比 以 及 武器 系统 等 因素 的 变化 会 怎样 影响 结局 ? 在 这 个 例子 

[67 ”中 ， 我们 考虑 基本 的 战斗 模型 ， 以 及 它 的 一 些 改进 . 

假设 

设 zx(D 和 y(?) 分 别 表示 部 队 XX 和 Y 在 :时刻 的 战斗 力 ， 通 常 :从 战斗 开始 起 以 小 时 或 天 数 计 
算 . 我 们 来 考察 一 下 两 支部 队 X 和 了 的 战斗 力 是 什么 意思 ， 比 如 ， 战 斗 力 z(#) 包 括 许多 因素 . 
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如 果 X 是 一 支 坦 克 部 队 ， 那 么 它 的 战斗 力 依赖 于 有 效 的 坦克 数量 、 坦 克 设 计 中 所 使 用 的 技术 水 
平 、 制 造 工艺 质量 、 坦 克 操 作 人 员 的 训练 程度 与 技术 水 平等 .出 于 我 们 的 需要 ， 假 设 战斗 力 x(1) 
仅 为 上 时 刻 投入 战斗 的 坦克 数量 . 同样 地 ， 战 斗 力 y(?) 是 指 :时刻 投 入 战斗 的 反 坦 克 武器 的 数量 . 

在 现实 中 ，xz(z) 和 y(z) 都 是 非 负 的 整数 .但 是 ， 在 理想 化 的 情况 下 ,假设 x(1) 和 y(?) 是 关于 
时 间 的 连续 函数 ， 这 样 会 很 方便 ， 比如， 如 果 在 14 : 00( 即 军事 时 间 的 下 午 2 点 ) 有 500 辆 坦克 ， 
到 15 : 00 时 有 487 辆 坦克 ， 那 么 ， 有 理由 假设 在 14 : 12 时 有 497. 4 辆 坦克 (如 果 我 们 在 数据 点 之 
间 用 线性 插值 的 话 )， 这 就 是 说 ， 在 战斗 进行 的 1 小 时 中 所 损失 的 13 辆 坦克 ， 在 最 初 的 12 分 钟 里 
占 了 2.6 辆 ， 我 们 还 假设 x(t) 和 y() 是 1 的 可 微 函数 ， 于 是 z(t) 和 y(7?) 的 图 形 就 很 光滑 ， 没 有 任 
何 角 点 或 尖 点 . 这样 的 理想 化 处 理 使 得 我 们 能 够 对 战斗 力 函 数 用 微分 方程 组 来 建 模 . 

由 于 战斗 引起 力量 的 变化 ， 对 此 我 们 应 当做 出 什么 假设 呢 ? 对 于 基本 的 战斗 模型 ， 我 们 假 
设 X 部 队 的 战斗 伤亡 率 与 了 部 队 的 战斗 力 成 正比 ， 影响 X 部 队 战 斗 力 随时 间 变 化 的 其 他 因素 
比如 有 : 带 来 新 增 坦 克 的 援军 (或 者 对 地 面部 队 而 言 则 是 新 增 部 队 ) ， 由 于 机 械 或 电子 故障 ， 或 
者 由 于 操作 失误 或 逃亡 而 导致 坦克 数量 的 损失 . (你 还 能 说 出 其 他 因素 吗 ?) 在 初始 模型 中 ， 我 
们 将 忽略 这 所 有 的 其 他 因素 ， 于 是 x(7) 的 变化 率 为 

衬 =--a,o>o (11-16) 

方程 (11-16) 中 的 正常 数 a 称 为 反 坦 克 武 器 的 杀伤 率 或 磨损 率 系 数 ， 它 反映 了 能 用 一 件 反 坦克 
武器 摧毁 坦克 的 程度 ， 所以， 我 们 先 用 最 简单 的 假设 来 分 析 : 损失 率 与 对 方 射手 数目 成 正比 . 
之 后 我 们 再 假设 射手 与 目标 间 的 相互 关系 是 必要 (射手 在 射击 前 必须 瞄准 目标 ) ， 由 此 来 改进 我 
们 的 模型 ， 在 改进 的 模型 中 ， 磨 损 率 系数 与 目标 个 数 成 比例 . 

用 类 似 的 假设 ，Y 部 队 的 变化 率 是 


dy 
了 (11-17) 


在 这 里 ， 常 数 2 表示 一 辆 坦克 所 能 摧毁 反 坦克 武器 的 程度 ， 由 方程 (11-16) 和 (11-17) 组 成 的 自 
治 系统 ， 连 同 初始 的 战斗 力 水 平 +-(0) 一 x。 和 y(0) 二 y,， 称 为 Lanchester 战斗 模型 ， 这 是 由 
FF. W. Lanchester 研究 了 第 一 次 世界 大 战 的 空战 情况 而 得 出 的 .方程 (11-16) 和 (11-17? 就 是 根据 
我 们 的 假设 而 建立 起 的 基本 模型 ， 我 们 通 篇 还 假设 + 宇 0 和 y 宇 0, 因为 负 的 战斗 力量 级 是 没有 物 
理 意 义 的 . 

模型 的 分 析 

令 方程 (11-16) 和 (11-17) 的 右边 为 零 ， 我 们 看 到 (0，0) 空 <0 和 中 <0 
是 基本 战斗 模型 的 一 个 静止 点 ， 观 察 到 z>0 和 y>0 时 dz/di 
<0 和 dy/dt<0， 由 此 可 确定 相 平面 上 的 轨 线 方向 ， 此 外 ， 
者 z= 二 0， 则 dy/dt 二 0( 我 们 仍 设 dz/d= 0 是 因为 x 二 0 没有 
物理 意义 )， 由 此 我 们 得 到 如 图 11-21 中 的 轨 线 方向 ， 注 意 
到 ， 我 们 的 假设 意味 着 当 轨 线 到 达 任 一 坐标 轴 时 将 会 停止 
(和 否则， 静止 点 (0，0) 是 不 稳定 的 ). 图 11-21 Lanchester 基本 战斗 

很 容易 找到 基本 模型 的 解析 解 ， 由 链 式 法 则 模型 的 静止 点 (0，0) 


y(n) 


X(t) 
(0, 0) 


438 
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dy _ dy/dt 
dr dz/dt 


并 用 方程 组 (11-16) 和 (11-17) 做 代 换 ， 我 们 得 到 


分 离 变 量 得 
一 aydy =— brdr (11-18) 


对 方程 (11-18) 的 两 边 积 分 ， 并 利用 初始 的 战斗 力量 X(0) 二 x。 和 y(0) 二 y。， 得 到 Lanchester 


二 次 律 模型 
a(y’ —y) 一 bz — zr?) (11-19) 


令 C=ays 一 bx， 我 们 得 到 方程 | 
ay:—br*=C (11-20) 
方程 (11-20) 在 相 平 面 上 所 代表 的 典型 的 轨 线 如 图 11-22 所 示 . 对 C 关 0， 轨 线 是 双 曲 线 ， 而 当 
C=0 时 轨 线 是 直线 y=Vb/ar， 当 C<0 时 轨 线 与 + 轴 交 于 x 二 V 一 C75; 则 X( 坦 克 ) 部 队 获 胜 ， 
因为 了 部 队 已 被 完全 消灭 ， 另 一 方面 ,车 C>0， 则 Y 部 队 最 终 因 战斗 力 强 出 y= 二 VC74 而 闭 
胜 . 这些 情况 如 图 11-22 所 示 . 

我 们 来 研究 ( 反 坦克 ) 部 队 Y 获胜 的 情况 .此 时 常数 C 必 为 正 ， 而 


(Ce (11-21) 


不 等 式 (11-21) 给 出 了 在 我 们 的 模型 假设 下 (比如 不 允许 有 援军 )，Y 部 队 获 胜 的 充分 必要 条 
件 ， 从 这 个 不 等 式 我 们 可 以 看 到 ， 假 设 对 于 常数 a 和 0，X 部 队 的 初始 数量 mm 保持 不 变 ， 则 了 部 
队 的 初始 兵力 加 倍 就 会 产生 四 倍 的 优势 ， 这 就 是 说 ， 在 兵力 x。 保持 同样 水 平 条 件 下 ，X 部 队 必 
须 将 &《 它 的 技术 ) 增 加 到 四 倍 ， 才 能 抵消 Y 部 队 由 于 规模 增加 而 产生 的 优势 ， 图 11-23 描述 了 当 不 
等 式 (11-21) 满 足 时 ， 战 斗 力 x(t) 和 y(7) 曲 线 的 典型 图 ， 从 图 形 观察 得 到 ，Y 要 确保 胜利 ， 并 不 一 定 
要 使 自己 的 初始 战斗 力 水 平 m 超过 X 部 队 的 水 平 z。。 这 一 重要 的 关系 是 由 不 等 式 (11-21) 给 出 的 . 


了 (人 


0: 得 出 0 
a 
CC y 
上 有 " 
C< 0:X 启 宪 je 
(办 
谨 
b 时 间 
图 11-22 ” Lanchester 基本 战斗 模型 的 轴线: 图 11-23 当 C>0 且 Y 部 队 获胜 时 ， 
满足 Lanchester 二 次 律 (11-19) 时 Lanchester 基本 战争 模型 的 战斗 


轨 线 是 双 曲 线 力 水 平 曲线 x( 才 和 y(1) 
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由 方程 (11-16) 和 (11-17) 给 出 的 模型 可 以 按 如 下 方法 化 成 一 个 关于 因 变 量 y 的 二 阶 微分 方 
程 ， 对 方程 (11-17) 求 导 ， 得 到 ， 


dt dt 
然后 将 方程 (11-16) 代 人 上 式 ， 得 
dz 
de wy 
或 
A (11-22) 


在 本 节 习 题 中 ， 还 会 要 求 你 证 明 函 数 

| y(t) = yocosh Vabt — xo Va/bsinh Vabt (11-23) 
满足 在 条 件 y(0) 二 yo 下 的 微分 方程 (11-22)， 类 似 地 ， 在 初始 量 x(0) = 二 x。 条 件 下 ，X 部 队 战 
斗 力 的 解 是 


X(t) = rocosh Vabt — yo Va/bsinh Vabt (11-24) 
方程 (11-23) 可 以 写成 更 明显 的 形式 
y(2) cosh Vabt es (用 ) |& sinh Vabt (11-25) 
yo Jo b 


表达 式 (11-25) 是 Y 部 队 的 现存 战斗 力 被 初始 量 相 除 ， 为 正规 化 了 的 战斗 力 水 平 ， 它 依赖 于 两 

个 参数 :一 是 无 量 纲 的 交战 参数 下 = (zoyo)Va/56， 另 一 个 是 时 间 参 数 T= Yabt:， 常 数 Va5 代 

表 着 战斗 的 剧烈 程度 ， 以 及 对 战斗 持续 时 间 的 控制 ， 比率 o 人 2 代表 了 双方 战士 的 相对 效能 2 . 
对 Lanchester 基本 战争 模型 的 提炼 


在 Lanchester 基本 战争 模型 
dz 
dd 
dy jr (11-26) 


中 , 已 经 假设 了 单个 武器 磨损 率 a 和 6 是 与 时 间 无 关 的 常量 ， 但 在 许多 情况 下 ，X 军 和 Y 军 的 
阵地 在 变化 ， 而 武器 的 效力 也 依赖 于 射手 与 目标 的 距离 ， 所 以 ，a==a(t) 和 4=46(1) 与 时 间 有 
关 ， 此 时 ， 模 型 (11-26) 不 再 是 自治 的 了 ， 从 模型 要 得 到 确切 的 信息 也 更 难 了 . 

在 有 些 情况 ， 单 个 武器 的 磨损 率 a 不 但 依赖 于 时 间 ， 还 依赖 于 目标 个 数 xz， 比如 ， 当 目标 
的 侦察 依赖 于 目标 数 时 ， 就 会 出 现 这 种 情况 .此 时 ， a 二 a(:，x) 是 时 间 和 目标 数 的 函数 .这样 
模型 就 很 难 用 解析 方法 处 理 ， 但 是 ， 能 够 用 数值 的 方法 得 到 关于 军力 水 平 的 结果 ， 

我 们 还 可 以 进一步 丰富 基本 模型 (11-26)， 比 如 ， 对 于 a 二 a(:，xz/y)， 单 个 武器 的 磨损 率 


外 进一步 的 研究 见 James G，Taylor 的 优秀 论文 “An Introduction to Lanchester-Type Models of Warfare,”Naval 
了 Postgraduate School, Monterey. CA(1993). 
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就 依赖 于 时 间 和 军力 比 zx/y。 另 一 种 操作 环境 可 能 是 一 a(:，z，2?)， 这 样 ， 磨 损 率 就 依赖 于 
时 间 、 目 标 数 和 射手 数 ， 

当 一 种 武器 系统 用 于 面积 射击 ， 而 敌 方 的 目标 在 一 个 不 变 的 区 域 防卫 时 ， 则 相应 的 
Lanchester 磨损 率 系数 就 依赖 于 目标 数 . 于 是 ， 基 本 的 模型 就 变 为 ， 


dz _ 

dd 87 

dy (11-27) 
df 


其 中 g 和 hh 是 正常 数 ， 而 zx(0) 三 ze 和 y(0) 二 yo 为 初始 战斗 力 水 平 ， 假 设 双 方 都 没有 运作 失 
误 ， 也 没有 援军 ， 模 型 (11-27) 反 映 了 两 支 游 击 队 间 的 战斗 . 
方程 组 (11-27) 很 容易 求解 。 由 链 式 法 则 得 到 


dy_h 
dr gg 
分 离 变 量 ， 得 到 方程 
gdy = hdz 
通过 积分 就 得 到 线性 战斗 律 
g(Yy—y0) = hr ro). (11-28) 
令 KK 二 gy 一 hzr。， 我 们 得 到 方程 
gy—hr=KkK (11-29) 
车 K>>0， 则 Y 军 效 胜 ; 车 K<0， 则 X 军 获胜 . 模型 (11-27) 的 轨 线 如 图 11-24 所 示 . 注意 由 
方程 (11-29)， 当 满足 yD 
站 (11-30) 


To & 
时 Y 军 会 获胜 . 此 时 ,在 XX 军 的 初始 水 平 xz, 不 变 情 
形 下 ， 把 Y 军 的 初始 兵力 加 倍 ， 只 会 产生 两 倍 的 优势 . 


x 
可 以 证 明 ( 见 习题 3) ， 满 足 模 型 (11-27) 的 X 军 的 8 
战斗 力 水 平 由 下 式 给 出 
hro 一 gyo 
9 [ss :3 | 当 hro # gyo 
X(t) = 
Xo ee = 
1T+4 hzot 当 hzr。 = BY h 
(11-31》 图 11-24 磨损 系数 率 与 目标 的 数量 成 
对 了 军 也 有 类 似 的 结果 . 人 


我 们 来 考虑 一 些 对 基本 战争 模型 (11-26) 的 更 简单 而 又 自然 的 扩充 ， 比 如 ，X 军 以 g(2) 宕 0 
的 速率 不 断 增加 兵力 ， 那 么 X 军 战斗 力 的 变化 率 就 会 变 成 


FF =—ay + gn) (11-32) 


.这 里 ，g(t) <0 表示 部 队 的 持续 撤退 。 那么 函数 g(1) 的 形式 是 怎么 样 的 昵 ? 我们 首先 观察 到 ， 
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所 补充 的 兵力 来 自 有 限 的 军营 和 武器 库 ， 于 是 ， 我 们 可 以 假设 ， 提 供给 战斗 的 补充 资源 将 以 固 


定 的 速率 m 持续 整个 补给 过 程 . 车 R 表示 可 投入 战斗 的 总 储备 量 ， 那 么 这 些 想 法 就 转换 成 下 
面 的 子 模型 


q(t) 一 (11-33) 


另 一 种 想法 是 可 能 出 现 运作 失误 .这 里 运作 失误 是 指 一 些 非 战争 的 因素 ， 比 如 疾病 、 和 逃兵 以 及 
机 械 的 损坏 ， 运 作 的 失误 率 涉及 很 多 因素 ， 比 如 由 于 心理 因素 而 产生 逃兵 ， 是 很 难 精确 度量 
的 ， 但是， 我 们 可 以 假设 运作 失误 率 与 部 队 的 战斗 力 成 比例 .在 此 ， 仍 旧 假 设 存 在 兵员 的 补 
充 ， 则 X 部 队 战 斗 力 的 变化 率 将 是 


党 = (11-34) 


其 中 a 和 c 是 正常 数 ， 而 g(t) 宇 0.， 同样 的 想法 也 适用 于 YY 军 . 
例 2 军备 竞赛 的 经 济 方面 | 


在 这 个 例子 中 ， 我们 研究 两 国 的 军备 竞赛 对 防御 经 费 方面 的 影响 . 

识别 问题 

考虑 两 个 参加 军备 竞赛 的 国家 .我们 试图 定性 地 评价 军备 竞赛 对 于 防御 经 费 方面 的 影响 . 
特别 是 我 们 很 有 兴趣 要 知道 ， 军 备 竞赛 是 否 会 导致 不 可 控 的 经 费 支出 ， 并 且 最 终 由 最 具 经 济 实 
力 的 国家 支配 .还 是 最 终 会 达到 一 个 平衡 的 支出 水 平 ， 使 得 每 个 国家 维持 一 个 稳 态 的 防御 
费用 ? 

假设 

定义 变量 z 是 国家 1 每 年 的 防御 支出 ， 变 量 y 是 国家 2 每 年 的 防御 支出 ， 我 们 假设 每 一 个 
国家 都 只 准备 防御 ， 且 考虑 必要 的 防御 预算 .我 们 用 国家 1 的 观点 来 分 析 一 下 形势 ， 它 的 经 费 
支出 率 依赖 于 车 干 因素 ， 不 考虑 国家 2 或 与 1 不 和 的 国家 的 任何 支出 ， 有 理由 假设 防御 支出 率 
按 已 经 支出 额 的 比例 减少 ， 比 例 常数 代表 了 维护 现 有 军火 库 ( 现 有 支出 的 一 个 百分比 ) 的 需要 及 
对 防御 支出 在 经 济 上 的 限制 (政府 要 把 钱 花 在 诸如 卫生 和 教育 等 事业 上 )， 所 以 


衬 = 一 az 对 。 >>0 


这 个 方程 从 定性 方面 表明 防御 支出 不 会 增长 .现在 ， 当 国家 1 察觉 到 国家 2 也 在 进行 防御 支出 
时 会 发 生 什么 呢 ? 国家 1 将 会 被 迫 增加 它 的 防御 预算 ， 以 抵消 它 的 对 手 积累 起 来 的 防御 力量 ， 
并 保障 自身 的 安全 ， 我 们 假设 国家 1 所 增加 的 防御 支出 率 和 国家 2 支出 的 成 比例 ， 其 中 的 比例 
系数 是 对 国家 2 的 武器 的 威力 的 一 种 估计 ， 这 个 假设 看 起 来 是 合理 的 ， 至 少 切中 了 要 点 ， 在 国 
家 2 给 它 的 军火 库 添加 武器 时 ， 国 家 1 也 会 感到 需要 给 它 的 武器 库 增加 武器 ， 而 增加 的 数量 取 
决 于 对 国家 2 的 武器 威力 的 估计 . 所以， 上面 的 方程 就 改进 为 


te 
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我 们 假设 6 是 常数 ， 虽 然 这 一 假设 有 点 不 现实 .我们 可 以 想像 ， 当 国家 2 在 不 断 地 增加 武器 
时 ， 对 于 意识 到 的 有 效 性 所 做 出 的 回应 会 有 某 种 减 势 . 这 就 是 说 ， 如 果 国 家 2 给 武器 库 添加 
100 件 武 器 ， 国 家 1 可 能 觉得 它 需 要 给 自己 添加 40 件 武器 但是， 如果 国家 2 给 武器 库 添加 
200 件 武器 ， 国 家 1 可 能 觉得 它 只 需要 添加 75 件 武 器 、 所 以 ， 从 现实 出 发 ， 常 数 6 更 应 该 是 一 
个 关于 y 的 减 函数 (在 有 些 例子 中 ， 也 许 是 一 个 增 函 数 )， 我 们 下 面 想 把 模型 进行 改进 ， 以 考虑 
到 这 种 可 能 的 旺 减 势 的 回应 

最 后 ， 我 们 添加 一 个 常数 项 ， 以 反映 国家 1 对 国家 2 感到 的 所 有 潜在 的 不 安 因素 .这 就 是 
说 ， 即 使 两 个 国家 的 防御 支出 为 零 ， 国 家 1 仍 觉得 有 必要 武装 自己 以 对 抗 国 家 2， 也 许 是 出 自 
于 对 敌 方 未 来 可 能 的 侵略 行为 的 一 种 担心 。 如 果 y 二 0， 那 么 < 一 az 代表 了 国家 1 防御 支出 的 
增加 率 ， 直 到 c= 一 az 时 ， 才 停止 增加 ， 消 除 顾虑 ， 由 这 些 假设 ， 得 到 微分 方程 


衬 = 一 好 十 刀 十 


其 中 a、b 和 c 是 非 负 常数 .常数 a 表示 防御 支出 的 经 济 限 制 ，6 表示 与 国家 2 的 敌对 的 强度 ， 
而 < 表示 威慑 或 不 安 因素 ， 虽 然 我 们 假设 c 是 常数 ， 但 其 实 应 该 是 变量 + 和 y 的 函数 , 
对 国家 2 进行 完全 类 似 的 讨论 ， 就 得 到 微分 方程 


dh se 
了 mr—ny+p 


其 中 mw、n 和 为 非 负 常数 ， 其 意义 分 别 与 5、a 和 c 相同 . 这 两 个 方程 就 组 成 了 我 们 的 军费 支 
出 模型 . 

模型 的 图 形 分 析 

我 们 感 兴趣 的 是 防御 支出 是 否 会 达到 平衡 程度 如 果 是 ， 我 们 就 知道 军备 竞赛 不 会 导致 支 
出 失控 .这 一 情况 表明 两 个 国家 的 防御 预算 必 都 停止 增加 ， 故 dr/di=0 和 dy/d: 二 0. 于 是 ， 
我 们 来 寻求 模型 的 静止 点 或 平衡 点 . 

首先 ， 考 虑 如 下 情况 : 任何 一 国 既 不 对 他 国 感到 不 安 ， 也 不 需要 保持 任何 威慑 ， 则 c=0 
和 p 二 0， 我 们 的 模型 就 变 为 


(11-35) 


对 自治 方程 组 (11-35) ，Cz，y) 一 (0，0) 是 静止 点 ， 在 这 种 情形 ， 两 国都 没有 防御 支出 ， 且 都 


生活 在 永远 的 和 平 之 中 ， 以 非 军 事 的 方式 解决 一 切 争端 (这 样 一 种 和 平 状态 存在 于 1817 年 以 来 

的 美国 和 加 拿 大 之 间 )， 然 而 ， 如 果 出 现 的 不 安 并 没有 得 到 使 双方 都 满意 的 解决 ， 那么 这 两 个 

国家 就 会 被 迫 武 装 自己 ， 由 此 得 到 方程 

宁 一 人 和 呆 = p 

于 是 ， 当 c 和 p 都 为 正 时 ， (xX, y) 将 不 再 保持 在 静止 点 (0， 0)， 静止 点 不 稳定 . 
现在 考虑 一 般 的 模型 
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衬 = 一 az 十 妃 + 
(11-36) 


=m-wtp 


令 此 方程 组 的 右 端 为 零 ， 得 到 线性 方程 组 
CR (11-37) 
mr—ny=—p 
方程 组 (11-37) 中 的 每 一 个 都 代表 相 平 面 上 的 一 条 直线 ， 如 果 系 数 行 列 式 bm 一 an 不 为 零 ， 
则 这 两 条 直线 交 于 惟一 的 一 个 静止 点 ， 记 为 (XX，Y). 容易 解 方程 组 (11-37) ， 得 到 静止 点 


假设 an 一 bm 二 0， 则 静止 点 位 于 相 平 面 的 第 一 象限 ， 如 图 11-25 所 示 . 图 中 所 示 的 四 个 区 域 
A~D 由 这 两 条 相交 的 直线 确定 .我 们 来 考察 每 个 区 域 中 轨 线 的 方向 . 

区 域 A 中 的 任 一 点 (x，y) 位 于 由 方程 组 (11-37) 所 代表 的 两 条 直线 上 方 。 所 以 ny 一 mz 一 p 
>0 且 53 一 az 十 c>0.， 由 方程 组 (11-36) 知 ， 在 区 域 A 中 ，dy/di<0 且 dz/dt>>0. 对 于 区 域 B 
中 的 任意 点 (x，y)， ny 一 mz 一 bp 之 0 且 by 一 azt 十 c 达 0， 所 以 dy/dt 二 0 且 dx/dt 二 0， 类似 地 ， 
在 区 域 C 中 dy/dt>0 且 dz/dt>>0; 而 在 区 域 D 中 dy/d>0 且 dz/dt<0， 这 些 特 征 如 图 11-26 
所 示 . ; 


图 11-25 车 an 一 bm>>0， 模型 (11-36) 在 第 一 象限 图 11-26 复合 的 图 形 分 析 : 由 两 条 相交 直线 
有 惟一 的 静止 点 (X，Y). 沿 直线 by=ar 一 c (方程 组 11-37) 确 定 的 四 个 区 域 中 
有 dz/dt 一 0; 而 沿 着 直线 ny 二 mz 十 p 的 轨 线 方向 
有 dy/dt 二 0 


对 于 图 11-26 中 静止 点 (X，Y) 附 近 的 轨 线 的 运动 所 做 的 分 析 揭示 出 相 平面 上 的 每 条 轨 线 
都 趋 于 静止 点 . 所 以 ， 根 据 我 们 假设 ay/6>m/m， 交 点 (X，Y) 位 于 第 一 象限 ， 它 作为 静止 点 是 
稳定 的 因而， 我 们 可 以 推断 这 两 个 国家 的 防御 支出 将 会 趋 于 一 个 平衡 点 ( 稳 态 )z 一 X，y 一 Y 


446 


358 


第 11 章 


(在 本 节 习 题 中 要 研究 a/6 二 m/n 情形 ， 你 将 看 到 会 出 现 经 费 失 控 ). 
我 们 来 考察 不 等 式 a/6>mm/z( 即 an 一 bm 过 0) 的 意义 ， 在 国家 1 看 来 ， 经 济 上 的 限制 a 与 
察觉 到 的 敌国 强度 0 之 比 ， 一 定 高 于 国家 2 的 某 个 比率 m/n， 常 数 5 是 和 感觉 有 关 的 ， 其 中 一 
部 分 是 心理 因素 .如 果 降 低 5， 那 么 静止 点 落 在 第 一 象限 的 机 会 就 增加 ， 防 御 支 出 达到 稳 态 程 
度 ， 其 结果 是 两 个 国家 都 受益 .我 们 模型 的 价值 不 在 于 能 够 作出 预测 言 ， 而 在 于 它 邢 清 了 在 不 
同 的 条 件 下 ， 即 调节 参数 a、5b6、c、m、n 和 p， 会 发 生 什么 样 的 情况 .当然 ,我 们 可 以 看 到 ， 
447| ”国家 之 间 通 过 相互 合作 、 相 互 尊 重 和 实行 裁军 政策 ， 以 降低 紧张 的 程度 与 威胁 感 ， 避 免 出 现 失 
控 的 军备 竞赛 的 局 面 ， 这 些 都 是 十 分 重要 的 . 此外， 持久 的 和 平 只 能 通过 各 国都 满意 的 方式 来 
解决 争端 才能 取得 . 


习题 


1. 


CD 


验证 函数 (11-23) 满 足 微分 方程 (11-22). 

(a) 从 方程 (11-29) 解 出 >， 并 把 结果 代 人 模型 (11-27) 中 的 微分 方程 dr/dt 二 一 gzxy 中 . 

(b) 对 (a) 小 题 中 得 到 的 微分 方程 分 离 变 量 并 用 部 分 分 式 积分 ， 给 出 方程 (11-31) 确 定 的 
战斗 力 水 平 . 


. 在 Lanchester 基本 战斗 模型 (11-26) 中 ,假设 两 支部 队 的 效能 是 一 样 的 ， 故 a 二 bp. Y 部 


队 最 初 有 50 000 个 士兵 . X 部 队 的 士兵 在 地 理 位 置 上 分 成 40 000 人 和 30 000 人 两 部 
分 ,利用 基本 模型 与 结果 (11-20) 证 明 : 如 果 Y 部 队 的 指挥 官 与 X 的 两 部 分 部 队 分 别 作 
战 的 话 ， 他 将 会 获得 一 场 平局 . 


. 设 X 表示 一 支 游击 队 ，Y 表示 一 支 正规 部 队 ， 自 治 方程 组 


dr _ 
-87y 


dy 
dt 好 


是 关于 正规 一 一 游击 部 队 战 斗 的 Lanchester 模型 ， 其 中 没有 运作 失误 ， 也 没有 援军 . 
Ca) 讨论 评判 这 个 模型 所 需 的 假设 和 相关 关系 .这 个 模型 合理 吗 ? 
(b) 解 这 个 微分 方程 组 ， 并 给 出 抛物 线 律 
gy = 2br+M 
其 中 M= gy —2bxo. 
(co) 正规 部 队 Y 要 获胜 的 话 ， 初 始 战 斗 力 水 平 x。 和 yo。 必须 满足 什么 条 件 ? 如 果 Y 部 队 
.确实 赢 了 ， 那 么 它 能 剩 下 多 少 人 ? 


. (a) 假设 方程 组 (11-26) 中 的 单个 武器 磨损 率 a 和 6 与 时 间 无 关 ， 讨论 子 模型 


a=r,p, 和 b= rp; 
其 中 六 和 ,分别 是 Y 部 队 和 X 部 队 的 射击 率 ( 每 个 战士 每 天 的 射击 数 )，p, 和 p， 
分 别 是 每 次 射击 消灭 一 个 对 手 的 概率 . 
(b) 你 怎样 建立 模型 (11-27) 中 的 磨损 率 系数 g 和 六 模型 ? 把 方程 组 (11-27) 看 成 是 对 游 
击 队 之 间 的 战斗 进行 建 模 会 有 所 帮助 . 


用 微分 方程 组 建 樟 359 


5. 在 军备 竞赛 模型 (11-36) 中 ， 假 设 an 一 bm 二 0， 于 是 静止 点 位 于 相 平 面 的 第 四 而 不 是 第 
一 象限 ， 在 相 平 面 上 画 出 dx/dt=0 和 dy/dt==0 所 表示 的 线 ， 并 标 出 这 两 条 线 及 其 与 坐 
_ 标 轴 的 交点 ， 用 图 形 的 稳定 性 分 析 回答 以 下 问题 ， 
(a) 对 于 防御 支出 是 否 存在 任何 潜在 的 平衡 状态 ? 列举 出 这 样 的 点 ， 并 按 稳定 或 不 稳定 
分 类 . ， 
(b) 至 少 选取 四 个 位 于 第 一 象限 的 初始 点 ， 并 描绘 它们 在 相 平 面 上 的 轨 线 . 
(c) 你 的 图 形 分 析 预 测 了 怎样 的 防御 支出 结果 ? 
(d) 从 国家 1 的 角度 考虑 ， 用 模型 (11-36) 中 的 参数 的 相对 值 解释 你 通过 图 形 分 析 得 到 
的 结果 . 


研究 课题 


完成 Dina A. Zinnes, Jonh Vv. Gillespie 和 G. S，Tahim 的 “Richardson 军备 竞赛 模型 ,” 
UMAP 308. 本 单元 根据 Lewis Fry Richardson 的 经 典 假 设 构造 一 个 模型 ， 并 引进 差分 方程 . 
学 生 在 分 析 一 个 相互 作用 模型 的 平衡 点 、 稳 定性 和 敏感 性 中 获得 经 验 . 
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11.5 微分 方程 组 的 Euler 方法 


我 们 在 本 章 已 经 研究 了 一 阶 自治 微分 方程 组 . 由 两 个 含 因 变 量 zx 和 y 及 自 变量 : 的 一 阶 常 
微分 方程 组 成 的 更 一 般 的 微分 方程 组 如 下 给 出 


d 
i = f(t,r,y) 


449 


360 第 11 新: 


dy 
di 


如 果 变 量 :明显 地 出 现在 函数 /或 g 中 ， 则 该 方程 组 称 为 是 非 自治 的 微分 方程 组 ， 否 则 就 是 
自治 的 ， 在 这 一 节 中 ， 我 们 给 出 Euler 的 数值 方法 ， 来 逼近 以 z(t。) 二 zx。 和 y(w) = 二 yw 为 初 值 条 件 
的 方程 组 (11-38) 的 解 函数 z(z) 和 y(t)， 和 10. 5 节 中 关于 单个 的 微分 方程 的 情形 一 样 ， 方 程 组 的 
Euler 法 也 是 把 一 系列 的 切线 连 起 来 ， 用 以 逼近 区 间 1，t。 志 :Sb 上 的 每 条 曲线 z(t 和 yi). 

为 了 对 方程 组 用 Euler 法 ， 我 们 先 把 自 变 量 上 所 在 的 区 间 了 细 分 成 ”个 等 间隔 点 ， 

1 =to 二 At 
ts 一 万 十 At 


二 ti 二 At=6b 
后 计算 解 函数 的 逐次 允 近 
Zi = Zo 十 jCtozoyyo)At 
Yi = yo g(to, To, yo)At 
Zaz 一 Ti 十 JrzyyD)At 
yz2 一 2 十 gzyyiD)At 


Ta 一 Tit ft TY At 
ye yr g(t ss WAL 
于 是 ， 对 方程 组 的 Euler 法 和 10. 5 节 中 研究 过 的 方法 是 一 样 的 ， 只 不 过 我 们 这 里 是 对 方 
程 组 (11-38) 中 的 两 个 方程 都 进行 迭代 ， 而 不 是 单个 方程 ， 和 以 前 一 样 ， 步 数 n 可 以 取得 任意 
大 ,但 车 n 太 大 ， 就 会 有 积累 误差 .这 里 给 出 一 个 例子 来 说 明 该 方法 的 应 用 . 


例 1 方程 组 的 Euler 方法 应 用 


对 捕食 模型 
衬 = 3Z 一 2y 
下 ty 


用 Euler 法 求 出 前 三 次 通 近 (x ，yi)， (xz,， 2 )，(za，》%)， 初 值 条 件 为 : to 二 0 处 zo 二 1 和 y 
(to0) 二 yo， 并 取 At=0.1. 
” 解 : 我 们 有 t==0, 4 = 十 At=0. 1， t=ti+At=0.2, &=& 二 At=0.3 和 (zo, yo ) 一 
(1, 2). 
,第 一 组 点 ;zi 二 zo 十 f(to， xo， yo)At 
一 Zo 十 (3xzo 一 zoyo)Ar 
一 1 十 (3 一 2)(0.1) 一 1.1 
2 一 yo 十 gB(to， xzo， yo)At 
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= yo (ro yo — 2y0)At 
一 2 十 (2 一 4)(0.1) 王 1.8 
第 二 组 点 ; xz; = 十 f(t xXx， yAt 
一 Zi 十 (3zi 一 ZIy At 
一 1.1 十 (3.3 一 (1.1)(1.8))(0.1) 一 1.232 
ya =ytglti, rz, yAt 
=yT (ry —2y At 
二 1.8 十 ((1.1)(1.8) 一 3.6)(0.1) 王 1.638 
第 三 组 点 : zs 一 ze 十 Fe，z，y)Ar 
一 Zz 十 (3z2: 一 Zazyz)At 
一 1. 232 十 (3. 696 一 (1.232)(1.638))(0.1) 
一 1.399 798 4 
3a 一 yz 十 gB(i，zz，yz)At 
一 六 十 (zy 一 2y2)At 
一 1.638 十 ((1.232)(1.638) 一 3. 276) 
一 1.512 201 6 [|] 
方程 组 的 Euler 法 很 容易 用 计算 机 编程 ， 对 方程 组 (11-38) 输 入 初 值 (1。 ，zx。，yo)、 步 数 
和 步 长 At， 程 序 就 生成 了 一 个 数值 解 (i: ，zx; ，y) 的 表 . 如 果 方 程 组 像 例 1 那样 是 自治 的 ， 我 
们 就 可 以 通过 初 值 点 (zo， yo) 在 XxXy 相 平 页 上 夯 出 点 (zxo， yo )， (zl， yi )， (zz， y2 )， nes 
Cz,，y%) 来 逼近 解 轨 ， 我 们 还 可 以 在 xt 平面 上 画 出 点 zo。，z1， xs ，…，xz, 以 逼近 解 曲线 zx(D). 
我 们 同样 还 能 在 yt 平面 上 画 出 点 mw，y ，y: ，…， 来 通 近 解 曲线 y (7). 


例 2 轨 线 和 解 曲 线 


对 例 1 中 的 捕食 模型 ， 利 用 Euler 法 在 相 平 面 上 找 一 条 通过 点 (1，2) 的 轨 线 . 

解 : 通过 计算 机 程序 的 运行 我 们 发 现 ， 如 果 取 0 二: 过 3， 就 会 出 现 一 个 过 (1，2) 解 轨 的 
完整 的 图 (有 某 种 重 缀 )， 从 to。==0 出 发 ， 取 At=0.1， 我 们 就 得 到 如 图 11-27 所 示 的 轨 线 点 
图 ， 注 意 到 ,由 于 步 长 At= 二 0. 1 取得 较 大 ， 近 似 解 并 没有 精确 地 以 道 时 针 方向 绕 回 到 初始 点 
(1，2)， 所 以 ， 该 近似 解 远离 了 真实 的 周期 解 轨 ， 问 题 就 出 在 逼近 过 程 中 的 固有 误差 (以 及 
截断 误差 ). 

我 们 用 更 小 的 步 长 At 一 0. 02(0 委 ! 委 3) 来 逼近 轨 线 . 轨 线 如 图 11-28 所 示 ， 我 们 可 以 看 到 ， 
由 于 用 到 较 小 的 步 长 减 小 误差 ， 轨 线 更 具有 周期 性 了 . 

进一步 缩小 步 长 到 At 一 0. 003 125( 因 而 对 区 间 0 委 : 委 3，* 一 960) ， 我 们 得 到 如 图 11-29 所 
示 的 轨 线 ， 它 十 分 接近 真正 的 周期 解 . 

最 后 ， 我 们 对 0 入 上 委 9 和 At 一 0. 0025( 相 应 的 x 一 3600) ， 画 出 满足 zx(0)=1 和 y(0)=2 的 
解 曲线 zx(0 和 y(z)， 曲 线 如 图 11-30 所 示 ， 同 时 也 显示 出 了 捕食 者 鲸 的 数量 是 如 何 滞 后 于 被 
捕食 者 磷 虾 数量 的 . 
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图 11-27 对 例 1 中 的 捕食 模型 ， 令 At 一 0.1，0 和 :多 3， 用 
相 平面 上 的 一 组 点 来 逼近 过 点 (1，2) 的 解 轨 


磷 是 


图 11-28 对 例 2 取 At 二 0.02，0 志 3， 过 (1，2) 的 解 曲 线 


正如 10. 5 节 中 关于 单个 的 一 阶 微分 方程 所 介绍 的 那样 ， 解 方程 组 的 更 精确 的 方法 也 是 有 
的 ， 这 些 通常 能 在 微分 方程 课程 的 数值 方法 部 分 学 到 ， 这 许多 方法 只 是 对 我 们 上 面 所 给 的 基本 
Puler 方法 的 改进 ， 通 过 取 适 当 的 步 长 ， 它 们 可 以 对 真实 解 轨 给 出 了 相当 精确 的 逼近 ， 
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图 11-29 在 区 间 0 志 :3 上 取 At 二 0.02(n 二 960)， 过 点 (1，2) 的 
近似 解 轨 非常 接近 于 真正 的 周期 解 


图 11-30 例 1 的 捕食 模型 中 ， 单 个 物种 的 数量 随时 间 呈 周期 
波动 .捕食 者 数量 的 最 大 值 总 是 比 被 撒 食 者 数量 的 最 大 值 
迟 一 些 达 到 (所 以 在 这 循环 中 ， 被 捕食 者 的 数量 已 经 
开始 下 降 时 ， 捕 食 者 的 数量 才 达到 它 的 顶峰 ) 
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习题 


在 习题 1~4 中 ， 用 Euler 法 解 一 阶 方程 组 的 初 值 问 题 ， 利 用 给 定 的 步 长 At， 计 算 前 三 次 
逼近 (zi ，y )，(zz，2》) 和 (zs，y% )， 然后 用 步 长 At/2 再 算 一 遍 ， 把 你 的 这 些 逼 近 与 给 定 的 
解析 解 值 做 比较 . 


zx(0)=1, y(0)=1, At 一 闻 


= 一 了 荆 5 ps 一 工 5 
(De +Fe ， y(t) pe 十 7e 


2. 衬 =z+5y 
d 
= 
Xx(0)=5, y(0)=4, 4 一 工 
X(t)=5e "(costt+6sint), y(t)=e ‘(4cost—13sint) 
3. 衬 =z+3y 
昱 一 z 一 ?十 2e 
X(t)=—e “3e’—2e', y(t)=e 2 十 e2 
dr_ 和 
4. di 37z 十 e 
d 一 -| 2 
Xt3ytte 


zx(0)=2, y(0)=—1, At 于 


X(t)=3e’—e’*, y(t)=e’— 3te’—2e’— tre’ 
5. 假定 一 湖 中 存放 有 鲜 鱼 和 钙 鱼 ， 因 为 它们 都 吃 同样 的 食 乌 ， 所 以 就 为 生存 而 竞争 ， 设 
B(z) 和 TT(4) 分 别 表 示 钊 鱼 和 钱 鱼 在 时 刻 : 的 数量 .鲈鱼 (B) 和 鳝 鱼 ( 工 的 增长 率 由 以 下 
微分 方程 组 来 估计 
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至 = T.(15—B—3.T),T(0)=2 


用 Euler 法 ， 取 步 长 At 王 0.1， 对 0 声 1 志 7 估计 下 列 解 曲线 
(a)B(z) 相 对 于 
(b)T(z) 相 对 于 
(c) 相 平面 上 的 解 轨 (B(1)，T(2)) 

6. 对 习题 5 在 0 二 :4 中 取 步 长 At 王 1， 再 做 一 遍 . 讨论 相应 图 形 的 差别 ， 并 解释 为 什么 
会 有 这 些 差别 . 

7. 下 面 方程 组 是 人 们 同时 捕猎 两 个 物种 时 的 捕食 模型 ， 用 Euler 法 ， 取 步 长 At==1, 0<1 
魏 4， 求 方程 组 、 


在 初 值 x(0) 一 去 和 >(0) 一 1 时 的 数值 解 
8. 用 Euler 法 解 习题 7 中 在 无 人 捕猎 时 的 模型 ， 比 较 并 讨论 这 两 个 模型 解 的 不 同 之 处 . 


研究 课题 


下 面 的 算法 称 为 改进 Euler 法 ， 它 将 原来 Euler 法 的 精度 做 了 改进 ， 在 这 改进 的 Euler 法 
中 ?9 我 们 取 两 个 斜率 的 平均 . 先 估计 原来 Euler 法 中 的 Trt+l 和 yan+1， 但 分 别 用 Tatl 和 yi+1 表 示 
该 值 ， 然 后 解 方程 


d d 
证 = /f(xy) 和 = gtr,y) 


计算 下 面 从 如 ，z，y 到 上 ，zo+l，ynri 的 更 新 数据 : 
dl = Zn 十 大 加 Zooyyno)At 
Yr = Yn las Ts Yn ) At 
tr =t 二 At 


zm = z+ [fl ie) + fl zi ye )] 


Yrtl 一 ya 十 [gC, nyn) 十 BC )] 学 


1. 用 改进 Euler 法 和 逼近 例 2 中 捕食 者 - 食 饵 问 题 的 解 ， 把 新 的 解 与 用 Euler 法 在 区 间 
0< 终 3 取 At= 上 0. 1 得 到 的 解 进行 比较 ， 做 出 两 个 解 的 轨 线 图 . 

2. 用 改进 Euler 法 逼近 问题 7 中 捕食 者 - 食 饵 鞍 猎 问题 的 解 ， 把 新 的 解 与 问题 7 中 在 区 间 0 
太 1<4 用 相同 步 长 At 一 1 得 到 的 解 进行 比较 .做 出 两 个 解 的 轨 线 图 . 
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第 12 章 ”连续 优化 建 模 


引言 
在 第 7 章 ， 我 们 已 经 学 习 过 线性 规划 模型 , 
Optimize f(X) 
满足 不 等 式 约束 网 a 
«0% || i€I 
- 之 


对 线性 规划 模型 来 说 ， 只 有 一 个 目标 函数 f/， 并 且 它 是 决策 变量 ( 即 向 量 X 的 分 量 ) 的 线性 
函数 . 约束 函数 g; 也 必须 是 线性 的 .如果 决 策 变量 被 限定 为 只 取 整 数值 ， 这 个 问题 就 是 一 个 
整数 规划 . 

本 章 考虑 目标 函数 f 连续 但 非 线 性 情况 下 的 优化 问题 、 此 外 ， 约 东 函 数 g; 也 可 以 是 非 线 
性 的 ， 并 且 它 们 是 等 式 约束 

gi(X)=6, iEI 
我 们 将 注意 力 限定 到 X 只 含有 不 超过 两 个 分 量 的 问题 ， 这 正 是 你 在 微 积 分 中 学 过 的 优化 模型 . 
在 12.1 节 ， 我们 介绍 一 类 特殊 的 问题 ， 这 些 问 题 只 需要 用 到 基本 的 微 积 分 就 可 以 解决. 
在 这 一 节 的 例子 里 ， 建 立 了 确定 最 优 库存 策略 的 模型 。 这 一 问题 关心 的 是 如 何 确定 订货 的 数量 
和 频率 ， 使 总 的 库存 持 货 成 本 最 小 ， 由 于 各 子 模型 的 限制 条 件 是 很 重要 的 ， 所 以 我 们 也 考察 最 
优 解 对 假设 条 件 的 敏感 性 (在 8. 4 节 中 建立 过 一 个 假设 条 件 较 弱 的 仿真 模型 )，12. 1 节 强 调 的 
是 模型 的 解法 和 模型 的 敏感 性 . 

在 12. 2 节 ， 我 们 研究 多 变量 函数 ， 通 过 两 种 方法 找到 最 优 解 :一 种 是 通常 的 多 变量 微 积 
分 方法 ( 令 偏 导数 等 于 0， 求解 变量 构成 的 方程 组 ); 另 一 种 是 数值 逼近 技术 ， 即 梯度 搜索 
算法 . 

在 12. 3 节 ， 我 们 研究 具有 等 式 约束 的 优化 问题 .在 例子 里 ， 我 们 建立 了 利用 有 限 容 量 的 
储存 设备 进行 石油 转运 的 模型 ，12. 3 节 强 调 的 是 对 这 类 优化 问题 的 模型 的 解法 和 模型 的 教 感 
性 ， 我 们 将 介绍 分 析 这 类 问题 的 Lagrange 条子 法 . 

在 12.4 节 ， 我 们 介绍 如 何 利用 图 形 进 行 优 化 .介绍 的 例子 是 渔业 的 管理 问题 ， 讨 论 自由 
的 市 场 是 否 会 引导 渔业 主 、 客 户 和 生态 学 家 获得 满意 解 ， 以 及 是 否 需要 政府 的 某 些 干预 ， 例 子 
中 利用 图 形 进行 分 析 ， 为 某 些 类 型 的 解析 模型 提供 了 一 种 定性 的 分 析 方 法 ， 这 些 解 析 模 型 在 第 
10 章 和 第 11 章 中 是 用 微分 方程 方法 建立 的 . 

在 本 章 最 后 的 研究 课题 中 ， 可 以 对 本 章 讨 论 过 的 优化 问题 做 进一步 的 详细 研究 ， 例 如 ， 如 
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果 学 生 愿 意 ， 可 以 利用 研究 课题 中 的 UMAP 教学 单元 ， 研 究 Lagrange 乘 子 方法 和 变 分 法 的 基 
本 思想 . 


12. 1 库存 问题 : 送 货 费 用 和 储存 费用 最 小 化 


情景 

某 汽油 加 油 站 连锁 企业 聘请 我 们 作为 咨询 员 ， 希 望 确定 向 每 个 加 油 站 多 长 时 间 送 一 次 货 ， 
每 次 送 多 少 汽油 ， 经 过 询问 ， 我 们 已 经 知道 每 次 送 货 时 ， 加 油 站 付出 的 费用 为 d 美元 ， 这 不 包 
括 汽 油 本 身 的 费用 ， 与 送 货 的 数量 多 少 也 没有 关系 . 

汽油 储存 时 也 会 有 费用 发 生 ， 这 类 费用 中 的 一 种 费用 是 库存 所 占用 的 资金 导致 的 费用 -一 
花费 到 所 储存 的 汽油 上 的 资金 就 不 能 用 于 其 他 用 途 了 .这 项 费用 通常 的 计算 方法 是 ， 将 公司 投 
入 到 储存 的 汽油 上 的 成 本 ， 乘 以 汽油 储存 时 的 当前 利率 ， 其 他 与 储存 相关 的 费用 包括 储存 汽油 
的 容器 和 设备 的 折旧 分 摊 费 用 、 保 险 费 用 、 税 收 和 安全 保障 费用 等 . 

加 油 站 位 于 州 际 高 速 公路 附近 ， 每 周 的 汽油 需求 几乎 是 常数 ， 可 以 得 到 每 个 加 油 站 每 天 出 
售 的 汽油 数量 (加 仑 ). 

识别 问题 . 

假设 公司 希望 利润 最 大 化 ， 在 短期 内 汽油 的 需求 和 价格 是 常数 ， 那 么 ， 由 于 总 收入 是 常 
数 ， 通 过 最 小 化 成 本 就 能 够 最 大 化 利润 .总 成 本 包括 很 多 部 分 ， 如 管理 成 本 和 员工 报酬 等 ， 如 
果 这 些 成 本 会 受到 送 货 数量 和 送 货 时 间 的 影响 ， 那 么 它们 就 应 该 被 考虑 ， 我 们 假定 这 些 成 本 不 
受 送 货 数 量 和 送 货 时 间 的 影响 ， 而 把 注意 力 集中 到 如 下 问题 ， 每 个 加 油 站 在 保证 持 有 足够 多 的 
汽油 满足 顾客 需求 的 前 提 下 ， 使 每 天 平均 的 送 货 和 库存 持 货 成 本 最 小 ， 从 直观 上 来 看 ， 这 样 的 
最 小 成 本 是 存在 的 .如 果 送 货 的 费用 很 高 而 持 货 的 成 本 很 低 ， 我 们 就 希望 不 要 频繁 地 送 货 ， 每 
次 送 货 量 大 些 ， 反 过 来 ， 如 果 送 货 的 费用 很 低 而 持 货 的 成 本 很 高 ， 我 们 就 希望 频繁 地 送 货 ， 每 
次 送 货 量 小 些 . 

假设 

下 面 考虑 一 下 哪些 因素 对 于 决定 维持 多 少 库存 来 说 是 重要 的 ， 送 货 费 用 、 储 存 费 用 .产品 
的 需求 率 是 很 明显 的 需要 考虑 的 因素 .产品 储存 时 的 变质 问题 也 是 一 个 值得 关注 的 极其 重要 的 
因素 ， 对 汽油 来 说 ， 当 容器 中 的 汽油 量 越 来 越 少 时 ， 浓 缩 效 应 将 变 得 越 来 越 显 著 ， 还 可 以 考虑 
产品 销售 价格 和 原料 成 本 在 市 场 上 的 稳定 性 ， 例 如 ， 如 果 产 品 的 市 场 价格 很 不 稳定 ， 销 售 者 就 
不 愿意 储存 大 量 的 产品 ， 另 一 方面 ， 如 果 预 计 原料 价格 在 不 远 的 将 来 会 有 较 大 幅度 的 增长 ， 则 
应 该 大 规模 储存 原料 ， 另 一 个 值得 考虑 的 因素 是 顾客 对 产品 的 需求 量 的 稳定 性 ， 产 品 的 需求 量 
会 发 生 季节 性 的 波动 ， 技 术 上 的 突破 也 可 能 使 产品 灌 销 ， 计 划 的 时 间 跨 度 也 是 极其 重要 的 ， 在 
短期 内 ， 可 能 已 经 与 其 他 公司 签订 了 租用 储存 空间 的 协议 ， 而 长 期 来 看 其 中 的 一 部 分 可 能 是 不 
必要 的 另 一 个 需要 考虑 的 因素 是 ， 侦 尔 发 生 的 不 能 满足 需求 ( 缺 货 ) 的 事件 的 重要 性 有 多 大 . 
有 些 公司 会 选择 高 成 本 的 库存 策略 ， 保 证 从 不 缺 货 ， 从 以 上 讨论 可 以 看 出 ， 库 存 决策 不 是 一 件 
容易 的 事情 ， 也 不 难 构建 前 面谈 到 的 某 个 因素 会 导致 某 种 特殊 的 储存 策略 的 情景 ， 这 里 ， 我 们 
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将 初始 的 模型 限制 为 只 考虑 以 下 变量 : 
日 平均 成 本 二 (储存 费用 、 送 货 费 用 、 产 品 需 求 率 ) 
子 模型 
储存 费用 


我 们 需要 考虑 储存 一 个 单位 产品 的 储存 费用 是 如 何 随 着 储存 产品 的 数量 大 小 而 变化 的 .我 
们 是 否 可 以 租赁 其 他 公司 的 仓库 ， 当 储存 数量 达到 一 定 的 水 平 后 可 以 获得 折扣 吗 ( 如 图 12-1a 
所 示 )? 还 是 先 租用 最 便宜 的 仓库 ( 当 需 要 时 再 增加 更 多 的 储存 空间 )， 如 图 12-1b 所 示 ? 我 们 
是 否 需 要 租用 整 座 仓库 或 楼 层 ? 如 果 是 ， 单 位 产品 的 储存 费用 似乎 会 随 着 储存 量 的 增加 而 减 
少 ， 直 到 需要 租用 另 一 座 仓库 或 楼 层 ， 如 图 12-1c 所 示 . 公司 是 否 拥有 自己 的 储存 设施 ” 如果 
是 ， 这 些 设施 还 有 什么 其 他 用 途 ? 在 我 们 的 模型 中 ， 我 们 认为 单位 产品 的 储存 费用 是 常数 . 


$ 


单位 成 本 
单位 成 本 


单位 成 本 


< 


数量 数量 
b) c)、 


12-1 储存 费用 的 子 模式 


送 货 费 用 
在 许多 情况 下 ， 送 货 费 用 是 与 送 货 量 有 关 的 .例如 ， 如 果 需 要 使 用 更 大 载重 量 的 卡车 或 额外 增 
加 货车 ， 那 就 需要 额外 增加 费用 ， 在 我 们 的 模型 中 ， 我 们 假设 送 货 费 用 是 常数 ， 与 送 货 量 无 关 . 
需求 a 
对 某 个 特定 的 加 油 站 ， 如 果 我 们 画 出 它 对 汽油 的 日 需求 量 图 ， 我 们 很 可 能 会 得 到 一 张 类 似 
如 图 12-2a 所 示 的 图 如果 我 们 画 出 一 定 的 时 间 ( 如 1 年 ) 内 不 同 的 需求 量 发 生 的 频率 ， 我 们 很 
可 能 会 得 到 一 张 类 似 如 图 12-2b 所 示 的 图 ， 如 果 这 些 需 求 量 很 紧凑 地 分 布 在 频率 最 大 的 需求 量 
周围 ， 那 么 我 们 可 以 认为 需求 量 是 常数 (假设 这 就 是 我 们 在 这 里 的 模型 中 要 考虑 的 情形 )、 最 
后 ， 虽 然 我 们 知道 需求 是 发 生 在 离散 的 时 间 段 上 ， 为 了 简单 起 见 ， 我 们 认为 需求 是 连续 发 生 
的 .这 种 连续 需求 模式 如 图 12-2c 所 示 ， 其 中 直线 的 斜率 代表 的 是 常数 需求 率 ， 请 注意 ， 我 们 
假设 需求 模式 是 线性 的 ， 这 一 点 很 重要 ， 此 外 ， 如 图 12-2b 所 示 ， 大 约 有 一 半 时 间 的 需求 量 超 


出 了 平均 需求 ， 当 考虑 需求 不 能 被 满足 的 可 能 性 时 ， 我 们 将 在 实施 阶段 考察 这 一 假设 的 重 
要 性 . 


模型 建立 
在 构建 模型 时 ， 我 们 使 用 如 下 的 符号 ， 
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需求 量 的 频率 
总 需求 最 


T 
时 间 (天 ) 9 数 最 时 间 〈 天 ) 


8) b) C) 
图 12-2 常数 需求 率 


一 一 每 加 仑 汽油 储存 一 天 的 储存 费用 

qd 一 一 每 次 送 货 的 送 货 费用 (美元 ) 

7 一 一 需求 率 ( 加 仑 /天 ) 

Q 一 一 每 次 订货 汽油 量 ( 加 仑 ) 

:一 一 时间 ( 天 ) 

现在 假设 在 时 刻 二 0， 一 定量 的 汽油 (如 Q=g) 到 货 ， 并 且 这 些 汽油 在 T=: 天 以 后 用 完 . 
这 样 的 周期 周而复始 ， 如 图 12-3 所 示 ， 图 中 每 条 直线 的 斜率 是 一 ~( 需 求 率 的 相反 数 )， 问 题 在 

于 找到 一 个 订货 量 Q* 以 及 一 个 订货 周期 T" ， 使 得 储存 费用 和 送 货 费 用 最 小 . 


2 


[~ 


数量 (加仑 ) 
Es 
医 
外 
* 


| 一 | 时 间 (天 ) 
图 12-3 ”一 个 库存 周期 (在 上 天 内 用 完 订 货 量 9) 


我 们 需要 找到 日 平均 费用 的 表达 式 ， 所 以 考虑 在 长 度 为 上 天 的 一 个 周期 内 的 储存 费用 和 送 
货 费 用 .因为 在 一 个 周期 内 只 送 一 次 货 ， 所 以 送 货 费 用 是 常数 d， 为 了 计算 储存 费用 ， 用 每 天 
的 平均 库存 量 9/2， 乘 以 储存 夫 数 :+， 再 乘 以 每 加 仑 汽油 储存 一 天 的 储存 费用 s， 以 上 讨论 可 用 
符号 表达 如 下 
每 个 周期 的 费用 一 4 十 * 疙 : 


上 式 再 除 以 上， 得 到 日 平均 费用 


-|&. 


C 一 


el 
二 
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模型 求解 
很 明显 ， 需 要 最 小 化 的 费用 一 数 有 两 个 自 变 量 . 然而 ， 从 图 12-3 可 以 看 出 这 两 个 变量 是 


有 关系 的 ， 对 一 个 周期 来 说 ， 送 货 量 等 于 需求 量 ， 即 g 二 rt， 所 以 ,日 平均 费用 为 
de 于 (12-2) 
t 2 


式 (12-2) 是 一 个 双 曲 函数 和 一 个 线性 函数 的 和 ， 如 图 12-# 所 示 . 


C 


图 12-4 日 平均 费用 c 是 一 个 双 曲 函数 和 一 个 线性 函数 的 和 


下 面 我 们 来 寻找 订货 之 间 的 时 间 间 隔 了 ， 使 日 平均 费用 最 小 .将 c 对: 求 导 ， 并 令 以 一 0， 
得 到 


由 该 方程 得 到 的 驻 点 (只 取 正 值 ) 为 
T= [| (12-3) 


该 驻 点 是 费用 函数 的 一 个 局 部 极 小 点 ， 因 为 对 任何 正 的 +， 二 阶 导数 
py 2 
以 = 经 
总 是 正 的 ， 图 12-4 清楚 地 表明 T* 给 出 的 也 是 全 局 最 小 点 ， 此外， 从 公式 (12-3) 可 以 得 到 
d/T' 二 (sr/2)T" ， 所 以 开 ' 也 是 图 12-4 中 的 线性 函数 与 双 有 曲线 的 交点 . 

模型 解释 

给 定 定常 的 需求 率 ~， 式 (12-3) 表 明 最 优 周 期 T 与 (4/s)'* 成 比例 ， 直 观 上 看 ， 我 们 希望 
当 送 货 费用 a 增加 ， 储 存 费 用 * 减少 时 ，T* 应 当 增 加 ， 我 们 的 模型 至 少 从 这 一 点 上 来 看 是 合 
理 的 ， 此外， 式 (12-3) 所 表示 的 关系 是 很 有 趣 的 . 

我 们 将 送 货 费用 、 储 存 费 用 、 需 求 率 的 子 模型 都 假设 成 非常 简单 的 关系 . 为 了 分 析 具 有 更 
复杂 的 子 模型 的 模型 ， 我 们 需要 从 数学 上 分 析 前 面 是 如 何 处 理 的 .为 了 确定 储存 的 产品 -天 数 ， 
我 们 计算 了 一 个 周期 内 曲线 下 方 的 面积 ， 因 此 ， 一 个 周期 内 的 储存 费用 可 以 用 积分 计算 ， 


s| gr) 一 :(¢ -于 )= 人 


464 
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这 个 式 子 中 最 后 一 个 等 式 是 将 一 9/ 代 人 而 得 到 的 ， 结 果 与 前 面 得 到 的 每 个 周期 内 的 储存 费 
用 相同 .为 了 将 结果 推广 到 其 他 假设 条 件 的 情形 ， 认 清 背 后 的 数学 结构 是 很 重要 的 .我 们 将 会 
看 到 ， 分 析 模 型 对 于 假设 条 件 的 变化 的 敏感 性 ， 也 是 很 有 用 的 . 


在 前 面 的 分 析 中 ， 我 们 的 一 个 假设 是 忽略 汽油 本 身 的 成 本 费用 . 那么， 实际 上 汽油 的 成 本 - 


是 否 会 影响 最 优 的 订货 量 和 订货 周期 呢 ? 因为 每 个 周期 的 采购 量 是 rt:， 如 果 每 加 仑 汽油 的 成 本 
是 媚 美 元 ， 那 么 日 平均 费用 应 当 增 杂 个 常量 p(g/1) = pr， 由 于 这 是 一 个 常量 ， 而 常量 的 导 
数 是 0， 所 以 它 不 会 影响 T 因此， 忽略 汽油 本 身 的 成 本 是 正确 的 .在 更 精细 的 模型 中 ， 可 
以 考虑 由 于 库存 的 资金 投入 导致 的 利息 损失 . 

模型 实施 

再 次 考虑 图 12-3， 模 型 中 假设 库存 在 每 个 周期 中 全 部 用 完 ， 并 假设 所 有 的 需求 立即 得 到 
满足 ， 这 些 假设 所 依据 的 是 日 平均 需求 为 r 加 仑 /天 ， 注 意 到 这 一 假设 意味 着 ， 从 长 期 来 看 ， 
对 所 有 周期 中 的 大 约 一 半 来 说 ， 在 该 周期 结束 、 下 次 到 货 之 前 ， 加 油 站 会 发 生 缺 货 ， 对 另 一 半 
来 说 ， 在 该 周期 结束 、 下 次 到 货 时 ， 加 油 站 还 会 有 汽油 剩余 下 来 . 这 样 的 情形 大 概 不 会 对 咨询 
者 的 信誉 有 好 处 ! 所 以 让 我 们 来 考虑 一 下 推荐 加 油 站 采用 缓冲 库存 防止 缺 货 发 生 ， 如 图 12-5 
所 示 . 在 图 12-5 中 ， 我 们 使 用 了 最 优 周 期 T* 和 最 优 订货 量 Q* ==rT* 的 符号 ， 这 些 值 是 根据 
我 们 的 模型 ， 按 照 式 (12-3) 计 算得 到 的 . 


2 


站 
十 
OQ 


数量 (加 仓 ) 


Fr 一 | 时 间 (天 ) 
12-5 防止 缺 货 的 缓冲 库存 gq。 


让 我 们 考察 缓冲 库存 对 库存 策略 的 影响 ， 我 们 已 经 观察 到 ， 一 个 周期 内 的 储存 费用 是 用 一 
个 周期 内 曲线 下 方 的 面积 ， 乘 以 常数 s， 现 在 缓冲 库存 的 效果 是 ， 在 前 面 计算 的 曲线 下 方 的 面 
积 上 额外 增加 了 一 个 常数 面积 gst， 因此， 常量 ws 应当 增 加 到 日 平均 费用 中 ,结果 T* 的 值 与 
没有 缓冲 库存 时 一 样 ， 所 以 ， 加 油 站 与 前 面 一 样 ， 订 货 量 仍然 是 Q' =rT* ， 虽 然 这 时 最 大 库 
存量 变 成 了 Q' 十 gs， 通过 确定 维持 缓冲 库存 的 日 平均 费用 ， 管 理 者 可 以 确定 持 有 多 大 的 缓冲 
库存 ， 管 理 者 为 了 确定 持 有 多 大 的 缓冲 库存 ， 还 有 哪 方 面 的 信息 是 有 用 的 呢 ? 

我 们 的 数学 分 析 是 非常 直接 和 精确 的 .然而 ,我 们 是 否 能 够 获得 足够 的 数据 来 精确 估计 
r、s、d 的 取 值 呢 ? 大 概 不 可 能 . 此 外 ， 费 用 对 这 些 参 数 发 生变 化 时 的 敏感 性 如 何 ? 这 些 是 一 
个 咨询 者 必须 要 考虑 的 问题 。 还 应 该 注意 到 ， 我 们 可 能 会 将 T* 合 人 到 一 个 整数 值 ， 那 么 应 该 
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怎样 会 人? 向 上 取 整 还 是 向 下 取 整 更 好 些 ? 当然 ， 对 一 个 给 定 的 问题 ， 我 们 可 以 用 不 同 的 厂 
值 代 入 式 (12-2) 中 取代 上， 看 看 费用 如 何 变化 . 

下 面 让 我 们 用 导数 方法 更 一 般 地 确定 日 平均 费用 的 曲线 形状 ， 我 们 知道 日 平均 费用 的 曲线 
在 :一 工 达到 最 小 值 ， 日 平均 费用 的 一 阶 导数 表示 的 是 它 的 变化 率 ( 或 称 为 边际 费用 )， 由 式 
〈12-2) 可 知 一 阶 导数 是 +cd/z 十 sr/2， 边 际 费 用 的 导数 是 24/#*， 对 任何 正 数 :， 它 总 是 正 的 ， 
并 随 着 : 的 增加 而 减少 ， 可 以 注意 到 ， 当 1 趋 近 于 0 时 ， 边际 费 用 的 导数 趋 近 于 无 穷 大 ;而 当 1 
趋 近 于 无 穷 大 时 ， 边 际 费 用 的 导数 趋 近 于 0， 因 此 ， 在 TT" 的 左边 ， 边 际 费 用 是 负 的 ， 并 且 当 1 


趋 近 于 0 时 ， 边 际 费 用 变 得 越 来 越 陡 ; 在 TT" 的 右边 ， 当 t 趋 近 于 无 穷 大 时 ， 边 际 费 用 趋 近 于 


常数 sr/2. 请 对 照 图 12-4 中 的 图 形 ， 从 经 济 上 解释 这 些 结论 的 意义 . 


习题 


sy 


[3 


. 考虑 允许 发 生 缺 货 以 后 再 补足 的 公司 .也 就 是 说 ， 


考虑 一 种 工业 情形 ， 每 当 生 产 时 需要 启动 组 装 线 ， 假设 每 当 生 产 线 启动 时 ， 需 要 支出 
一 笔 费 用 <， 并 假设 c 不 包括 生产 产品 的 费用 ， 而 且 与 生产 的 产品 数量 无 关 ， 请 提出 生 
产 率 的 各 种 子 模型 、 现 在 假设 生产 率 为 常数 &， 需 求 率 为 常数 +， 图 12-6 的 模型 中 蕴涵 
有 什么 假设 条 件 ? 接着 假设 每 单位 产品 每 天 的 储存 费用 为 (美元 );， 计 算 生产 运行 周期 
”的 最 佳 长 度 P" ,使 总 费用 最 小 ， 并 列 出 你 的 所 有 假设 条 件 . 日 平均 费用 对 生产 运行 周 
期 的 最 佳 长 度 的 敏感 性 如 何 ? 

2 


数 最 


时 间 (天 ) 


图 12-6 确定 生产 运行 周期 的 最 佳 长 度 


缺 货 时 公司 告诉 顾客 ， 公 司 正在 缺 货 ， 因 此 他 们 的 
订单 将 延迟 并 尽快 交 货 ， 采 用 这 样 的 策略 需要 有 什 
么 样 的 条 件 ? 这 样 的 策略 对 储存 费用 有 什么 样 的 影 
响 ? 订单 的 缺 货 是 否 应 该 导致 相应 的 费用 ? 为 什么 ? 
你 怎样 指定 这 样 的 费用 ? 图 12-7 的 模型 中 北 涵 有 什 时 间 
么 假设 条 件 ? 假设 对 每 件 产品 每 天 的 缺 货 指 定 一 个 ”图 12-7 人 允许 缺 货 的 库存 策略 
“信誉 损失 费 ” 为 w( 美 元 )， 计算 最 优 订货 量 Q* ， 

并 对 你 的 模型 进行 解释 . 


数量 


在 课文 中 讨论 的 库存 模型 中 ， 我 们 假设 送 货 费用 是 常数 ， 与 送 货 的 数量 无 关 ， 实 际 上 ， 
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在 很 多 情况 下 ， 随 着 送 货 所 需要 用 到 的 货车 大 小 和 数量 等 的 不 同 ， 这 项 费用 离散 地 发 
生变 化 . 考虑 这 些 变化 以 后 ， 你 应 该 如 何 修改 课文 中 的 模型 ? 我 们 也 假设 原材料 的 成 
本 是 常数 ， 而 实际 上 对 于 订货 量 大 的 订单 经 常 有 折扣 .你 怎样 将 折扣 的 影响 纳入 模型 ? 


. 讨论 图 12-8 中 两 种 图 形 模型 中 所 隐 含 的 假设 条 件 ， 并 给 出 每 种 模型 所 适用 的 情景 ， 你 


如 何 确定 图 12-8b 中 需求 的 子 模型 ? 讨论 在 每 种 情形 下 如 何 计算 最 优 定货 量 . 
Q 


图 12-8 两 种 库存 子 模型 


. 为 了 达到 最 大 的 车 流通 过 率 ( 单 位 时 间 的 汽车 数量 ) 最 优 的 汽车 速度 和 安全 车 虐 是 什 


么 ? 在 控制 隧道 、 正 在 修理 的 道路 和 拥堵 路 段 的 交通 时 ， 该 问题 的 解 是 很 有 用 的 ， 在 
下 图 中 ,，! 表示 一 辆 典型 的 汽车 的 长 度 ，d 表示 车 距 : 


We | | 


-一 一 - :一 一 -| 
”请 说 明 车 流通 过 率 可 以 表示 如 下 ， 
二 速度 
王 离 


假设 汽车 长 度 为 15 英尺 ， 在 4. 2 节 中 确定 了 安全 的 停车 距离 为 

d = 1.1v+0.054v 
其 中 的 a 单位 为 英尺 ， 而 速度 v 的 单位 为 英里 /小 时 .请 找 出 速度 (英里 /小 时 ) 和 对 应 
的 车 距 4， 使 汽车 流量 最 大 ， 这 个 解 对 v 的 变化 的 敏感 性 如 何 ? 你 能 够 提出 一 个 实用 的 
规则 吗 ? 你 如 何 执行 这 一 规则 ? 


. 考虑 一 名 铅球 运动 员 ， 哪 些 因 素 会 影响 他 (她 ) 投 掷 的 距离 ?建立 一 个 模型 ， 将 预测 的 


投掷 距离 表示 为 初始 速度 和 出 手 角度 的 函数 ， 最 优 的 出 手 角 度 是 什么 ?如 果 在 采用 你 
所 建议 的 最 优 出 手 角度 时 ， 该 运动 员 不 能 使 初始 速度 达到 最 大 ， 那 么 他 (她 ) 应 该 更 关 
心 出 手 角度 ， 还 是 应 更 关心 初始 速度 ? 应 该 怎样 折 中 ? 


' John Smith 负责 不 断 购买 新 卡车 ， 替 换 公 司 车 队 的 旧 卡 车 ， 他 希望 确定 每 辆 卡车 的 使 


用 年 限 ， 使 拥有 该 卡车 的 平均 费用 最 小 .假设 购 入 一 辆 新 卡车 的 购买 价格 为 9000 美 
元 ， 每 辆 卡车 :年 的 维护 费用 (美元 ) 可 以 解析 地 表示 为 如 下 的 经 验 公 式 模型 ; 
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C(t) = 640+ 180(t+ Di 
其 中 上 为 公司 拥有 该 卡车 的 年 限 . 
(a) 确 定 一 辆 卡车 使 用 上 年 的 总 成 本 函数 巨 (b. 
(b) 确 定 一 辆 卡车 使 用 :年 的 年 平均 成 本 一 数 正 4(t). 
(c) 画 出 E4(t) 关 于 i 的 薄 数 图 形 ， 说 明 你 的 图 形 的 合理 性 . 
(d) 用 解析 方法 确定 一 辆 卡车 应 该 留 在 车 队 的 最 佳 周期 :* ， 记 住 目标 是 使 拥有 一 _ 辆 卡车 
的 平均 费用 最 小 . 
(e) 假 设 我 们 将 1" 舍 人 到 最 接近 的 整数 年 ， 一 般 来 说 向 上 取 整 还 是 向 下 取 整 更 好 些 ? 请 
说 明理 由 . 
8. 母 牛 上 市 . 一 头 母 牛 目前 有 800 磅 重 ， 且 每 周 能 长 35 磅 ， 而 喂养 该 母 牛 每 周 需 要 花费 
6. 5 美元 . 今天 的 市 场 价格 为 每 磅 0. 95 美元 ， 但 每 天 会 跌价 '0. 01 美元 ,建立 数学 模 
型 ， 确 定 出 售 母 牛 的 最 佳 时 机 以 赚 取 最 大 利润 . 


研究 课题 


1.“ 人 的 咳嗽 ”，Philip M，Tuchinsky，UMAP 教学 单元 211. 该 教学 单元 建立 了 一 个 模 
型 ， 说 明 在 咳嗽 时 我 们 的 身体 是 如 何 使 气管 缩短 ， 从 而 使 气流 速度 达到 最 大 (使 咳嗽 的 效果 最 
大 ). 阅读 该 教学 单元 ， 并 准备 一 份 简短 的 报告 供 班 上 讨论 . 

2.“ 微 积分 在 经 济 学 上 的 一 个 应 用 : 赛 头 垄断 控制 下 的 竞争 ”，Donald R. Sherbert， 
UMAP 教学 单元 518. 作者 分 析 了 大 量 的 数学 模型 ， 这 些 模型 研究 只 有 少数 企业 参与 竞争 时 的 
市 场 竞争 结构 ， 因 此 ， 一 个 企业 的 价格 和 生产 水 平 发 生变 化 时 ， 会 引起 其 他 企业 的 反应 .阅读 
该 教学 单元 ， 并 准备 一 份 简短 的 报告 供 班 上 讨论 . 

3.“ 微 积分 中 极 大 - 极 小 理论 的 五 个 应 用 ”，Thurmon Whitley，UMAP 教学 单元 341， 该 教 
学 单元 用 微 积分 方法 解决 了 一 些 无 约束 的 优化 问题 ， 内 容 包括 最 大 化 利润 、 最 小 化 成 本 、 最 小 
化 光线 穿 过 多 种 介质 的 通过 时 间 (Snell 定律 )、 最 小 化 蜂巢 的 表面 积 ， 以 及 外 科 医 生 问 题 ( 为 了 
减少 血液 流动 的 阻力 和 心脏 疲劳 ， 进 行动 脉 手术 ). 


12.2 ”制造 问题 : 竞争 性 产品 生产 中 的 利润 最 大 化 


在 许多 建 模 的 情形 ， 我 们 需要 优化 含有 多 个 独立 变量 的 函数 .在 本 节 ， 我 们 介绍 一 种 含有 
两 个 无 约束 的 独立 变量 的 情形 .我 们 用 两 种 方法 找到 最 优 解 : 普通 的 多 变量 微 积分 方法 ( 令 偏 
导数 为 0， 解 变量 构成 的 方程 组 )， 以 及 梯度 搜索 算法 . 

情景 

一 家 制造 计算 机 的 公司 计划 生产 两 种 产品 ,两 种 计算 机 使 用 相同 的 微 处 理 芯 片 ， 但 一 种 使 
用 27 英寸 的 显示 器 ， 而 另 一 种 使 用 31 英寸 的 显示 器 .除了 400 000 美元 的 固定 费用 外 ， 每 台 
27 英寸 显示 器 的 计算 机 花费 1950 美元 ， 而 31 英寸 的 需要 花费 2250 美元 ， 制 造 商 建议 每 台 27 
英寸 显示 器 的 计算 机 零售 价格 为 3390 美元 ， 而 31 英寸 的 零售 价格 为 3990 美元 ， 营 销 人 员 估 
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计 ， 在 销售 这 些 计算 机 的 竞争 市 场 上 ， 一 种 类 型 的 计算 机 每 多 卖 出 一 台 ， 它 的 价格 就 下 降 0. 1 
美元 ， 此外， 一 种 类 型 的 计算 机 的 销售 也 会 影响 另 一 种 类 型 的 销售 : 每 销售 一 台 31 英寸 显示 
器 的 计算 机 ,估计 27 英寸 显示 器 的 计算 机 零售 价格 下 降 0. 03 美元 ; 每 销售 一 台 27 英寸 显示 
器 的 计算 机 ， 估 计 31 英寸 显示 器 的 计算 机 零售 价格 下 降 0. 04 美元 . 假设 制造 的 所 有 计算 机 都 


[E 引 ”可 以 售 出 ， 那 么 该 公司 应 该 生产 每 种 计算 机 多 少 台 ， 才 能 使 利润 最 大 ? 


模型 建立 . 
我 们 对 这 两 类 计算 机 系统 定义 如 下 变量 (i==1 或 2)、 
ZT1 二 27 英寸 系统 的 数量 
.zz 一 31 英寸 系统 的 数量 
P= 的 零售 价格 
R= 计算 机 零售 收入 
C 一 计算 机 的 制造 成 本 
P= 二 计算 机 零售 的 总 利润 
从 前 面 对 制 造 和 营销 的 讨论 ， 我 们 可 以 得 到 下 面 的 假设 和 子 模型 ， 
P|! 一 3390 一 0.1zi 一 0.03z， 
P, = 3990 一 0.04zi 一 0. 1z， 
R= P,.zxritP,.z, 
C= 400 000+1950z 十 2250x， 
P=R-—C 
| | Tily7Zz 之 0 
我 们 的 目的 是 最 大 化 利润 函数 : 
Plzi,zx)= R—C 
(3390 —0. 1zi 一 0.03zrs)zi + (3990 — 0. 04z1 — 0. 1z2 )z, 
一 (400 000 十 1950z; 二 2250x;) 
1440z1 一 0. 1zif 十 1740zs 一 0. 1z3 一 0.07ziz; 一 400 000 


i 


最 优 的 必要 条 件 是 
3F = 1440— 0.2x) 一 0.07r =0 
P 
9 rs 
解 方程 组 得 到 x 二 4736，z, 二 7043( 都 经 过 了 合 人 )，、 也 就 是 说 ， 公 司 应 该 该 制造 4736 台 27 英寸 
的 系统 ，7043 台 31 英寸 的 系统 ， 总 利润 为 P(4736，7043) 一 9 136 410. 25( 美 元 )， 图 12-9 画 
出 了 PCzi，zz) 所 代表 的 曲面 ， 验 证 了 P(4736，7043) 确 实 是 -- 一 个 最 大 值 点 ， 这 一 事实 也 可 以 
通过 多 元 微 积 分 中 检查 二 阶 导数 的 方法 得 到 验证 ， 即 在 极点 P(4736，7043) ， 
a2Pp 


= 一 0.2< 之 0 
ax? ~ 


OY LY 


= 1740 一 0.07zx1 一 0.2x; 一 0 


a:P 22P a?P 2 . > 
3 a (dma) = (0.2)(—0.2)— (~0.07): ~ 0.04>0. 
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P(x1, xz2) 


8000 
10000 矿 


图 12-9 总 利润 曲面 P(x1，zx2)==1440z1 一 0. 1 好 十 1740z? 一 0. 1x2 一 0.07zizx; 一 400 000 


最 陡 上 升 梯度 方法 
找到 极点 的 一 种 经 典 的 迭代 方法 ， 是 最 陡 上 升 梯度 方法 (对 最 大 化 问题 ) 或 最 陡 下 降 梯度 方 
法 (对 最 小 化 问题 )， 这 一 方法 基于 以 下 事实 : 可 微 函 数 f(z，y) 定 义 域内 一 点 处 的 梯度 向 量 
Vf， 总 是 指向 该 点 处 函数 值 增长 率 最 大 的 方向 因此， 我 们 设计 一 个 迭代 过 程 ， 从 初始 点 
《xo，o) 开 始 ， 生 成 点 列 (zi，y): 从 一 个 点 沿 着 其 梯度 方向 Vf(xs，yi) 移 动 到 下 一 个 点 ， 使 
得 f(ziti，yi+t1) 之 f(x，y:)， 从 坐标 分 量 的 角度 看 ， 对 某 个 改过 0， 
9 


fe AD) 


TH Ti 二 A i 


(12-4) 
2 三公 十 入 EEA » Yk) 

当 函 数 了 在 整个 定义 域内 可 微 时 ， 高 等 微 积分 中 的 定理 保证 确实 存在 一 个 入 之 0， 使 得 函 
数值 f(ziti, Ye f(T Ys 问题 是 ， 对 入 究竟 应 该 赋予 什么 数值 ， 从 而 获得 下 一 个 近 
似 解 C(zt+i， Ye+1)? 

“实施 梯度 算法 的 困难 在 于 ， 当 (ze，>w) 点 越 来 越 靠 近 极 点 时 ， 梯 度 向 量 也 越 来 越 短 (因为 
极点 处 了 的 偏 导数 为 0)， 因 此 在 迭代 时 ， 必 须 沿 着 梯度 方向 前 进 足 够 大 的 步 长 4,， 才 能 充分 
靠近 极点 ; 如 果 4 太 小 ， 我 们 将 无 法 在 可 以 接受 的 有 限 迭 代步 内 充分 靠近 极点 ， 另 一 方面 ， 
如 果 A 太 大 ， 我 们 又 可 能 走 过 了 极点 ， 结果 发 现 f(z, Wt)<f xz, Y:)， 录 数 值 没 有 得 
到 改进 .所 以 ， 我 们 的 方法 必须 能 够 确定 4 的 值 ， 使 得 按 式 (12-4) 得 到 的 (zt+tl，ytr+l) 取 最 
大 值 . 也 就 是 说 ， 最 大 化 实 值 函 数 

SC) = fxs 十 AMVFCze)) 
找到 最 优 值 二 XA， 为 了 求解 这 个 微 积分 问题 ,我们 可 能 希望 通过 令 dg/dA 一 0 求 出 的 值 ， 然 
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而 ， 在 多 数 情况 下 ， 方 程 dg/dA=0 不 能 很 容易 地 求解 此外， 方程 也 不 一 定 有 惟一 解 . 

另 一 种 方法 是 采用 一 种 搜索 技术 来 最 大 化 g(x3)， 如 第 7 章 中 介绍 的 黄金 分 割 法 .我 们 这 
里 将 不 采用 这 种 方法 ， 在 每 一 步 ， 我 们 不 采用 精细 的 搜索 过 程 精确 地 确定 最 优 的 4 二 X%， 而 是 
使 用 一 个 充分 大 的 %， 朝 着 极点 前 进 足 够 大 的 步 长 .完成 这 一 想法 的 一 种 做 法 是 ， 从 一 个 小 的 
Ao 开始 ， 然后 重复 地 将 它 乘 以 某 个 固定 的 常数 01， 在 保持 f(zitri, yr1)> f(r, y4) 的 前 
提 下 将 4 的 值 增 大 ， 对 一 个 具体 问题 ， 常 数 $>0 的 值 可 以 在 计算 机 的 辅助 下 用 实验 方法 确定 . 

在 我 们 的 例子 中 ， 需 要 为 制造 两 种 计算 机 系统 的 公司 最 大 化 利润 函数 P(x，y)( 这 里 我 们 
重新 命名 变量 x =z，zs 一 y， 以 免 和 和 迭代 点 相 混淆 ) ， 我 们 选择 初始 点 (zeo，y%) 一 (0，0)， 初 
始 的 4 值 为 1/16， 乘 子 5=1.2( 通 过 实验 得 到 )， 因 此， 在 每 一 步 用 式 (12-4) 计 算 (zxiti，ys+1) 
时 ,X44 二 1.2XA4-1， 表 12-1 列 出 了 晕 近 极点 的 迭代 结果 ， 图 12-10 画 出 了 利润 函数 已 的 水 平 曲 
线 ， 以 及 表 中 第 15 个 选 代 点 (3763. 08，4809. 13) 的 重度 向 量 YP. 在 这 个 例子 中 ， 经 过 28 次 
迭代 , 已 经 非常 接近 实际 的 极点 (4735. 042 735，7042. 735 043). 


囊 12-1 最 陡 上 升 梯度 方法 
P(x, y)=1440x—0. ix: 二 1740y—0.1y—0.07xy—400 000 {xo, y)=(0, 0), 4 =1/16, 6=1.2 


0 0. 000 00 . 000 00 一 400 000. 583 63 0. 
1 90. 000 00 .750 00 一 83 852.78 645 13 0. 075 00 
2 196. 079 06 .146 25 282 264. 887 51 0. 090 00 
3 320. 655 62 . 242 32 703 216. 266 45 0. 108 00 
4 466: 314 34 352 13 1 183 043. 656 28 0. 129 60 
5 635. 722 60 971 80 1 724 309. 880 94 0.155 52 
6 831. 493 89 644 46 2 327 249. 765 91 0. 186 62 
7 1055. 981 31 748 42 2 988 767. 218 10 0. 223 95 
8 1310. 983 15 187 39 3 701 350. 341 42 0. 268 74 
9 1597. 345 66 963 01 4 452 064. 594 36 0. 322 49 
10 1914. 457 20 618 35 5 221 908. 993 06 0. 386 98 
11 2259. 648 55 559 95 5 985 907. 355 57 0. 464 38 
12 2627. 549 65 301 72 6 714 409. 570 34 0. 557 26 
13 3009. 509 23 730 21 7 375 944. .846 79 0.668 71 
14 3393. 258 45 569 51 7 941 721. 884 86 0. 802 45 
15 3763.081 89 312 99 8 391 166. 857 23 0. 962 94 
16 4100. 815 08 958 49 8 717 048. 082 97 1.155 53 
17 4387. 951 76 868 59 8 928 057. 276 76 1. 386 63 
18 4608. 923 83 886 08 9 046 844. 335 66 1.663 96 
19 4755. 124 55 374 32 9 103 274. 792 22 1. 996 75 
20 4828. 502 89 133 19 9 125 410. .257 97 2. 396 10 
21 4842. 855 57 431 26 9 132 779. .198 15 2. 875 32 
22 4820. 970 72 343 90 9 135 179. . 105 26 3. 450 38 
23 4787. 370 13 008 04 9 136 044. .732 59 4.140 46 
24 4759. 610 04 332 78 9 136 332. .501 58 4. 968 55 
25 4743. 684 32 037 09 9 136 400. .593 95 5. 962 26 
26 4737. 009 80 802 35 9 136 409. .358 54 7.154 72 
27 4735. 162 99 582 76 9 136 410. .025 79 8.585 66 
28 10. 302 79 


4735. 048 02 771 98 9 136 410. .008 57 
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12-10 总 利润 函数 P(z，>y) 的 水 平 曲线 ;和 迭代 点 (3763，4809)( 取 整 的 结果 ) 处 
的 梯度 向 量 V.P， 它 指向 PP 的 最 大 增加 方向 


习题 


一 


CS 


CD 


中 


总 


. 求 以 下 函数 的 局 部 极 大 值 : 


f(xy) = ry ry —2r—2y+4 


. 求 以 下 函数 的 局 部 极 小 值 


zy) 三 3 居 十 6zy 十 7 风 一 2z 十 4y 


.对 一 个 可 微 函 数 f(x，y)， 如 果 在 某 点 (a，5) 处 其 偏 导 数 同 时 为 0， 而 在 以 (a，b) 为 中 


心 的 任何 圆 盘 中 都 存在 定义 域内 的 点 使 f(x，y)> f(a, 6b)， 同时 也 存在 定义 域内 的 点 
使 f(z，y) 二 fCa,，6)， 则 (a，5) 称 为 f(z，y) 的 鞍点 ， 求 以 下 函数 的 鞍点 : 

(a) f(rz,y)=7r yy 2ry+6 

(b) f(z,y) = 6x:—27’ 二 3 二 6xy 


有 和 界 闭 区 域 上 的 连续 函数 /(+，y) 要 么 在 内 点 上 取 到 绝对 极 值 (全 局 最 优 值 )， 要 么 在 


区 域 的 边界 点 上 取 到 绝对 极 值 . 在 闭 区 域 上 求 以 下 函数 的 绝对 极 值 ， 
f(x,y) = 48zy 一 32z3 — 24y’ 
方形 区 域 0O 坟 +1 0<y<l. 
某 公司 每 天 制造 z 个 落地 灯 和 y 个 台灯 ， 制造 和 销售 这 些 灯 得 到 的 利润 (美元 ) 为 
Pl(zx,y) = 18z+2y—0.05zx? 一 0.03y 十 0.02zy 一 100 
求 每 天 每 种 灯 的 生产 数量 ， 使 公司 利润 最 大 . 
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6. 设 = 和 y 分 别 表 示 劳 动力 和 资金 的 数量 ， 生 产 的 产品 件数 为 
Q(z,y) 一 0.54z2 一 0.02z3 十 1.89y —0.09y’ 
求 z 和 vy 的 值 ， 使 Q 最 大 . 
471 7. 生产 一 件 A 产品 的 总 成 本 为 3 美元 , 而 B 产品 为 2 美元 ， 如 果 z 和 y 分 别 表示 产品 A、 
/ B 的 零售 价格 ,市 场 研究 表明 
4 一 2750 一 700z 十 200y 
Qs 一 2400 十 150z 一 800y 
是 每 种 产品 每 天 能 够 售 出 的 数量 ， 请 用 函数 PC(z，y) 表 示 每 日 的 利润 ， 并 求 最 大 利润 
8. 某 发 电 公 司 对 居民 和 商业 用 电 采 用 不 同 的 收费 费 率 ( 你 可 以 考虑 一 下 这 么 做 的 一 些 原 
因 )， 发 电 的 成 本 对 不 同 的 用 户 用 电量 来 说 是 一 样 的 ， 等 于 1000 美元 的 固定 成 本 ， 加 
上 每 单位 电量 200 美元 ， 如 果 居 民用 户 使 用 了 z 个 单位 的 电量 ， 他 们 对 每 个 单位 的 用 
电量 付费 p 一 1200 一 2z 美元 ; 另 一 方面 ， 如 果 商 业 用 户 使 用 了 y 个 单位 的 电量 ， 他 们 
对 每 个 单位 的 用 电量 付费 9 二 1000 一 y 美元 ， 为 了 使 利润 最 大 ， 发 电 公司 对 每 种 用 户 的 
用 电 应 该 如 何 定价 ? 最 大 利润 是 多 少 ? 


研究 课题 


1. 使 用 本 节 中 讨论 过 的 乘 子 技术 Xi+1 二 6X4;， 写 一 个 执行 最 速 上 升 梯度 算法 的 计算 机 代码 . 
用 你 的 代码 解 本 节 中 的 习题 1、5、6、7. 
2. 写 一 个 执行 最 速 上 升 梯度 算法 的 计算 机 代码 ， 其 中 使 用 7.6 节 中 讨论 过 的 黄金 分 割 法 
最 大 化 函数 
g() = fr t+AVfCz)) 
从 而 得 到 每 步 的 4 一 i， 再 按照 式 (12-4) 确 定 新 的 点 (riy1!，ys41)， 用 你 的 代码 解 本 节 中 的 习 
题 6、7. 


12.3 连续 约束 优化 


在 建立 一 个 优化 模型 时 ， 有 时 需要 考虑 自 变 量 被 限制 在 平面 的 一 些 特定 子 集 ( 如 圆 盘 、 直 
线 、 封 闭 的 三 角形 区 域 ) 内 时 的 最 大 值 和 最 小 值 . 本 节 我 们 给 出 这 种 约束 问题 的 两 个 例子 ， 并 
介绍 一 种 求 极 值 的 强 有 力 方 法 一 一 Lagrange 乘 子 法 ， 


例 1 石油 转运 公司 


考虑 我 们 被 一 家 小 型 石油 转运 公司 雇佣 为 咨询 员 的 情形 ， 由 于 储存 空间 非常 有 限 ， 该 公司 
管理 人 员 希 望 有 一 种 使 费用 最 小 的 管理 策略 . 
识别 问题 
在 满足 有 限 的 储存 空间 约束 的 前 提 下 ， 分 配 和 维持 足够 的 石油 以 满足 需求 ， 使 总 费用 
[474] 最 小 . 
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假设 

决定 总 费用 的 因素 很 多 ， 在 我 们 的 模型 中 ， 考 虑 以 下 因素 : 容器 储存 石油 的 持 货 费 ; 单位 
时 间 内 从 容器 中 取 走 石油 的 速率 ; 石油 的 成 本 ; 容器 的 容量 . 

模型 建立 

我 们 对 两 类 石油 定义 如 下 变量 (i 二 1 或 2): 

Zi 二 储存 的 第 i 类 石油 的 数量 

a; 二 第 i 类 石油 的 成 本 

b; 二 单位 时 间 内 取 走 的 第 i 类 石油 的 速率 

h; 三 第 i 类 石油 单位 时 间 的 持 货 ( 储 存 ) 费 

t; 二 每 单位 的 第 i 类 石油 所 占用 的 储存 空间 (立方 英尺 》 

T= 储存 容器 的 总 容量 

通过 研究 历史 数据 记录 ,已 经 得 到 了 用 以 上 变量 表达 的 总 费用 的 计算 公式 ， 我 们 的 目标 是 
最 小 化 费用 之 和 : 

2 
s.t. g(Cziyzz) 一 让 zl 十 zz 二 T( 空 间 限 制 》 


, _ /fab | hx azb: | hzxz 
Min f(zxi ,zz ) = ( A 十 | 十 2 ) | (12-5) 


公司 为 我 们 提供 了 以 下 数据 : 
石油 类 型 ai($) b: hs$) t,(ft) 
1 9 3 0.50 2 
2 4 5 0.20 4 


通过 测量 ， 我 们 发 现 公 司 的 储存 容器 的 总 容量 只 有 24 立方 英尺 ， 将 这 些 数据 代入 (12-5) 
式 ， 我们 的 模型 成 为 
Min f(zi,7x2) 一 27/z 十 0.25zi 十 20/z + 0. 10x, 
S. t. 
2zl 十 4z 一 24 
模型 求解 
求解 具有 等 式 约束 的 非 线 性 优化 问题 的 常用 方法 是 Lagrange 冬 子 法 ， 这 一 方法 通过 引入 
新 变量 4A( 称 为 Lagrange 乘 子 ) ， 定 义 函 数 
L(xisz2 4) = FFCzizz) 十 MLg(Czyzz) 一 TI 
对 于 我 们 的 问题 ， 该 函数 是 
了 (ziyzzA) = 27/z1 十 0.25zi 十 20/zz 十 0. 10zxz 十 A(2zi 十 4zs 一 24) (12-6) 
求解 方法 是 : 将 (12-6) 式 对 变量 = 、zs 、》 分 别 求 偏 导数 ， 并 令 它 们 为 0， 即 


LL 5D 
9 Xi XI 
aL 一 20 


十 0.10 十 44 王 0 


GD 


XT? zs 
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了 
9 
使 用 计算 机 代数 系统 ， 我 们 找到 解 zx, = 二 5.0968，zs = 二 3. 4516, 4 二 0. 3947,， f(zx1,， zx) 二 12.71 
(美元 )， 当 对 zx 和 x; 的 值 做 很 小 的 扰动 (无 论 增 加 还 是 减少 ) 时 ， 我 们 发 现 f(x ，xzz) 的 值 是 
增加 的 . 因此 ， 这 个 解 是 一 个 极 小 点 . 
模型 的 敏感 性 
变量 4 的 值 具有 特殊 的 意义 ， 并 被 称 为 影子 价格 .4 的 值 表示 的 是 ， 当 4 所 表示 的 约束 的 
右 端 项 增加 1 个 单位 时 ,目标 函数 值 的 改变 量 . 所 以 ， 在 这 个 问题 中 ，4 二 0. 3947 表示 ， 如 果 
储存 容器 的 总 容量 从 24 立方 英尺 增加 到 25 立方 英尺 ， 则 目标 函数 的 值 从 12. 71 美元 近似 变 为 
12.71 十 (1)(0. 3947)， 即 13. 10 美元 经济 解 释 是 : 储存 容器 的 总 容量 增加 1 个 单位 时 ， 分 配 
和 持 货 费用 增加 0. 40 美元 . 


例 2 航天 飞机 的 水 箱 9 


考虑 航天 飞机 上 固定 在 飞机 墙 上 供 字 航 员 使 用 的 水 箱 . 水 箱 的 形状 为 在 直 圆 锥 顶 上 装 一 
个 球体 ( 像 冰 激 站 的 形状 ， 见 图 12-11). 如 果 球体 的 半径 限定 为 正好 6 英尺 ， 设 计 的 水 箱 表 
面积 为 450 平方 英尺 ，z 为 直 圆锥 的 高 ，x 为 球 冠 的 高 ， 请 确定 zx 、z 的 尺寸 ， 使 水 箱 容 
积 最 大 . 

识别 问题 

在 满足 设计 限制 的 前 提 下 ， 为 字 航 员 最 大 化 水 箱 容积 

假设 

影响 水 箱 设计 的 因素 很 多 . 在 我 们 的 模型 中 ， 考 虑 
水 箱 的 形状 和 尺寸 、 体 积 、 表 面积 ， 以 及 球体 的 半径 T 了 表 面积 =450 人 i 


一 2zi 十 4zt 一 24 一 0 


(图 12-11). 


模型 建立 | 
我 们 定义 如 下 变量 
V. 一 锥 顶 的 体积 ， 等 于 
= 本 (2rzizz 一 az) 
V,= 被 锥 所 截 后 球体 部 分 的 体积 ， 等 于 图 12-11 航天 飞机 的 水 第 


VV 二 本 (4 十 zi 一 3zgir) 
Vs 三 V. 十 V,: 水 箱 的 体积 
Vo = VtV, = 亚 (4m 十 好 一 3x3r 十 2rzizs x 二 ) 
S.= 锥 的 表面 积 ， 等 于 


名 译 者 在 翻译 过 程 中 发 现 原 书 例 2 是 错 的 ， 并 且 通 过 电子 邮件 告诉 了 本 书 作者 ， 改 正 了 原 问 题 . Giordano 教授 表示 
乐于 接受 我 们 的 改正 ， 即 改 为 现在 的 问题 . 
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S. = rxV(2rrs — xz? ri) (rr — zi) 
外 

S, 二 被 锥 所 截 后 球体 部 分 的 表面 积 ， 等 于 
= 4nr? 一 2rrrs 

S7T 一 9. 十 S,: 水 箱 的 表面 积 

Sr = 4rr: 一 2xrzs 十 rrW(C2rry 一 好 十 好 )(2rzy — zi) 
我 们 希望 最 大 化 水 箱 的 体积 w.， 而 总 的 表面 积 Sr 限制 了 水 箱 的 体积 ， 所 以 问题 是 
最 大 化 fx ,TX2) = Ar +z 3rirt2rrz, — zx) (12-7) 
Ss.t, daxr’ —2xrrzs tn vy (2rzs — Xi 二 xi) (2rr,— xi)=450 
模型 求解 


我 们 用 Lagrange 乘 子 法 来 求解 这 个 具有 等 式 约 东 的 优化 问题 . 定义 函数 
工 (ziyZzz 0) SU 十 XxX? 一 3xir 十 2rrizrs 一 2Z2) 
一 人 (4rr2 一 2rrzy + nV (2rrs — zs 十 x?) (2rr, 一 好 ) 一 450) 
将 "=6， 代 人 上 式 ， 化 简 表 达 式 得 到 
(zz A) 一 r(864 一 18z 十 好 十 12zlzrs 一 Tiz)/3 
一 人 (144r 一 12rz2 十 rwV(12z: 一 ZX? 十 Xi)(12x; — zx) 一 450) 


将 工 对 变量 zi 、 Xs、 4 分 别 求 偏 导数 ， 并 令 它们 为 0， 即 
aL 


2 
=x(l2x, /3—— Axa(ler ra) 2) = 0 
9 zi W(12z; 一 好 )( 好 十 127z) — zs) 
9L 一 xr(l2z 一 36z 一 27 | 3x2)/3 ， 
9 Xz 
一 zx 人 12 十 (12 一 2z:)(12zs — ZX2) + (12— 2x2) (zx? 十 12z， -2)- 
2V(I2zs ~— Xi) (x1 127, — zx2) 
和 =n(144— 12zs +V(I27 a Ta) 2 450/x) 一 0 


使 用 计算 机 代数 系统 ， 我 们 找到 解 


XT1 和 1.185 85( 英 尺 )， x 和 1.202 33( 英 尺 )， 4 3. 841 81. 


f(xi,Xz) A 895.472( 立 方 英 尺 ). 
模型 的 敏感 性 


Lagrange 乘 子 的 值 一 3.84， 意思 是 如 果 如 面积 增加 1 平方 英尺 ， 水 箱 的 体积 大 约 增 加 
3. 84( 立 方 英尺 ). 


习题 


1. 假设 储存 能 力 为 25 立方 英尺 ， 再 次 求解 石油 公司 的 问题 ， 并 将 这 一 结果 与 我 们 所 全 计 [478] 


的 结果 进行 比较 . 
2， 当 表面 积 限定 为 500 平方 英尺 而 半径 限定 为 9 英尺 时 ， 再 次 求解 水 箱 的 问题 . 
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用 Lagrange 夹子 法 求解 习题 3 一 6. 
3. 求 曲面 zx? 十 y: 一 xz? 二 1 到 原点 的 最 小 距离 . 
4. 求 三 个 数 ， 使 他 们 的 和 为 9， 而 平方 和 尽 可 能 小 . 
5. 求 如 下 椭圆 形 轨 道上 的 最 热点 (+，y，z): 
4z2 十 只 十 4z2 一 16 
其 中 温度 函数 为 
T(x,y,z) 一 8z?z 十 4 和 ez 一 16z 十 600 
6, 最 小 二 乘 平面 给 定 四 个 点 (zk， Ve, zx) 如 下 : 
(0,0,0),(0,1,1),(1,1,1),(1,0,— 1) 
如 果 这 些 点 应 该 位 于 平面 z= 二 Azr 十 By 十 C 上 , 求 A、B、C 的 值 使 以 下 的 误差 平方 和 尽 
可 能 小 : 
>) CAri + Bys tC— zi)’ 


z 二 Ar 二 By 十 C 
7. 假设 公司 新 进 了 储存 能 力 为 30 立方 英尺 的 第 二 台 储 存 容 器 ， 再 次 求解 石油 公司 的 问 
题 . (提示 : 你 可 能 需要 用 四 个 决策 变量 zy 来 建 模 ， 分 别 表示 第 i 类 石油 储存 于 第 j 台 
容器 中 的 数量 . ) 


研究 课题 


1.“Lagrange 乘 子 与 多 级 火箭 的 设计 ”，Anthony L.， Peressini，UMAP 教学 单元 517. 用 
Lagrange 乘 子 法 计算 多 级 火箭 的 最 小 总 质量 ， 使 该 火箭 能 将 指定 的 有 效 载荷 送 入 地 球 上 空 指 
定 高 度 的 预定 轨道 ， 需 要 读者 熟悉 多 变量 函数 极 小 化 的 基本 技巧 、Lagrange 乘 子 法 以 及 线性 
动量 和 动量 守恒 的 概念 . 

2.“Lagrange 乘 子 在 经 济 学 中 的 应 用 ”，Christopher H，Nevison，UMAP 教学 单元 270. 
Lagrange 乘 子 被 解释 为 效用 函数 的 边际 变化 率 ， 需 要 读者 具备 微 积 分 和 Lagrange 乘 子 的 知识 . 

3. 研究 Lagrange 乘 子 的 充分 必要 条 件 ， 并 准备 一 份 10 分 钟 的 讲稿 . 


12.4 可 再 生 资 源 的 管理 : 渔业 


考察 南极 须鲸 的 困境 ， 发 现 1937 年 高 峰 时 捕获 量 为 280 万 吨 ， 而 1978 年 只 有 5 万 吨 ， 或 
者 考察 秘鲁 凤 尾 鱼 ， 发 现 1970 年 捕获 量 为 1230 万 吨 ， 而 仅仅 8 年 后 则 只 有 50 万 吨 ， 凤 尾 鱼 
产业 是 秘鲁 最 大 的 工业 ， 也 是 世界 最 大 的 捕 鱼 产业 ， 这 种 情况 对 经 济 影响 的 严峻 性 已 经 被 人 们 
意识 到 了 .生物 学 家 估计 ， 对 南极 须鲸 来 说 ， 要 想 恢 复 到 先前 的 最 大 产量 ， 即 使 不 再 捕捞 ， 也 
需要 几 年 甚至 几 十 年 的 时 间 . 9 


GO 数据 来 自 于 ，Colin W. Clarke, “The Economics of Over-exploration. ”Science 181(1973): 630~634. 
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像 凤 尾 鱼 和 须鲸 这 样 的 资源 称 为 可 再 生 的 资源 (相对 于 一 次 用 尽 的 资源 而 言 )， 一 次 用 尽 的 
资源 可 利用 的 总 量 是 有 限 的 ， 而 可 再 生 的 资源 (理论 上 ) 能 够 利用 的 总 量 是 无 限 的 ， 可 以 使 其 数 
量 保持 在 某 个 正 的 水 平 之 上 ， 对 可 再 生 资源 的 管理 (如 渔业 的 管理 ) ， 需 要 进行 一 些 很 关键 的 思 
考 . 捕捞 率 应 该 是 多 少 ? 由 于 捕捞 或 自然 灾害 会 引起 种 群 数量 的 波动 (如 海洋 水 流 的 暂时 变化 
会 导致 凤 尾 鱼 的 死亡 )， 物 种 的 生存 对 这 些 波动 的 敏感 性 如 何 ? 经 济 学 家 Adam Smith (1723~ 
1790) 宣 称 ， 每 个 个 体 在 仅仅 追求 他 或 她 的 个 人 私有 财产 时 ， 会 受到 一 只 看 不 见 的 手 的 引导 ， 
引导 到 整体 的 最 佳 状态 .这 只 看 不 见 的 手 ， 真 的 能 够 保证 市 场 的 力量 确实 是 在 为 人 类 和 可 再 生 
资源 的 利益 而 工作 吗 ? 或 者 是 需要 采取 一 些 干预 措施 ， 改 进 人 类 和 可 再 生 资 源 的 状况 呢 ? 本 节 
我 们 将 采用 一 些 图 形 模型 ， 对 这 些 管理 方面 的 问题 获得 一 些 定性 的 理解 . 

情景 

在 一 个 很 大 的 、 竞 争 性 的 捕 鱼 产业 中 ， 考 虑 某 种 普通 鱼 种 (如 黑 线 鳃 ) 的 捕捞 问题 ， 给 定 该 
和 鱼 种 在 某 时 刻 种 群 歼 量 ， 未 来 该 鱼 种 的 种 群 数量 将 如 何 变 化 ? 未 来 该 鱼 种 的 种 群 数量 依赖 于 很 
多 因素 ， 其 中 包括 该 鱼 种 的 捕捞 率 和 自然 生殖 率 (单位 时 间 内 的 出 生 数量 减 去 死亡 数量 )， 现 在 
让 我 们 分 别 对 捕捞 率 和 自然 生殖 率 的 一 些 子 模型 进行 讨论 . 

捕捞 子 模型 

我 们 参照 第 2 章 介绍 的 经 典 的 厂商 理论 ， 总 利润 和 边际 利润 的 图 形 子 模型 如 图 12-12 所 
示 . 从 图 12-12a 可 以 看 出 ， 企 业 只 有 在 产量 至 少 为 g! 时 才能 盈利 ， 此 时 总 收益 等 于 总 成 本 . 
为 了 最 大 化 利润 ， 只 要 边际 收益 大 于 边际 成 本 ， 企 业 就 应 该 继续 增加 产量 一 -也 就 是 说 ， 直 到 
产量 达到 q ， 如 图 12-12a 所 示 . 


美元 


北 
dl 


MC 


TP 


总 利润 
边际 收益 与 边际 成 本 


! 
1 
1 
1 
91 数量 “9 9 数 最 
a) b) 
图 12-12 厂商 理论 的 图 形 模型 


以 | 一 ~ 一 一 
t 


厂商 理论 与 捕 鱼 产业 有 什么 关系 ? 对 一 种 普通 鱼 种 (如 黑 线 鲁 ) 和 一 个 竞争 性 的 捕 鱼 产业 来 
说 ,假设 价格 是 常数 可 能 是 合理 的 。 如果 某 种 普通 的 鱼 不 能 以 该 市 场 价格 交易 ， 消 费 者 将 简单 
地 转向 消费 另 一 种 鱼 ， 因此， 在 一 个 大 型 产业 中 ， 个 别 厂 商 在 市 场 上 供应 某 种 鱼 的 数量 ， 将 不 
会 影响 鱼 的 市 场 价格 ， 因 此 ， 在 很 大 的 范围 内 ， 价 格 为 常数 看 来 是 一 个 合理 的 初始 假设 . 

下 一 步 ， 让 我 们 来 考虑 公司 捕 色 时 的 成 本 ， 包 括 薪 水 、 燃 料 、 设 备 的 资金 投入 、 加 工 处 理 
以 及 冷藏 等 ， 与 从 前 一 样 ， 每 当 一 个 计划 期 选 定 后 ， 这 些 成 本 能 分 成 两 类 :固定 成 本 (如 资金 
成 本 )， 即 与 捕 鱼 量 无 关 的 成 本 ， 以 及 可 变 成 本 (如 加 工 成 本 ) ， 即 与 捕 鱼 量 相关 的 成 本 ， 厂 商 
理论 的 基本 原理 在 这 里 能 够 非常 合理 地 得 到 应 用 .例如 我 们 期 待 ， 为 了 在 给 定 的 劳作 水 平 下 
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( 船 的 数量 ， 劳 动 的 人 时 等 ?盈利 ， 一 个 典型 的 捕 鱼 公 司 必 须 有 一 个 最 小 的 捕捞 产量 , 

对 捕 鱼 产业 来 说 ， 存 在 一 个 有 趣 的 条 件 : 捕捞 到 一 定数 量 的 鱼 的 成 本 与 鱼 群 的 规模 有 关 ， 
很 自然 ， 当 鱼 群 富足 时 ， 捕 捞 到 一 定数 量 的 鱼 只 需要 付 $ 
出 较 少 的 成 本 ; 或 者 说 ， 当 鱼 群 富足 时 ， 同 样 的 努力 将 


捕捞 到 更 多 的 鱼 ， 因 此 ， 我 们 假设 平均 单位 捕捞 成 本 上 长 
cCN) 是 随 着 鱼 群 的 规模 N 的 增加 而 减少 的 ， 这 一 假定 如 至 只 7 
图 12-13 所 示 ， 每 条 鱼 的 平均 捕捞 成 本 表示 成 鱼 群 规模 过 下 e(N) 
的 减 函 数 ， 请 注意 ， 这 里 的 自 变量 N 是 鱼 群 的 规模 ,而 。 慌 交 
不 是 捕捞 产量 ， 图 中 还 画 出 了 每 条 鱼 的 市 场 价格 p. R 
图 12- 13 的 子 模 型 说 明 ， 除 非 鱼 群 的 规模 至 少 为 N， WE 
(在 这 一 点 上 ， 每 条 鱼 的 捕捞 成 本 等 于 消费 者 支付 的 价 ” 图 12-13 每 条 鱼 的 平均 捕捞 成 本 随 着 
格 )， 否 则 对 这 一 鱼 种 的 捕捞 就 没有 利润 ， 当 某 个 鱼 种 的 鱼 群 规模 的 增加 而 减少 


捕捞 在 经 济 上 是 可 行 的 时 候 ， 通 过 捕捞 可 以 使 鱼 群 的 规 
模 趋 向 N,. 如 果 鱼 群 的 规模 显著 地 大 于 Ni ， 那 么 高 额 利润 将 加 剧 对 该 鱼 种 的 捕捞 .。 另 一 方 


. 面 ， 如 果 鱼 群 的 规模 低 于 N, ， 捕 捞 将 会 停止 (理论 上 如 此 )， 从 而 鱼 群 的 规模 逐步 回升 . 


在 捕捞 子 模型 中 我 们 遇 到 了 一 个 僵局 .虽然 我 们 希望 独立 地 建立 两 个 子 模型 ， 但 我 们 现在 
认识 到 每 条 鱼 的 平均 捕捞 成 本 与 鱼 群 的 规模 有 关 ， 因 此 也 与 再 生产 的 能 力 有 关 ， 即 使 我 们 知道 
当前 鱼 群 的 规模 ， 我 们 仍然 需要 知道 捕捞 率 和 再 生产 率 是 如 何 共同 决定 鱼 群 的 规模 是 增长 的 还 
是 减少 的 .我 们 现在 转 到 建立 一 个 简单 的 再 生产 子 模型 . 

再 生产 子 模型 

考虑 在 没有 捕捞 的 情况 下 ， 鱼 群 规模 是 如 何 增长 的 ， 在 影响 净 增 长 率 的 很 多 因素 中 ,包括 
出 生 率 、 死 亡 率 以 及 环境 条 件 . 这 些 因素 中 的 每 一 个 都 在 第 10 章 中 详细 讨论 过 ， 在 那里 我 们 
建立 了 一 些 人 口 模 型 ， 对 这 里 我 们 的 目的 来 说 ， 一 个 简单 的 、 定 性 的 图 形 模型 就 足够 了 ， 令 
No 表示 时 刻 上 鱼 群 的 规模 ， 并 令 g( 和 NN) 表示 N(1) 的 增长 率 ， 其 中 g(NN) 假 设 用 连续 模型 g (NN) 
一 4N/ 由 近似 ， 当 N 一 0 时 ， 既 没有 出 生 ， 也 没有 死亡 ， 现 在 假设 N, 是 环境 所 能 供养 的 最 大 
的 种 群 水 平 ， 这 一 水 平 由 食物 的 供应 量 、 捕 食 者 或 类 似 的 抑制 者 的 影响 等 决定 ， 在 N, 点 ,我 
们 假设 出 生 率 等 于 死亡 率 ， 即 g(N,) 二 0。 因 此 ， 在 我 们 的 假设 下 ， 当 N=0 和 N=N, 时 ， 
8(NN) 为 0; 当 N 在 两 者 之 间 时 ，g(N) 为 正 ，g 的 图 形 表示 如 图 12-14 所 示 . 

在 继续 讨论 之 前 ， 我 们 给 出 再 生产 的 一 个 解析 子 模型 进行 说 明 . 在 N=0 和 N=N, 值 为 0 
的 简单 二 次 函数 为 g(N) 二 aN(N, 一 N)， 这 里 a 是 一 个 正 的 常数 .请 注意 ， 正 如 所 要 求 的 那 
样 ， 当 0<N<N, 时 这 个 二 次 函数 为 正 ; 而 当 NN, 时 为 负 ， 由 于 g'(N)==a(N, 一 2N)， 
N= 二 NN,/2 是 g 的 驻 点 ， 此 外 ，g*(NN) 二 一 2 a 隐 含 了 g 是 处 处 下 目的 ， 如 图 12-14 所 示 . 

让 我 们 来 看 看 再 生产 的 子 模型 能 够 针对 种 群 水 平 说 些 什 么 ， 假 设 当前 的 种 群 水 平 是 N (图 
12-14)， 因 为 8&(ND)>>0，g(CN)=dN/d， 所 以 函数 N 是 增加 的 . 当 N 增加 时 ，g(N)=dN/ 
dt 也 随 着 增加 ， 直 到 到 达 最 大 值 点 N= 二 N,. 对 于 N>>N,， 导 数 仍然 是 正 的 ， 但 是 变 得 越 来 越 
小 ; 当 NN 越 来 越 靠近 NN, 时， 导数 趋 于 0， 因此， 种 群 水 平 趋 于 和 N= N,， 如 图 12-15 所 示 ， 如 
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&(N) 


增长 率 


图 12-14 再 生产 子 模型 


果 开 始 时 的 种 群 水 平 是 N: 和 N;( 这 里 N 去 
Ns 二 Ni 二 N, 二 N;)， 图 12-15 中 定性 地 给 出 
了 相应 的 曲线 ， 请 说 明 为 什么 这 些 曲 线 是 对 
的 ， 请 注意 ， 图 12-14 中 的 纵 座 标 是 图 12-15 
中 曲线 的 斜率 ， 在 第 10 章 中 ， 我 们 用 微分 方 
程 的 方法 ， 建 立 了 图 12-15 中 人 口 增长 的 解析 
模型 ， 称 为 阻 滞 模 型 . 

生物 学 上 最 优 的 种 群 水 平 

现在 对 我 们 的 再 生产 子 模型 进行 解释 . 
在 没有 捕捞 的 条 件 下 ， 种 群 水 平 总 是 趋 于 N 
一 N， 称 为 环境 的 供养 能 力 ， 此 外 ， 存 在 生 
物 净 增长 率 达 到 最 大 的 种 群 水 平 ， 该 种 群 水 图 12-15 在 没有 捕捞 的 条 件 下 ， 无 论 初始 种 群 
平 称 为 生物 最 优 种 群 水 平 ， 记 为 N\。 在 前 面 ii 
讨论 的 特殊 子 模型 中 (如 图 12-14 所 示 )， 我 们 导出 了 N = N,/2( 我 们 在 第 10 章 中 更 精确 地 导 
出 了 这 个 结果 ). 6 

社会 学 上 的 最 佳 产量 

建立 了 再 生产 的 子 模型 以 后 ， 现 在 让 我 们 再 次 回 到 捕捞 子 模型 假设 捕 鱼 产业 希望 最 大 化 


时 间 


总 利润 ， 即 产量 与 每 条 鱼 的 平均 利润 之 积 ， 每 条 鱼 的 平均 利润 是 价格 p 和 每 条 鱼 的 平均 捕捞 成 


本 c(NN) 的 差 . 因此 ， 总 利润 TP 的 表达 式 为 
TP = (产量 ) xX [p 一 c(N)] (12-8) 
我 们 对 产量 有 什么 假定 呢 ” 从 渔业 公司 的 角度 来 说 ， 理 想 的 情形 是 每 年 产量 为 常数 ， 年 复 
一 年 。 如 果 这 样 的 话 ， 公 司 可 以 有 效 地 计划 员工 数量 以 及 投入 到 该 鱼 种 的 资金 数量 .否则 ， 在 
产量 较 低 的 年 份 ， 必 然 有 浪费 的 资源 ， 如 捕捞 船只 和 员工 . 而且， 假设 消费 者 每 年 对 某 种 鱼 的 
需求 量 是 常数 也 是 合理 的 ; 例如 ， 对 于 一 个 3 一 4 年 的 时 间 段 来 说 应 该 是 这 样 ， 下 面 我 们 看 看 
产量 为 常数 时 会 有 什么 结果 . 
首先 ， 如 何 年 复 一 年 地 使 得 每 年 产量 为 常数 ?一 种 可 能 的 方式 是 ， 捕 捞 量 正好 等 于 同一 时 
间 内 出 生 量 与 死亡 量 之 差 .。 因为 对 于 给 定 的 鱼 群 数量 N， 函 数 g(N) 是 这 种 差 值 的 近似 ， 所 以 
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这 种 想法 可 以 认为 g(N) 等 于 产量 . 为 了 说 明 这 种 想法 ， 考 察 图 12-16， 假设 当 前 鱼 群 数量 为 
Ni， 如 果 捕 捞 的 鱼 的 数量 正好 是 g(N)， 则 鱼 群 数量 保持 为 N:( 净 增长 率 为 0) ， 捕 捞 作 业 可 以 
年 复 一 年 永久 地 进行 下 去 ， 请 说 明 当 0 二 NN 时， 如果 每 年 捕捞 的 鱼 的 数量 正好 是 g(N)， 
则 可 以 维持 鱼 群 水 平 N. 

请 注意 N,， 生 物 增长 率 最 大 时 的 种 群 水 平 ， 对 于 维持 产量 来 说 具有 特别 重要 的 意义 ， 这 
是 因为 Ns 是 能 够 使 产量 维持 在 最 大 值 g (NN;) 的 种 群 水 平 ， 由 于 这 一 种 群 水 平 有 重要 的 社会 意 
义 ， 我 们 将 N。 称 为 社会 最 优 种 群 水 平 ， 请 注意 ， 在 这 个 例子 里 ， 社 会 最 优 水 平和 生物 最 优 水 
平 是 一 致 的 . 

g(N) 


增长 率 


N, N, WN, 
图 12-16 每 年 捕捞 g(N)， 得 到 可 持续 的 产量 
经 济 学 上 最 优 的 种 群 水 平 
假设 产量 为 gC(N)， 总 利润 (12-8) 变 成 
TP = g(N)[p—celN)] (12-9) 


捕 鱼 产业 希望 最 大 化 TP， 获 得 最 大 利润 时 的 种 群 数量 是 多 少 ? 因为 g(N) 在 N= N, 达到 最 大 
值 ， 我 们 可 能 会 认为 利润 也 是 在 这 一 点 达到 最 大 ， 最 大 的 产量 确实 是 在 这 时 达到 ， 然 而 由 12- 
13 中 的 子 模型 我 们 知道 ， 当 N 增加 时 平均 利润 是 连续 增加 的 ， 因 此 ， 当 选择 N>N, 时 ， 我们 
可 能 会 增加 利润 ， 同 时 因为 g(N) <g(N。)， 捕 到 的 鱼 威 少 ， 让 我 们 看 看 是 否 真 的 有 这 种 可 
能 性 . 

总 利润 函数 TP 的 图 形 是 说 明 样 的 ? 因子 g(N) 在 N=0 和 NN, 时 为 0， 因子 [p 一 
c(N)j 在 N= Ni 时 为 0。 满足 这 些 条 件 的 一 个 连续 函数 表示 在 图 12-17 中 ， 从 中 可 以 看 出 使 利 
润 最 大 化 的 种 群 水 平 确实 存在 ， 我 们 将 该 种 群 水 平 称 为 经 济 最 优 的 种 群 水 平 ， 记 为 N，. 

所 有 最 优 的 种 群 水 平 之 间 的 关系 

到 目前 为 止 ， 我 们 介绍 了 一 些 感 兴趣 的 种 群 水 平 ， 归 纳 如 下 ; 

六 一 经 济 上 可 行 的 最 小 种 群 水 平 

入 一 社会 学 和 生物 学 上 的 最 优 的 种 群 水 平 

NN, 二 经 济 上 最 优 的 种 群 水 平 

NN 二 环境 上 可 持续 的 最 大 种 群 水 平 (环境 的 供养 能 力 ) 

下 面 我 们 研究 这 些 种 群 水 平 之 间 的 关系 . 为 了 使 得 对 某 种 鱼 的 长 期 渔猎 活动 是 有 价值 的 ， 
必须 要 有 Ni<N.， 而 Ne 和 N， 位 于 两 者 之 间 ， 那么 ，N。 和 N,， 之 间 有 什么 关系 呢 ? 如 果 我 
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总 利润 


图 12-17 连续 的 总 利润 函数 


们 相信 捕 鱼 产业 最 后 能 够 找到 使 利润 最 大 的 种 群 水 平 ， 那 么 出 于 社会 学 和 生物 学 上 的 考虑 ， 我 
们 希望 N, = N,。 让 我 们 看 看 Adam Smith 所 说 的 看 不 见 的 手 是 否 起 作用 ， 

考察 图 12-18. 当 Nr<N,<N. 时 ， 在 总 利润 函数 TP 的 图 上 画 出 了 N 的 三 种 可 能 位 置 . 
研究 这 个 图 形 ， 你 会 看 到 以 下 情况 : 

1)Ns 过 N。 当 且 仅 当 TP (Ne)>0. 

2) Ns 二 NN, 当 且 仅 当 TP'(N,)=0. 

3) 六 >>N, 当 且 仅 当 TP' (Ne)<0. 


$ 


总 利润 


种 群 规模 


图 12-18 和 N 的 三 种 可 能 位 置 是 N,<<N,, N,=N,, N,>N, 


求 (12-9) 式 的 导数 ， 得 到 : 
TP’ = g'CN)[p 一 cCN)] 一 gCN)c'CN) (12-10) 

根据 Js 的 定义 ，&8 (Ns) 一 0，g(N) 之 0; 由 图 12-13 中 画 出 的 平均 成 本 的 子 模型 ， 对 所 
有 N， 有 <“(N)<0. 将 Ns 代入 (12-10) 式 ,得 到 TP'(N,)>>0， 从 图 12-18 可 知 这 说 明 Ni, 二 
Neo， 因此 在 我 们 的 假设 条 件 下 ， 在 允许 鱼 群 的 数量 超过 N, 时 ， 与 N, 的 情形 相 比 ， 渔 业 公 司 
能 捕获 更 少 的 鱼 ， 但 获得 更 大 的 利润 ! 下 面 对 我 们 的 模型 进行 解释 ， 以 便 帮助 管理 人 员 决 定 控 
制 不 同 的 种 群 水 平 N 、N; 、N,， 的 各 种 方法 . 

模型 解释 

“正如 我 们 在 第 10 章 中 所 看 到 的 ， 再 生产 子 模型 中 的 假设 是 极其 简单 的 ， 所 以 我 们 不 能 期 
望 从 这 里 建立 的 图 形 子 模型 中 得 到 精确 的 结论 ， 然 而 ， 我 们 构造 这 个 模型 的 目的 ， 是 为 了 定性 
地 识别 和 分 析 在 管理 可 再 生 资源 时 的 一 些 关键 问题 .根据 我 们 建立 的 模型 ， 下 面 再 次 考虑 须鲸 
和 秘鲁 凤 尾 鱼 的 情况 . 
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对 须鲸 来 说 ， 有 些 情 况 必 须 纳 和 考虑 之 中 . 首先 ， 须 鲸 种 群 的 自然 增长 率 很 低 ( 每 年 的 典 
型 增长 率 为 (5~10)%， 当 种 群 数量 很 少时 ， 即 使 是 很 小 的 捕捞 量 ， 也 会 导致 负 的 净 增 长 率 . 
其 次 ， 很 多 保守 的 人 认为 ， 须 鲸 的 种 群 数量 有 一 个 最 小 值 N,， 当 低 于 这 个 数量 时 ， 种 群 将 无 
法 生存 ， 如 果 由 于 捕捞 或 自然 灾害 ， 一 旦 鲸鱼 的 种 群 水 平 低 于 N,.， 该 物种 就 会 消亡 ， 这 些 想 
法 在 图 12-19 中 得 到 了 体现 ， 图 中 既 画 出 了 再 生产 的 子 模型 ， 也 既 画 出 了 种 群 水 平 的 子 模型 . 


8(N) N 
N; 


增长 


有 时间 


钱包 数量 


图 12-19 在 有 最 小 生存 水 平时 ， 再 生产 和 种 群 水 平 的 子 模型 


从 图 12-19 中 可 以 看 出 ， 未 来 鲸鱼 种 群 的 数量 对 N, 附近 的 种 群 水 平 是 非常 敏感 的 ， 相 对 
比较 高 的 鲸鱼 市 场 价格 ， 将 会 导致 经 济 上 可 行 的 最 小 种 群 水 平 N, 非常 低 ( 图 12-13)， 所 以 N， 
会 非常 接近 N,.， 因 此 ，Ni 的 位 置 变 得 非常 关键 (在 鲸鱼 的 情形 ，Ni, 可 能 比 N, 还 低 ， 在 这 种 
情况 下 进行 渔业 管理 时 需要 将 N, 和 N, 分 开 )、 理 想 的 情况 下 ， 我 们 希望 N 和 NN, 是 一 致 的 . 
在 下 面 的 习题 中 ， 将 讨论 两 种 方法 : 增加 税收 和 建立 限额 制度 . 

对 秘鲁 凤 尾 鱼 的 情况 ， 估 计 每 年 的 最 大 可 持续 产量 为 1 千 万 吨 ， 因 此， 任何 过 量 的 捕捞 
《如 1973 年 的 捕捞 量 为 1230 万 吨 ) ， 都 将 会 导致 种 群 数量 的 减少 ， 即 使 种 群 数量 正好 处 于 生物 
学 上 的 最 优 种 群 水 平 Ne 也 不 行 ， 从 图 12-16 中 可 以 看 出 ， 种 群 将 从 生物 学 上 的 最 优 种 群 水 平 
开始 下 降 ， 可 持续 的 产量 也 下 降 ， 从 而 捕捞 量 下 降 ， 然 而 ， 从 实际 中 的 观点 来 看 ， 一 旦 建立 了 
1230 万 吨 的 捕捞 船 队 和 员工 ， 就 有 很 强 的 经 济 动机 继续 这 一 水 平 的 过 量 捕捞 ， 这 种 严峻 的 形 
式 在 20 世纪 70 年 代 的 秘鲁 一 直 存在 ， 其 间 有 过 几 次 经 济 上 的 转变 ， 政 府 干预 强制 执行 严格 的 
渔猎 规则 只 是 暂时 的 ， 我 们 可 以 想像 ， 当 多 个 国家 共同 管理 这 些 资源 时 ， 需 要 考虑 的 实际 问题 
会 变 得 更 加 复杂 . ， 


习题 


1. 假设 环境 的 供养 能 力 N, 原则 上 是 由 食物 的 供应 量 决定 的 ， 在 这 样 的 假设 下 ， 当 N 越 
来 越 接近 N, 时 ， 鱼 生存 的 平均 物理 条 件 会 随 着 食物 供应 的 激烈 竞争 而 越 来 越 坏 ， 当 自 
然 灾 害 (如 风暴 、 严 冬 或 类 似 的 情形 ) 进 一 步 限制 了 事物 的 供应 时 ， 物种 生存 的 状况 会 
如 何 ? 自然 资源 保护 主义 者 希望 维持 的 种 群 水 平 是 多 少 ? 

2. 在 1981 和 1982 年 的 美国 佛罗里达 湿地 ， 鹿 群 的 数量 很 大 ， 虽 然 鹿 群 资源 很 丰富 ， 但 
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它们 处 于 饥饿 的 边缘 .为 了 使 得 鹿 群 变 得 稀疏 ， 发 布 了 狩猎 许可 证 ， 这 一 行为 激怒 了 
部 分 环境 学 家 和 自然 资源 保护 主义 者 . 根据 种 群 的 增长 子 模型 和 种 群 数量 子 模型 ， 请 
解释 庵 群 的 饥饿 状态 和 以 及 允许 狩猎 的 目的 . 


. 请 说 明 对 于 许多 物种 来 说 ， 最 小 的 种 群 数量 对 于 物种 的 生存 来 说 是 必需 的 ， 记 这 个 最 


小 的 生存 数量 为 N,， 请 给 出 一 个 满足 图 12-19 中 的 要 求 的 简单 的 三 次 增长 模型 ， 并 用 
你 的 图 形 子 模型 回答 习题 1 中 的 问题 . 


. 假设 N, 一 NN, ， 就 捕捞 该 鱼 种 的 经 济 可 行 性 而 言 , 这 个 不 等 式 暗 示 了 什么 ? 请 给 出 一 些 


例子 ，. . 


习题 5 和 6 与 渔猎 规则 有 关 . 
5. 在 本 节 所 建立 的 模型 中 ， 一 个 关键 的 假定 是 ， 对 可 持续 的 产量 来 说 ， 捕 捞 率 等 于 增长 


率 ， 在 图 12-16 和 图 12-19 的 再 生产 子 模型 中 ， 如 果 当 前 的 种 群 水 平 是 已 知 的 ， 对 增 . 


长 率 进行 估计 就 是 可 能 的 ， 这 一 知识 的 含义 是 ， 如 果 根 据 所 估计 的 增长 率 设 定 每 个 季 
节 的 捕捞 限额 ， 那 么 鱼 群 的 规模 就 可 以 按照 我 们 的 愿望 维持 不 变 、 增 加 或 减少 ， 这 一 
限额 系统 也 许可 以 通过 如 下 方式 实施 : 让 每 个 渔猎 企业 每 天 上 报 它们 的 捕捞 量 ， 当 达 
到 限额 时 就 停止 本 季度 的 渔猎 活动 . 请 讨论 : 在 这 种 情形 下 ， 建 立足 够 精确 的 再 生产 
模型 的 困难 在 什么 地 方 ? 如 何 估计 种 群 水 平 ? 如 果 所 设 定 的 限额 年 年 发 生变 化 ， 有 什 
么 不 足 之 处 ? 讨论 在 实际 实施 这 一 措施 时 的 政治 上 的 困难 . 


6. 在 一 个 自由 的 企业 系统 里 从 事 渔 业 管 理 的 一 个 困难 是 ， 过 量 的 投资 可 能 会 导致 过 量 的 


生产 能 力 ， 这 种 情况 在 1970 年 的 秘鲁 凤 尾 鱼 的 生产 中 就 发 生 过 ， 捕 捞 和 加 工 能 力 在 不 
到 3 个 月 的 时 间 里 就 达到 了 凤 尾 鱼 的 最 大 年 增长 率 ， 如果 达 到 限额 时 就 停止 本 季度 的 
渔猎 活动 ， 不 足 之 处 在 于 过 多 的 生产 能 力 将 会 闲置 起 来 ， 这 从 政治 上 和 经 济 上 来 说 都 
不 能 令 人 满意 ， 另 一 种 方法 是 采取 某 种 方式 控制 生产 能 力 ， 请 你 给 出 一 些 控制 生产 能 
力 的 措施 .在 实施 这 些 措施 (如 对 商业 渔猎 牌照 的 颁发 数量 进行 限制 ) 的 时 候 ， 会 有 一 
些 什 么 样 的 困难 ? 


习题 7 一 9 与 税收 有 关 . 
7. 图 12-13 说 明 市 场 的 力量 倾向 于 将 种 群 数量 “驱赶 "到 N, .请 用 该 图 说 明 ， 如 何 用 税收 


和 补贴 方法 控制 Ni 的 位 置 ， 税 收 和 补贴 的 形式 应 该 是 怎样 的 ? (提示 : 渔民 的 成 本 是 
他 所 付出 的 各 种 税 赋 . ) 将 你 的 想法 用 到 鲸鱼 捕捞 上 . 


8. 从 理论 的 角度 来 看 ， 税 收 方法 是 很 吸引 人 的 ， 因 为 通过 设计 合理 的 税收 政策 可 以 达到 


期 望 的 目标 ， 而 且 这 种 方式 是 通过 正常 的 市 场 力量 ， 而 不 是 其 他 人 为 的 方式 (如 对 商业 
渔猎 牌照 的 数量 进行 限制 )， 假 定 当前 鱼 群 水 平 是 N\， 而 且 你 希望 在 捕捞 量 为 g(N,) 
时 维持 这 一 水 平 ， 应 该 如 何 确定 捕获 的 每 条 鱼 的 税 赋 , 使 N; 、N，,、N， 一 致 ” (提示 : 
考虑 (12-8) 式 以 及 N, 一 NN, 的 条 件 . ) 


9. 本 节 中 的 所 有 模型 均 假定 价格 是 常数 ， 假 设 这 一 假定 在 现实 中 对 某 些 种 类 的 鱼 不 成 立 ， 


你 如 何 改变 假设 条 件 ?如何 确定 大 致 的 税 赋 水 平 ? 
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附录 A ”美国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 试题 
(1985~2004)" 


1985 动物 种 群 问题 


选择 能 够 得 到 适当 数据 的 一 种 鱼 类 或 哺乳 动物 ， 准 确 地 建立 它 的 模型 ， 借助 于 动物 生存 环 
境 的 一 些 重要 参数 ， 对 动物 与 环境 之 间 天 然 的 相互 作用 建 模 . 给 出 不 同年 龄 组 的 种 群 水 平 ， 然 
后 以 与 捕获 动物 的 实际 方法 相 一 致 的 形式 考虑 捕获 来 修正 模型 .可 以 包括 由 数据 支持 的 食物 或 
活动 空间 限制 所 施加 的 任何 约束 .考虑 涉及 的 各 个 数值 、 捕 获 次 数 及 种 群 大 小 ， 设 计 总 的 捕获 
量 ， 按 照 种 群 大 小 和 长 期 捕获 量 达到 最 优 的 时 间 寻 找 捕 获 策略 ， 检 验 这 个 策略 在 实际 环境 条 件 
下 确实 使 捕获 量 达 到 最 优 ， 


1985 战略 储备 问题 


钼 对 许多 工业 是 必 不 可 少 的 (1979 年 国防 需求 就 占 了 销 产 量 的 17%), 但 美国 不 生产 销 . 
大 部 分 钴 来 自 政 治 上 不 稳定 的 中 非 地 区 . 1946 年 的 战略 与 急需 物资 储备 法 令 要 求 销 的 储存 量 
应 保证 美国 能 度 过 三 年 战争 时 期 . 20 世纪 50 年 代 政府 建立 起 钴 的 储备 ，70 年 代 初 卖 掉 了 其 中 
的 大 部 分 ， 而 在 70 年 代 后 期 又 决定 重新 储存 ， 储 存 的 指标 为 8540 万 磅 ， 到 1982 年 储存 量 达 
到 了 这 个 指标 的 大 约 一 半 . 

建立 一 个 储存 管理 战略 金属 钴 的 数学 模型 ， 你 需要 考虑 下 面 这 样 的 问题 : 

。 储存 量 应 多 大 ? 

。 应 以 多 大 的 速率 达到 这 个 储存 量 ? 

。 买 这 种 金属 的 合理 价格 是 多 少 ? 


你 还 要 考虑 下 面 这 样 的 问题 : 
。 储存 量 达 到 多 大 时 应 开始 减少 它 ? 
。 应 以 多 大 的 速率 来 减少 ? 


。 卖 出 这 种 金属 的 合理 的 价格 是 多 少 ? 
。 如 何 卖 出 分 派出 的 金属 ? 


G@ 下 面 是 严格 按照 本 书 翻译 的 美国 大 学 生 数 学 建 模 竞赛 试题 ， 与 竞赛 当时 公布 的 题目 相 比 ， 主 要 有 以 下 变动 ， 对 
1985 年 动物 种 群 问题 做 了 更 详细 的 令 述 ， 删 去 了 1990 年 扫 雪 车 问题 ，1992 年 空中 交通 管制 雷达 问题 中 删 去 了 一 条 
技术 说 明 ; 对 2000 年 无 线 电 信道 分 配 问题 的 叙述 模糊 处 做 了 补充 ，2001 年 逃避 飚 风 狂怒 的 获 击 问题 中 删 去 了 地 
图 另外， 本 附录 也 没有 严格 按照 竞赛 时 A、B 题 的 次 序 排列 . 

为 了 及 时 地 反映 这 一 竞赛 的 情况 ， 我 们 补充 翻译 了 2003 一 2004 的 试题 . 
在 翻译 过 程 中 参考 了 刊登 在 (大 学 生 数 学 建 模 竞 赛 辅 导 教 材 (一 、 四 )》( 叶 其 孝 主编 ， 湖 南 教育 出 版 社 出 版 ) 和 
《全 重大 学 生 数 学 建 模 竞赛 通讯 (内 部 刊物 ) 上 的 译文 ， 一 一 译 者 注 
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下 面 给 出 关于 钴 的 资源 、 费 用 、 需 求 及 再 循环 方面 更 多 的 信息 . 

关于 钻 的 有 用 信息 

1985 年 政府 计划 需要 2500 万 磅 钻 . 

美国 大 约 有 1 亿 磅 经 证 实 的 钴 的 储备 ， 当 价格 达到 22 美元 / 磅 时 ， 钼 的 生产 在 经 济 上 是 可 
行 的 (1981 年 出 现 过 这 种 情况 )， 需 要 4 年 的 时 间 才 能 进行 周而复始 的 运转 ， 从 而 每 年 可 生产 
600 万 磅 . 

1980 年 占 总 消耗 量 7% 的 120 万 磅 钴 得 到 了 再 生 利用 . 

请 看 图 A-1~A-3， 其 来 源 为 Mineral Facts and Problems, United States Bureau of Mines 
(Washington, DC: Government Printing Office, 1980). 


白 万 磅 


0 
1960 1965 1970 1975 1980 


图 A-1 1960 一 1980 年 美国 对 狂 的 毛 需 求 
合 傍 的 价格 


0 
1960 1965 1970 1975 1980 1982 


图 A-2 ”1960 一 1982 年 美国 市 场 上 销 的 价格 


1986 水道 测量 数据 问题 


下 表 给 出 在 直角 坐标 X，Y( 以 码 计 ) 水 面 的 一 些 位 置 的 水 深 Z( 以 英尺 计 )， 水 深 是 在 低潮 
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图 A-3 1979 年 精炼 的 金属 及 (或 ) 氧 化 物 的 生产 国 ; 星 号 
表示 有 国内 生产 的 国家 ， 来 源 : U. S Bureau of 
Mines, Mineral Facts and Problems (1980) 


时 测 得 的 ， 你 的 船 吃水 深度 为 5 英尺 ， 船 应 避免 进入 矩形 (150， 一 50)X(200，75) 内 的 哪些 区 域 ? 


co mm om oo 中 IN 


1986 应急 设施 的 位 置 问题 


Rio Rancho 镇 迄今 还 没有 自己 的 应 急 设 施 . 1986 年 该 
镇 得 到 了 建立 两 个 应 急 设 施 的 可 靠 的 资金 ， 每 个 设施 都 把 救 
护 站 、 消 防 站 及 警察 所 合 在 一 起 ， 图 A-4 给 出 了 1985 年 每 
个 方形 街区 的 需求 或 应 急事 件 的 次 数 . 北边 的 工 形 区 域 是 一 
个 障碍 物 ， 南 边 的 长 方形 区 域 是 一 个 有 浅水 池塘 的 公园 .应 
急 车 辆 通过 一 条 南北 方向 的 街区 平均 要 15 秒 ， 而 通过 一 条 
东西 方向 的 街区 平均 要 20 秒 . 你 的 任务 是 确定 两 个 应 急 设 
施 的 位 置 ， 使 总 的 响应 时 间 最 少 . 
。 假定 需求 集中 在 每 个 街区 的 中 心 ， 而 应 急 设施 位 于 
街角 处 . 
。 假定 需求 均匀 分 布 在 包围 每 个 街区 的 街道 上 ， 而 应 
急 设施 可 位 于 街道 的 任何 地 方 . 


图 A-4 1985 年 Rio Rancho 镇 每 个 
街区 应 急事 件 的 数目 
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1987 盐 的 储存 问题 


大 约 15 年 以 来 ， 美 国 中 西部 的 一 个 州 一 直 把 用 于 冬天 洒 在 马路 上 的 盐 储 存在 球形 屋顶 的 
仓库 里 ， 图 A-5 表示 了 过 去 盐 是 怎样 储存 的 ， 在 用 盐 铺 成 的 坡 道 上 通过 驾驶 平头 铲 车 把 盐 运 
进 、 运 出 仓库 ， 用 平头 铲 车 上 的 铲 斗 把 盐 堆 成 25 一 30 英尺 高 . 

最 近 一 个 小 组 认为 这 种 做 法 是 不 安全 的 . 如果 铲 车 太 靠近 盐 堆 的 顶端 ， 盐 就 要 滑动 ， 铲 车 
就 会 翻 到 为 加 固 仓库 而 筑 的 拥 壁 上 去 . 小 组 建议 ， 如 果 盐 堆 是 用 铲 车 堆 起 来 的 ， 那 么 盐 堆 最 高 
不 要 超过 15 英尺 . 

对 这 种 情况 建立 一 个 数学 模型 ， 并 求 出 仓库 内 盐 堆 的 最 大 高 度 . 


门 的 余 阶 
19 英 尺 9 英寸 MU 


\ 拥 壁 高 4 英尺 


| ” 直径 103 英尺 


图 A-5 储存 盐 仓 库 的 示意 图 


1987 ”停车 场 问题 


在 New England( 新 英格兰 , 美国 东北 部 一 地 区 ) 一 个 镇 上 位 于 街角 处 ， 有 一 个 100 英尺 Xx 
200 英尺 的 停车 场 ， 场 主 筷 你 来 设计 这 个 停车 场 ， 也 就 是 如 何在 停车 场 的 地 上 画 线 . 

你 可 能 认为 要 把 尽 可 能 多 的 车 驶 进 停车 场 ， 一 定 应 该 一 辆 挨 一 辆 地 直角 停放 ， 但 是 缺乏 经 
验 的 司机 感到 这 样 停放 有 困难 ， 会 引起 昂贵 的 保险 费 要 求 ， 为 了 减少 停放 车 辆 时 可 能 造成 的 损 
坏 ， 场 主 就 要 雇用 一 些 专门 停放 汽车 的 有 经 验 的 司机 . 另 一 方面 ， 如 果 汽 车 从 通道 进来 有 一 个 
足够 大 的 转弯 半径 ， 那么 大 多 数 司机 都 能 轻而易举 地 一 次 停放 成 功 ， 当 然 ， 通 道 越 宽 ， 能 够 容 
纳 的 车 辆 越 少 ， 这 会 导致 停车 场 场 主 收入 的 减少 . 


1988 ”铁路 平板 车 问题 


7 种 规格 的 包装 箱 要 装 到 两 辆 铁路 平板 车 上 去 ， 包 装 箱 的 宽 和 高 相同 ， 但 厚度 (1， 以 cm 
计 ) 和 重量 (w， 以 kg 计 ) 不 同 ， 表 A-1 给 出 了 每 种 包装 箱 的 厚度 、 重 量 和 数量 ， 每 辆 车 有 
10. 2m 长 的 地 方 用 来 装 包装 箱 ( 像 面包 片 那样 ) ， 车 的 载重 为 40 吨 ， 对 C; 、C; 、C 规格 的 包装 
箱 的 总 数 有 一 个 特殊 的 限制 : 这 些 规格 箱子 所 占 的 空间 (厚度 ) 不 能 超过 302. 7cm。 试 把 包装 箱 
装 到 两 辆 平板 车 上 去 (图 A-6)， 使 得 浪费 的 空间 最 小 . 
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表 A-1 每 种 包装 箱 的 厚度 、 重 量 和 数量 


-i G c CS 可 G&G C， 


48. 7 52. 0 61. 3 72.0 48. 7 52. 0 64.0 
3000 2000 1000 
4 8 


图 A-6 一 辆 平板 车 装载 的 示意 图 


1988 ”毒品 走私 船 问题 


相距 5. 43 英里 的 两 个 监听 站 收听 到 一 个 短暂 的 无 线 电信 号 ， 收 听 到 信号 时 两 台 测 向 仪 分 
别 定位 于 110" 和 119 (图 A-7)， 测 向 仪 的 精度 在 2 以 内 . 该 信号 来 自 一 个 毒品 交易 活跃 的 区 
域 ， 据 推测 一 只 机 动 船 正 等 着 有 人 来 取 毒 品 ， 当 时 正 值 黄昏 ， 风 平 浪 静 ， 没 有 潮流 .一 架 小 型 
直 升 飞机 离开 监听 站 1 的 升降 台 ， 并 能 精确 地 沿 着 110 "的 方向 飞行 . 直 升 飞机 的 飞行 速度 是 船 
的 3 倍 . 在 离 船 500 英尺 时 ， 船 上 能 听 到 直 升 飞机 的 声音 ， 直 升 飞机 只 有 一 种 侦察 装置 一 一 探 
照 灯 ， 在 200 英尺 远 的 地 方 探照灯 只 能 照 亮 半径 为 25 英尺 的 圆 形 区 域 . 


图 A-7 问题 的 几何 图 形 
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。 说明 飞 行 员 能 找到 正 等 着 的 毒品 船 的 (最 小 ) 区 域 . 
。 研 究 一 种 直 升 飞机 的 最 佳 搜 索 方法 . 
你 的 计算 中 瑟 有 95% 的 置信 和 度 . 


1989 飞机 排队 问题 
493 机 场 通常 用 “ 先 到 先 服务 ”的 原则 来 分 配 飞机 跑道 ， 即 当 飞 机 准备 离开 登 机 口 ( 后 退 ) 时 ， 轰 


15 驶 员 电 告 地 面 控制 中 心 ， 加 入 等 候 跑道 的 队伍 ， 假 设 控制 塔 可 以 从 快速 实时 数据 库 中 得 到 每 架 
飞机 的 以 下 信息 : 


。 预 定 离开 登 机 口 的 时 间 

。 实际 离开 登 机 口 的 时 间 

。 机 上 乘客 人 数 

。 预定 在 下 一 站 转机 的 人 数 和 转机 的 时 间 

。 预定 到 达 下 一 站 的 时 间 四 

假设 共有 7 种 飞机 ， 载 客 量 从 100 人 起 以 50 人 递增 ， 最 多 400 人 ， 建立 并 分 析 能 使 乘客 
和 航空 公司 双方 满意 的 数学 模型 


1989 ”时 的 分 类 问题 


两 类 星 Af 和 Apf 已 由 生物 学 家 W.L. Grogan 和 W. W. Wirth(1981) 根 据 它们 的 触角 长 和 
沟 长 加 以 区 分 (图 A-8)，9 只 Af 虹 用 口 标记 ，6 只 Apf 蝶 用 〇 标记 .由 给 出 的 触角 长 和 愤 长 识 
别 一 只 标本 属于 Af 还 是 Apf 是 很 重要 的 . 


可 长 (mm) ， © Apf 触 角 长 ， Apf 波 长 
: 口 Af 触 角 长 ， Af 辟 长 


1 115 12 125 13 135 14 145 15 155 1.6 
触角 长 (mm) 


图 A-8 ”Grogan 和 Wirth(1981) 收 集 的 数据 


1) 给 出 一 只 属于 Af 或 Apf 类 的 嵌 ， 你 如 何 对 它 进 行 分 类 ? 
2) 将 你 的 方法 用 于 (触角 长 ， 咽 长 ) 分 别 为 (1. 24，1. 80) 、(1.28，1. 84) 、(1.40，2. 04) 的 
3 只 标本 . 
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3) 如 果 Af 是 宝贵 的 传播 花粉 的 益 虫 ， 而 Apf 是 使 人 屏 弱 的 疾病 的 载体 ， 是 否 要 修改 你 的 
分 类 方法 . 若 要 修改 ， 如 何 改 ? 


1990 ”药物 在 脑 中 的 分 布 问题 


研究 脑 功能 失调 的 人 员 要 用 脑 部 注射 的 办 法 
测试 新 的 药物 (如 治疗 帕 金 森 病 的 多 巴 胺 ) 的 效果 ， 
为 了 精确 估计 药物 影响 到 的 脑 部 区 域 ， 他 们 必须 
估计 注射 后 药物 在 脑 内 空间 分 布 的 大 小 和 形状 . 

研究 数据 包括 50- 个 圆柱 体 组 织 样本 药物 含量 
的 测定 值 (图 A-9 和 表 A-2)， 每 个 圆柱 体 样 本 长 
0.76mm， 直 径 0. 66mm， 相 互 平行 的 圆柱 体 的 中 
心 位 于 网 格 距 为 1X0.76X1mm 的 格 点 上 ， 所 以 
圆柱 体 在 底面 上 相互 接触 ， 而 侧面 则 不 接触 ， 如 
图 A-9 所 示 ( 底 面 似乎 也 不 接触 ， 不 过 这 不 影响 题 
目的 分 析 )， 注射 是 在 最 高 计数 的 那个 圆柱 体 的 中 
心 附近 进行 的 ， 当 然 在 圆柱 体 之 间 以 及 由 圆柱 体 图 A-9 圆柱 体 组 织 的 定位 
样本 覆盖 的 区 域外 也 有 药物 . 

估计 受到 药物 影响 的 区 域 中 的 药物 分 布 . 

一 个 单位 表示 一 个 闪烁 计数 ， 或 多 巴 胺 的 4.753X 10 2 克 分 子 量 . 例如， 表 A-2 指出 位 
于 后 排 当 中 那个 圆柱 体 的 药物 含量 是 28 353 个 单位 . 


表 A-2 50 个 圆柱 体 组 织 样本 的 药物 含量 


后 排 垂 直 截 面 
164 442 1320 414 188 
480 7022 14 411 5158 352 
2091 23 027 28 353 13 138 681 
789 21 260 20 921 11 731 727 
213 1303 3765 1715 453 
前 排 垂 直 截 面 
163 324 432 243 166 
712 4055 6098 1048 232 
2137 15 531 19 742 4785 330 
444 11 431 14 960 3 182 301 
294 2061 1036 258 188 


1991 水 箱 问 题 
美国 某 州 的 各 个 用 水 管理 机 构 要 求 各 社区 提供 以 每 小 时 多 少 加 仑 计 的 用 水 量 及 每 天 的 总 用 
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水 量 . 许多 社区 没有 测量 流 人 或 流出 当地 水 塔 的 装置 ， 他 们 只 能 代 之 以 每 小 时 测量 水 塔 中 的 水 
位 ， 其 精度 在 0. 5 冯 以 内 . 更 重要 的 是 ， 当 水 塔 中 的 水 位 下 降 到 某 个 最 低 水 位 工时 ， 水 泵 就 启 
动向 水 塔 供水 直到 最 高 水 位 日 ， 而 且 不 能 测量 水 泵 的 供水 量 ， 因 此 ， 当 水 泵 正在 供水 时 不 容易 
建立 水 位 与 用 水 量 之 间 的 关系 .水 泵 每 天 供水 一 至 两 次 ， 每 次 约 两 小 时 . 

估计 任何 时 刻 (包括 水 泵 正在 供水 的 时 候 ) 从 水 塔 流 出 的 水 量 f(1) 及 一 天 的 总 用 水 量 ， 表 
A-3 给 出 了 一 个 小 镇 一 天 中 的 真实 数据 . 


表 A-3 ”一 个 小 镇 某 天 的 水 塔 水 位 (时 间 以 秒 计 ， 水 位 以 0.01 英尺 计 ) 


时 间 水 位 时 间 水 位 时 间 水 位 
0 3175 35 932 水 泵 启动 68 535 2842 
3316 3110 39 332 水 有 泵 启动 71 854 2767 
6635 3054 39 435 3550 75 021 2697 
10 619 ”2994 43 318 3445 79 254 水 有 泵 启动 
13 937 l 2947 46 636 3350 82 649 水 泵 启动 
17 921 - 2892 49 953 3260 85 968 3475 
21 240 2850 - 53 936 3167 89 953 3397 
25 223 2797 57 254 3087 93 270 3340 
28 543 2752 60 574 3012 
32 284 2697 64 554 2927 


该 表 给 出 了 从 第 一 次 测量 开始 的 时 刻 ( 以 秒 计 ) 和 该 时 刻 的 水 位 (以 0.01 英尺 计 )， 例 如 
3316 秒 后 水 塔 中 水 位 达到 31. 10 英尺 ， 水 塔 是 一 个 高 40 英尺 、 直 径 57 英尺 的 正 圆柱 ， 通 常 当 
水 塔 水 位 降 至 约 27 英尺 时 水 泵 开始 工作 ， 当 水 位 升 到 约 35. 50 英尺 时 停止 工作 . 


1991 Steiner 树 问题 


两 个 通讯 站 之 间 通 讯 线路 的 费用 与 线路 的 长 度 成 正比 ， 引入 若 于 个 虚拟 站 并 构造 一 个 新 的 
Steiner 树 ， 可 以 降低 传统 的 、 一 组 通讯 站 的 最 小 生成 树 所 需 的 费用 .用 这 种 办 法 可 降低 费用 
多 达 13.4%(=1 一 V3/2)， 并 且 为 构造 费用 最 低 的 Steiner 树 ， 一 个 有 >” 个 站 的 通讯 网 不 需要 
多 于 ”一 2 个 虚拟 站 .两 种 简单 的 情形 表示 在 图 A-10 中 . 


图 A-10 一 个 网 络 的 最 短 Steiner 树 的 两 种 简单 情形 


对 于 局 部 网 络 来 说 ， 常 有 必要 用 直线 (棋盘 ) 距 离 代替 欧 氏 距离 ， 用 这 种 尺度 计算 的 距离 如 
A-ll 所 示 ， 
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ab=13,bc=7,ac=14 © Cost=17 
Cost = 20 


图 A-11 网 氏 距离 与 直线 (棋盘 ) 距 离 的 比较 


假定 你 希望 设计 一 个 有 9 个 站 的 局 部 网 络 的 最 小 费用 生成 树 ， 这 9 个 站 的 直角 坐标 是 
a(0, 15), b(5, 20), c(16, 24), d(20, 20), e(33, 25), 
f(23, 11), g(35, 7), h(25, 0), i(10, 3) 

限定 你 只 能 用 直线 ， 而 且 所 有 的 虚拟 站 必须 在 格 点 上 ( 即 其 坐标 必须 是 整数 )， 每 条 直线 段 
的 费用 是 它 的 长 度 . 

1) 求 该 网 络 的 一 个 最 小 费用 树 . 

2) 假 定 每 个 站 的 费用 是 d**w, 其 中 d 为 站 的 度 ， 若 w=1. 2， 求 最 小 费用 树 ， 

3) 试 推广 本 问题 . 


1992 应 急电 力 恢 复 问 题 


为 沿海 地 区 服务 的 电力 公司 必须 配备 应 急 系 统 来 处 理 暴风 雨 引起 的 电力 中 断 ， 这 种 系统 的 
数据 输入 由 估计 修复 所 需 的 时 间 和 费用 以 及 按照 客观 准则 判定 的 停电 的 代价 构成 ， 过 去 虚拟 电 
力 公 司 (Hypothetical Electric Company， 略 写 为 HECO) 曾 因 缺 乏 优先 方案 而 受到 媒体 批评 . 

假定 你 是 HECO 的 顾问 ，HECO 备 有 一 个 为 通常 需要 以 下 信息 的 服务 热线 进行 实时 处 理 
的 计算 机 数据 库 : 

”报修 时 间 

。 需求 者 类 型 

。 估计 受 影响 的 人 数 

。 位 置 (x，y) 

工程 队 调 度 所 位 于 (0, 0) 和 (40, 40)， 其 中 zx，y 以 英里 计 ，HECO 的 服务 区 域 在 一 65 二 x 
一 65， 一 50<y<50 以 内 ， 该 地 区 位 于 有 着 很 好 道路 交通 网 的 大 城市 .工程 队 只 是 在 上 班 和 下 
班 时 必须 回调 度 所 ， 公 司 的 政策 要 求 ， 若 停电 的 是 铁路 或 医院 ， 只 要 有 工程 队 可 派 就 立即 处 
理 ， 其 他 情况 都 等 暴风 十 离开 该 地 区 后 才 开始 工作 . 

HECO 聘请 你 为 表 A-5 所 列 的 暴风 雨 引 起 的 报修 请 求 和 表 A-4 所 列 的 维修 能 力 建立 客观 
准则 并 安排 工作 计划 .注意 第 一 个 电话 是 早上 4 : 20 接 到 的 ， 暴风 十 在 早上 6 : 00 离开 该 地 
区 ， 还 要 注意 很 多 停电 是 当天 很 晚 时 才 修复 的 . 

HECO 出 于 自身 的 目的 需要 一 份 技术 报告 ， 并且 需 要 一 份 浅显 易 慌 的、 可 提交 给 媒体 的 
换行 摘要 ， 他 们 还 希望 有 对 未 来 的 建议 ， 为 了 确定 带 有 优先 安排 的 维修 方案 ， 你 需要 做 一 些 附 
加 的 假设 ， 详 细 令 述 这 些 假设 ， 将 来 你 可 能 希望 有 附加 的 数据 ， 如 果 是 这 样 ， 详 细 叙 述 这 些 需 
要 的 信息 . 
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表 A-4 工程 队 情况 


。 工程 队 调 度 所 位 于 (0，0) 和 (40，40)、 
。 每 个 工程 队 由 3 名 热 练 工人 组 成 . 
。 工程 队 只 是 在 上 班 和 下 班 时 向 调度 所 报告 . 


。 工程 队 上 班 时 全 部 时 间 用 来 做 调度 所 指派 的 工作 ， 工 程 队 通常 执行 例 行 任 务 ， i 


之 前 ， 他 们 只 能 因 紧 急 情 况 派 出 ， 


。 工程 队 每 班 工作 8 小 时 . 


。 每 个 调度 所 指挥 6 个 工程 队 . 


。 荆 程 队 一 天 最 多 加 一 班 ， 加 班 领取 一 倍 半 工 资 , 


时 间 (A. M. ) 


4:20 
5:30 
5:35 


5 :595 


位 置 


〈 一 10，30) 
(3, 3) 
(20，5) 


《一 10，5) 


表 A-S 蜡 风 两 引起 的 报修 请 求 


6:00 暴风 雨 离开， 工程 其 可 以 派出 . 


6 : 05 
6:06 
6:08 
6:09 
6:15 
6:20 
6:20 
61: 22 
6:25 
6:40 
6:55 
7:00 
7 : 00 
7: 00 
7:00 
7:05 
7:10 
7 10 
7 :10 
7 :10 
7 :20 
7 45 


一 一 一 一 一 - - 


(13，30) 
(5，20) 
(60，45) 
(1，10) 
(5，20) 
(5， 一 25) 
(12，18) 
(7，10) 
(一 1，19) 
(一 20， 一 19) 
(一 1，30) 
(一 20，30) 
(40，20) 
(7， 一 20) 
(8， 一 23) 
(25, 15) 
(一 10， 一 10) 
(一 1，2) 
(8， 一 25) 
(18，55) 
(7，35) 
(20, 0) 


估计 修复 时 间 
全 2 (一 队 需 要 的 小 时 数 ) 
事业 (有 线 电视 ) ? 6 
住宅 20 7 
事业 (医院 ) 240 8 
25 名 工人 
事业 (铁路 系统 ) 0 
住宅 45 2 
区 域 2000 7 
住宅 ? 9 
政府 (市 政 厅 ) ? 7 
事业 (购物 中 心 ) 200 名 工人 5 
政府 (消防 部 门 ) 15 名 工人 3 
住宅 350 6 
区 域 400 12 
工业 ( 报 业 公司 ) 190 10 
工业 (工厂 ) 395 7 
区 域 ? 6 
政府 (高 中 ) 1200 名 学 生 3 
政府 (小 学 1700 ? 
事业 (饭店 ) 25 12 
政府 (警察 局 、 监 狱 ) 125 7 
政府 (小 学 1900 5 
住宅 ? 9 
政府 (学 院 ) 3000 8 
工业 (电脑 制造 ) 450 名 工人 5 
住宅 350 10 
区 域 400 9 
住宅 800 5 
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( 续 ) 
计 时 间 

时 间 (A. M. ) 位 置 类 型 受 影响 人 数 有 
7:50 (一 6，30) 事业 (医院 ) 300 5 
8 : 15 (0，40) 事业 ( 几 家 商店 ) 50 6 
8 :20 (15, —25) 政府 (交通 灯 ) ? 3 
8:35 (一 20， 一 35) 事业 (银行 ) 20 5 
8 : 50 (47，30) 住宅 40 ? 
9 :50 (55，50) 住宅 ? 12 
10:30 (一 18， 一 35) 住宅 10 10 
10: 30 (一 1，50) 事业 (市 中 心 ) 150 5 
10 : 35 (一 7?， 一 8) 事业 (机 场 ) 350 名 工人 4 
10 : 50 (5， 一 25) 政府 (消防 部 门 ) 15 5 
11: 30 (8, 20) 区 域 300 12 


1992 ”空中 交通 管制 雷达 问题 


要 求 你 确定 设 在 一 个 主要 城市 机 场 的 空中 交通 管制 雷达 发 射 的 功率 ， 机 场 行政 部 门 希望 兼 
顾 安全 性 和 经 济 性 ， 使 雷达 的 发 射 功率 最 小 . 

机 场 行政 部 门限 于 使 用 现 有 的 天 线 和 接收 线路 ， 惟 一 可 以 考虑 的 办 法 是 ， 改 进 雷达 的 发 射 
线路 使 雷达 更 强大 . 

你 要 回答 的 问题 是 ， 雷 达 必须 发 射 多 大 的 功率 (以 瓦特 计 ) 才 能 保证 探测 到 100 公里 内 的 标 
准 飞机 . 

技术 说 明 ( 参 看 图 A-12) 

1) 雷 达 天 线 是 一 个 旋转 抛物 面 的 一 部 分 ， 该 抛物 面 的 焦距 为 1 米 ， 它 投影 到 与 顶点 相 切 的 
平面 ， 是 一 个 长 轴 为 6 米 、 短 轴 为 2 米 的 椭圆， 从 焦点 发 出 的 主 能 量 束 是 一 个 椭 回 锥 ， 其 长 轴 
角 为 1 弧度 ， 短 轴 角 为 50 毫 弧度 . 

、 天 线 碟 


图 A-12 雷达 系统 的 测量 值 
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2) 标 准 飞机 具有 75 平方 米 有 效 的 雷达 反射 截面 ， 这 意味 着 在 你 的 初始 模型 中 ， 飞 机 等 价 
于 一 个 中 心 位 于 天 线 轴线 上 并 垂直 于 该 轴 和 的 、75 平方 米 的 100% 反 射 碟 . 你 可 以 考虑 其 他 模型 
或 改进 这 个 模型 . 

1993 倒 煤 台 的 操作 方案 问题 


Aspen-Boulder 煤矿 公司 经 营 一 个 包括 大 型 倒 煤 台 在 内 的 装 煤 设施 2”， 当 装 煤 列车 到 达 时 ， 
从 倒 煤 台 往 上 装 煤 ， 一 列 标准 列车 用 3 小 时 装 满 ， 而 倒 煤 台 的 容量 是 一 列 标准 列车 的 1. 5 售 . 
每 天 铁路 部 门 向 这 个 装 煤 设施 发 送 3 列 标准 列车 ， 这 些 列车 可 在 当地 时 间 上 午 5 点 到 下 午 8 点 
的 任何 时 间 到 达 ， 每 列 列车 有 3 台 机 车 ， 如 果 列车 到 达 后 因 等 待 装 煤 而 空 闸 ， 铁 路 部 门 要 征收 
一 种 称 为 滞 期 党 的 特别 费用 ， 每 小 时 每 台 机 车 5000 美元 ， 此 外 ， 每 周 四 上 午 11 点 到 下 午 1 点 
之 间 有 一 列 大 容量 列车 到 达 ， 它 有 5 台 机 车 ， 容 量 是 一 列 标准 列车 的 2 倍 ， 一 个 装 煤 工作 队 用 
6 小 时 直接 从 煤矿 运 煤 把 空 的 倒 煤 台 装 满 ， 这 个 工作 队 (连同 用 的 设备 ) 的 费用 是 每 小 时 9000 
美元 ， 可 以 调用 第 2 个 工作 队 在 一 个 另 加 的 倒 煤 侣 上 操作 ， 以 提高 装 煤 速度 ， 而 费用 为 每 小 时 
12 000 美元 ， 出 于 安全 的 考虑 ， 在 往 倒 煤 台 装 煤 的 同时 不 能 往 列车 上 装 煤 ， 每 当 因 往 倒 煤 台 装 
煤 而 中 断 往 列车 上 装 煤 时 ， 就 要 征收 灌 期 费 . 

煤矿 公司 的 管理 部 门 要 你 确定 倒 煤 台 运转 的 年 预期 费用 ， 你 的 分 析 应 包括 以 下 问题 : 

。 第 2 个 工作 队 要 调用 多 少 次 ? 

。 预期 月 沿 期 费 是 多 少 ? 

。 如 果 标 准 列车 能 够 按照 调度 在 确切 的 时 刻 到 达 ， 怎 样 的 日 调度 计划 可 以 使 装 煤 费用 

最 少 ? 
。 调用 第 3 个 工作 队 ( 费 用 为 每 小 时 12 000 美元 ) 能 否 降低 年 操作 费用 ? 
。 该 倒 煤 台 每 天 能 否 再 装 第 4 列 标准 列车 的 煤 ? 


1993 ”最 优 堆 肥 问 题 


一 家 注重 环境 的 学 校 餐厅 正在 用 微生物 把 顾客 未 吃 完 的 食物 再 循环 以 生成 堆肥 ， 每 天 餐厅 
把 吃 剩 的 食物 调 成 浆 ， 再 混 人 厨房 里 废弃 的 色拉 碎 料 及 少量 括 碎 的 纸 片 ， 并 在 得 到 的 混合 物 中 
咀 和 人 真菌 培养 物 和 土壤 细菌 ， 它 们 将 浆 、 绿 叶 菜 、 纸 片 分 解 、 消 化 ， 生 成 有 用 的 堆肥 ， 碎 绿叶 
菜 为 真菌 培养 物 提供 氧气 ， 而 纸 片 则 吸收 过 量 的 湿 气 ， 但 是 有 时 真菌 培养 物 不 能 或 不 肯 分 解 、 
消化 顾客 留 下 的 那么 多 的 剩 饭 菜 ， 和 餐厅 收 到 了 要 大 量 购买 他 们 生产 的 堆肥 的 报价 ， 所 以 正在 研 
究 增 加 堆肥 产量 的 办 法 .由 于 无 力 营造 一 套 新 的 堆肥 设备 ， 和 餐厅 在 寻求 能 加 速 真 菌 培养 物 活性 
的 方法 ， 例 如 通过 优化 真菌 培养 物 的 环境 (目前 是 在 120 下 和 100% 湿 度 的 环境 下 生成 堆肥 的 )， 
或 优化 喂 人 真菌 培养 物 的 混合 物 的 组 成 ， 或 同时 优化 二 者 . 

确定 在 咀 人 真菌 培养 物 的 浆 、 绿 叶 菜 和 纸 片 的 比例 与 真菌 培养 物 将 混合 物 生成 堆肥 的 速率 
之 间 是 否 存 在 任何 关系 .车 认为 没有 关系 ， 试 说 明理 由 ， 否 则 ， 试 确定 什么 样 的 比例 会 加 速 真 


@ 〇 倒 煤 台 指 用 装 煤 小 车 把 煤 翻印 人 煤 仓 ， 再 从 煤 仓 滑 到 装 煤 列车 ， 一 一 译 者 注 
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菌 培养 物 的 活性 . 

.除了 按照 竞赛 规则 规定 的 格式 写 出 技术 报告 外 ， 请 为 餐厅 经 理 提供 一 页 篇 幅 的 用 非 技术 术 
语 表 述 的 实施 建议 . 

. 表 A-6 列 出 了 分 别 存放 在 不 同 箱子 中 混合 物 的 各 种 原料 的 数量 ， 及 混合 物 中 喂 人 真菌 培养 
物 的 日 期 和 生成 堆肥 的 日 期 . 


表 A-6 ”堆肥 数据 


喂 人 日 期 生成 堆肥 日 期 
(年 ,月 , 日 ) . (年 ， 月， 日 》 
13 90, 8 
17 90, 8 
24 90, 8 
27 90，8，22 

9 
9 
9 


泥浆 ( 磅 ) 绿叶 菜 ( 磅 》 纸 片 ( 磅 ) 


86 31 
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1994 混凝土 地 板 问题 


美国 住房 与 城市 发 展 部 (HUD) 正 在 考虑 建造 从 单 层 寅 所 到 公寓 楼 房 大 小 不 同 的 住宅 ， 
HUD 主要 关心 的 是 使 房 主 定期 支付 的 费用 (特别 是 暖气 和 冷气 的 费用 ) 最 少 ， 建 房 区 域 位 于 全 
年 温度 变化 不 大 的 温带 地 区 . 

通过 特殊 的 建筑 技术 ，HUD 的 工程 师 能 建造 不 需要 依靠 对 流 ， 即 不 靠 开门 窗 来 帮助 调节 
温度 的 住宅 ， 这 些 住宅 是 单 层 的 ， 仅 用 混凝土 地 板 作 为 地 基 . 你 被 聘 为 顾问 来 分 析 混 凝 土 地 板 
”中 的 温度 变化 ， ella ee a 如 果 可 能 的 
话 ， 什 么 样 的 尺寸 和 形状 的 地 板 能 做 到 这 点 ? 

第 一 部 分 ”地板 温度 

给 定 该 地 区 每 天 环境 温度 的 变化 范围 ( 表 A-7) ， 研 究 混凝土 地 板 中 的 温度 变化 ， 假 定 最 高 
温度 在 中 午 达 到 ， 最 低温 度 在 午夜 达到 ， 确 定 能 否 在 只 考虑 辐射 的 条 件 下 设计 地 板 ， 使 其 表面 
的 平均 温度 保持 在 给 定 的 舒适 范围 内 ， 开 始 可 假定 热量 是 通过 暴露 在 外 的 混凝土 地 板 的 周边 传 
和 人 的， 而 地 板 的 上 、 下 表面 是 绝热 的 ， 试 对 这 些 假设 是 否 恰当 以 及 假设 的 敏感 性 做 评述 ， 如 果 
不 能 得 到 满足 表 A-7 条 件 的 解 ， 那 么 能 够 找到 满足 你 自己 提出 的 如 表 A-7 那样 条 件 的 地 板 设计 
吗 ? 
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表 A-7 温度 的 日 变化 


周边 环境 温度 舒适 温度 范围 
最 高 ”85 下 最 高 ”76 下 
最 低 60 下 最 低 ” 65 下 


第 二 部 分 “建筑 物 温度 

分 析 开 始 时 所 作假 定 的 实用 性 ， 并 将 其 推广 到 分 析 单 层 住宅 的 温度 变化 ， 住 宅 温 度 能 否 保 
持 在 群 适 范围 内 ? 

第 三 部 分 建筑 费用 

HUD 的 一 项 目标 是 降低 或 免 去 暖气 和 冷气 的 费用 ， 考 虑 到 建筑 物 的 各 种 限制 和 费用 ， 提 
出 一 种 顾及 到 这 一 目标 的 设计 . 

1994 通讯 网 络 问题 

在 你 的 公司 里 各 部 门 每 天 都 要 分 享 信息 ， 包 括 前 一 天 的 销售 统计 和 当前 的 生产 指南 .尽快 
传 出 这 些 信 息 是 十 分 重要 的 . 


假定 一 一 个 通讯 网 络 用 于 从 一 台 计算 机 向 另 一 台 计 算 机 传输 数据 组 (文件 )， 作 为 例子 ， 考 虑 
如 图 A-13 的 图 模型 . 


CVs) =3 Vs 


图 A-13 文件 传输 网 络 的 例子 


顶点 V，,，V,，…，V。 表示 计算 机 ， 边 e: ，e:，…，e, 表示 (在 有 边 的 顶点 表示 的 计算 机 之 
间 ) 要 传输 的 文件 ，T(e.) 表 示 传 输 文件 e. 所 需 的 时 间 ，C(V,) 表 示 计 算 机 V, 可 同时 传输 的 文 
人 例 
如 ，C(CV,)=1 表示 计算 机 V, 一 次 只 能 传输 一 个 文件 . 

我 们 感 兴趣 的 是 以 最 优 方式 安排 传输 ， 使 得 传输 完 所 有 文件 所 用 的 总 时 间 最 少 ， 这 个 最 少 
` 的 总 时 间 称 为 完工 时 间 (makespan). 为 你 的 公司 考虑 下 面 的 情况 . 

情况 4 

你 的 公司 有 28 个 部 门 ， 每 个 部 门 有 一 台 计 算 机 ， 每 台 计 算 机 在 图 A-14 中 用 一 个 顶点 表 

， 每 天 必须 传输 27 个 文件 ， 在 图 A-14 中 用 边 表示 .在 这 个 网 络 中 对 所 有 的 二 和 y，T(e.)=1， 
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C(V,) 二 1， 找 出 该 网 络 的 一 个 最 优 时 间 表 和 相应 的 完工 时 间 . 你 能 向 你 的 主管 人 员 证 明 ， 对 
该 网 络 你 求 得 的 完工 时 间 是 最 小 可 能 的 吗 ? 叙述 你 求解 该 问题 的 方法 ， 你 的 方法 适用 于 一 般 情 
形 吗 ? 即 是 否 适用 于 T(e;), C(V,) 及 图 的 结构 都 任意 的 情形 ? 


图 A-14 情况 A 和 B 的 网 络 505 


情况 B 
假定 你 的 公司 改变 了 传输 要 求 ， 你 必须 在 相同 的 基本 网 络 ( 见 图 A-14) 上 考虑 不 同类 型 和 
大 小 的 文件 ， 传 输 这 些 文件 所 需 的 时 间 用 表 A-8 中 每 条 边 的 T(e,) 表 示 . 对 全 部 y 仍 有 CCV,)=1. 
对 新 网 络 找 出 一 个 最 优 时 间 表 及 其 完工 时 间 . 你 能 证 明 对 新 网 络 求 得 的 完工 时 间 是 最 小 可 能 的 
吗 ? 叙述 你 求解 该 问题 的 方法 ， 你 的 方法 适用 于 一 般 情形 吗 ? 试 对 任何 特有 的 或 出 乎 意料 的 结 
果 发 表 评 论 . 
表 A-8 情况 B 的 文件 传输 时 间 
Tr 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
T(e.) 3.0 4.1 4.0 7.0 1.0 8.0 3.2 2.4 5.0 
Tx 10 11 12 13 14 15 16 17 18 
Tle,) 8.0 1.0 4.4 9.0 3.2 2.1 8.0 3.6 4.5 
并 19 20 21 22 23 24 25 26 27 
TCe.) 7.0 7.0 9.0 4. 2 4.4 5.0 7.0 9.0 1. 2 


情况 C 

你 的 公司 正在 考虑 扩展 业务 ， 如 果 扩展 了 的 话 ， 每 天 会 有 -一些 新 的 文件 ( 边 ) 要 传输 ， 这 种 
扩展 还 包括 计算 机 系统 的 升级 换代 ，28 个 部 门 中 的 某 些 部 门将 配备 每 次 能 传输 不 止 一 个 文件 
的 新 的 计算 机 .所 有 这 些 变化 都 在 图 A-15 和 表 A-9、A-10 中 表明 .你 能 找到 的 最 优 时 间 表 及 
其 完工 时 间 是 什么 ? 你 能 证 明 对 该 网 络 求 得 的 完工 时 间 是 最 小 可 能 的 吗 ? 叙述 你 求解 该 问题 的 
方法 . 试 对 任何 特有 的 或 出 乎 意料 的 结果 发 表 评 论 . 
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表 A-9 情况 C 的 文件 传输 时 间 ( 表 A-8 的 增加 部 分 ) 


图 A-15 情况 C 的 网 络 


1995 单 螺旋 线 问 题 


一 家 小 的 生物 技术 公司 要 设计 、 论 证 、 编 程 并 检验 一 种 数学 算法 ， 这 种 算法 能 实时 地 确定 
一 条 螺旋 线 与 空间 任何 一 个 平面 的 全 部 交点 . 

计算 机 辅助 几何 设计 (CAGD) 编 程 能 使 工程 师 观 察 到 他 们 设计 的 物体 (如 自动 悬 签 或 医疗 
设备 ) 的 平面 截面 ， 工 程 师 也 可 以 在 平面 上 用 各 种 颜色 或 各 条 等 值 线 来 表示 诸如 气体 流量 、 压 
力 、 温 度 等 数值 ， 这 些 平面 可 以 迅速 扫 过 整个 物体 ， 得 到 它 的 三 维 图 像 以 及 对 运动 、 力 或 热 的 
反应 .为 了 得 到 这 样 的 结果 ， 计 算 机 程序 必须 迅速 而 精确 地 锁定 所 看 到 的 平面 的 全 部 交点 及 所 
设计 物体 的 每 个 部 分 ， 一 般 的 方程 求解 装置 原则 上 能 够 计算 这 些 交点 ,但 是 对 于 特定 的 问题 可 
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以 证 明 ， 特 定 的 方法 比 一 般 方法 更 快捷 、 更 准确 ， 特 别 是 ， 可 以 证 明 一 般 的 CAGD 软件 对 于 
完成 实时 计算 来 说 太 慢 ， 或 者 对 于 安装 到 公司 的 成 品 医疗 设备 上 来 说 又 太 大 .这 样 一 些 因素 使 
得 公司 考虑 下 面 的 问题 . 

问题 

设计 、 论 证 、 编 程 并 检验 一 种 计算 一 条 螺旋 线 与 一 个 平面 全 部 交点 的 方法 ， 螺 旋 线 与 平面 
在 空间 的 任何 方位 (任何 位 置 与 任何 方向 )， 一 段 螺旋 线 可 以 代表 螺旋 弹簧 ， 或 者 化 学 、 医 疗 设 
备 的 一 段 管道 . 

必须 从 几 个 方面 对 提出 的 算法 进行 理论 上 的 证 明 ， 以 验证 解 的 正确 性 ， 例 如 通过 算法 部 分 
的 数学 证 明 ， 以 及 通过 用 已 有 的 例子 检验 最 终 的 程序 ， 对 于 医疗 应 用 来 说 ， 政 府 机 构 需要 这 样 
的 证 据 和 检验 . 


1995 Aluacha Balaclava 学 院 问题 


Aluacha Balaclava 学 院 刚 刚 聘 用 了 一 位 新 教务 长 ， 她 首先 要 做 的 事情 是 制定 一 个 公平 、 
合理 的 教师 工资 体系 ， 她 聘请 你 的 队 做 顾问 ， 设 计 一 个 能 反映 以 下 情况 和 原则 的 工资 
体系 . 

教师 职称 由 低 到 高 排列 为 ， 讲 师 、 助 理 教授 、 副 教授 、 教 授 ， 获 博士 学 位 的 聘 为 助理 教 
授 ， 正 在 读 博士 的 聘 为 讲师 ， 并 在 完成 学 位 时 自动 提升 为 助理 教授 ， 在 副教授 职称 上 工作 满 7 
年 后 可 申请 提升 教授 ， 提 升 由 教务 长 参照 学 院 委员 会 的 推荐 来 决定 . 

教师 工资 以 10 个 月 为 一 期 ， 从 9 月 到 来 年 6 月 ，9 月 开始 涨 工资 ， 用 于 增加 工资 的 总 款额 
每 年 不 同 ， 一 般 在 每 年 3 月 才 知道 . | 

没有 教学 经 验 的 讲师 的 起 始 工资 是 27 000 美元 ， 助 理 教授 是 32 000 美元 ， 若 教师 在 其 他 
学 校 受聘 ， 可 以 拿 到 最 多 7 年 的 教学 经 验资 格 证 明 . 

原则 

1) 在 有 钱 的 任何 一 年 所 有 教师 都 增加 工资 . 、 

2) 职 称 提升 应 该 带 来 实质 性 的 利益 ， 即 在 最 短 可 能 时 间 内 提升 得 到 的 利益 应 与 7 年 正常 增 
加 的 工资 大 致 相同 . 
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3)7 或 8 年 提升 一 次 并 有 至 少 25 年 教龄 的 教师 ， 在 退休 时 的 工资 应 大 臻 是 有 博士 学 位 的 
新 教师 工资 的 2 倍 . 

4) 同 一 职称 的 教师 教龄 长 的 应 比 教龄 短 的 工资 高 , 但 是 这 种 影响 应 随 着 年 限 的 增加 而 减 
少 ， 即 两 个 同一 职称 教师 的 工资 应 随 着 年 限 的 增加 而 趋 于 一 样 . 

首先 不 考虑 生活 费用 的 增长 设计 一 个 新 的 工资 体系 ， 然 后 将 生活 费用 增长 的 因素 加 入 ， 在 
不 减少 每 人 现 有 工资 的 条 件 下 ， 设 计 一 个 从 目前 的 工资 体系 到 你 给 出 的 新 体系 的 过 渡 方 案 ， 目 
前 教师 的 工资 、 职 称 和 教龄 见 表 A-11. 讨论 你 认为 能 改进 你 的 新 体系 的 任何 想法 . 


说 A-11 Aluacha Balaclava 学 院 的 工资 数据 


序号 教龄 职称 工资 
43 508 


序号 “教龄 职称 | 序号 教龄 职称 


54 000 


“4 11 教授 53 900 44 206 6 17 ”助理 教授 37 538 
7 23 教授 48 844 32 841 9 7 ”副教授 49 981、 
10 20 副教授 43 549 42 649 12 19 教授 60 087 
13 15 副教授 38 002 30 000 15 34 教授 60 576 


18 22 副教授 46 351 
21 4 ”助理 教授 ”32 500 
24 21 副教授 42 488 
27 19 副教授 41 147 
30 7 ”助理 教授 30 128 
33 8 ”教授 57 295 
36 20 ”副教授 48 926 
39 15 ”助理 教授 39 259 
42 5 “副教授 52 262 
45 23 ”助理 教授 37 538 


30 893 
48 000 
53 500 
35 330 
48 944 
35 942 
60 576 
52 214 
41 6 讲师 45 500 
36 958 


16 ”28 助理 教授 44 562 
19 ”21 副教授 50 979 
22 ”14 副教授 38 462 
25 ”20 副教授 43 892 
28 ”15 助理 教授 34 040 
31 5 ”助理 教授 35 330 
34 ”10 助理 教授 36 991 
37 9 ”教授 57 956 
40 ”22 副教授 43 672 
43 5 ”副教授 57 170 


46 9 ”教授 58 974 49971 | 48 ”23 助理 教授 62 742 
49 ”39 副教授 52 058 26 500 | 51 5 ”副教授 33 130 
52 46 教授 59 749 37954 | 54 19 教授 45 833 
55 6 ”副教授 35 270 43 037 | 57 20 教授 59 755 
58 ”和 红 教授 57 797 53 500 60 6 ”助理 教授 ”32 319 


61 17 副教授 35 668 59 333 63 4 ”助理 教授 30 500 


64 16 ”副教授 41 352 43 264 66 ”20 教授 50 935 
67 6 ”助理 教授 45 365 35 941 69 6 ”助理 教授 49 134 
70 4 ”助理 教授 29 500 30 186 72 7 助理 教授 。 32 400 
73 12 副教授 44 501 31 900 75 1 副教授 62 500 
76 1 ”助理 教授 34 500 40 637 78 4 副教授 35 500 
79 21 教授 50 521 35 158 81 4 讲师 28 500 
82 16 教授 46 930 55 811 84 6 助理 教授 30 128 
85 16 教授 46 090 28570 | 87 19 教授 44 612 
88 17 助理 教授 36 313 33 479 90 14 ”副教授 38 624 


32 210 48 500 


93 4 ”助理 教授 35 150 
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序号 教龄 职称 
94 25 教授 
97 ”4 助理 教授 
100 2 教授 
103 ”24 助理 教授 
106 ”19 副教授 
109 ”18 副教授 
112 ”19 副教授 
115 1 讲师 
118 ”7 助理 教授 
121 1 助理 教授 
124 ”23 ”副教授 
127 ”20 副教授 
130 ”14 助理 教授 
133 ”17 教授 
136 4 副教授 
139 2 助理 教授 
142 21 教授 
145 ”12 助理 教授 
148 ”13 讲师 
151 5 教授 
154 5 ”副教授 
157 ， 17 ”助理 教授 
160 6 ”助理 教授 
163 2 教授 
166 ”21 教授 
169 18、 副教授 
172 ”12 教授 
175 ”23 副教授 
178 ”15 副教授 
181 ”23 教授 
184 2 讲师 
187 9 副教授 
190 22 教授 
193 ”22 教授 
196 ”12 副教授 
199 4 ”助理 教授 


教务 长 需要 一 份 能 够 实施 的 、 详 细 的 工资 体系 计划 ， 以 及 一 份 简明 清晰 的 执行 网 要 ， 纲要 


工资 

50 583 
39 500 
78 500 
43 925 
42 215 
44 166 
40 785 
26 161 
38 117 
31 500 
51 991 
56 836 
32 922 
48 134 
55 000 
32 000 
49 687 
37 159 
31 276 
70 500 
36 612 
36 378 
31 160 
85 500 
49 948 
41 267 
46 500 
46 351 
39 265 
48 844 
27 700 


37 389” 


49 756 
50 576 
41 178 
32 000 
59 234 


序号 教龄 职称 


60 800 
52 000 
52 345 
35 270 
40 427 
46 157 
38 698 
47 974 
62 370 
35 941 
30 000 
35 451 
36 451 
40 436 
32 210 
36 300 
49 972 
32 500 
33 378 
59 327 
29 500 
46 770 
39 072 
49 302 
50 810 
42 176 
35 798 
48 280 
29 500 
31 000 
40 748 
51 064 
36 958 
32 210 
53 836 
40 089 
51 898 


序号 


114 


教龄 职称 


中 要 给 出 模型 及 其 假设 、 优 缺 点 与 可 以 向 委员 会 和 教师 宣布 的 预期 结果 ， 


助理 教授 
教授 
助理 教授 
教授 
助理 教授 
助理 教授 
助理 教授 
副教授 
副教授 
副教授 
助理 教授 
助理 教授 
助理 教授 
副教授 
副教授 
副教授 
副教授 
副教授 
教授 
副教授 
教授 
助理 教授 


”助理 教授 


副教授 
副教授 
教授 
助理 教授 
勒 理 教授 
副教授 
助理 教授 
副教授 
讲师 
助理 教授 
助理 教授 
副教授 
教授 
副教授 
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( 续 ) 


工资 

38 464 
56 922 
35 798 
49 472 
37 021 
32 500 
31 170 
37 793 
51 991 
39 294 
34 638 
32 756 
30 000 
54 500 
43 160 
38 624 
46 155 
31 500 
45 780 
37 954 
66 500 
42 772 
42 970 
43 054 
51 378 
51 571 
42 256 
55 500 
48 359 
32 923 
44 715 
34 265 
34 550 
28 500 
43 519 
52 403 
47 047 
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1996 潜艇 探测 问题 


世界 的 海洋 中 都 有 一 个 环绕 噪声 场 ， 地 震 扰动 、 海 面 船舶 的 航行 和 海洋 动物 以 不 同 的 频率 
范围 为 噪声 场 提供 声 源 ， 我 们 要 考虑 如 何 利用 这 个 环绕 噪声 场 去 探测 大 的 移动 的 物体 (如 海面 
下 的 潜艇 )， 假 定 潜艇 本 身 不 发 出 噪声 ， 试 研究 一 种 仅 利用 测量 环绕 噪声 场 的 变化 所 得 到 的 信 
息 ， 来 探测 运动 着 的 潜艇 的 存在 、 它 的 速度 和 尺寸 以 及 它 的 航行 方向 的 方法 . 


1996 竞赛 答卷 评阅 问题 


在 确定 像 数 学 建 模 竞赛 这 种 形式 的 比赛 的 优胜 者 时 ， 常 常 要 评阅 大 量 的 答卷 ， 比 如 有 P= 
100 份 答卷 ， 一 个 由 了 位 评阅 人 组 成 的 小 组 来 完成 评阅 任务 ， 用 于 竞赛 的 资金 对 于 聘请 的 评阅 
人 数量 和 评阅 时 间 都 有 限制 ， 例 如 ， 若 P= 二 100， 则 通常 取 J 一 8. 

理想 的 情况 是 每 个 评阅 人 看 所 有 的 答卷 ， 并 将 它们 一 一 排序 ， 但 是 这 种 方法 工作 量 太 大 . 
另 一 种 方法 是 进行 一 系列 的 筛选 ， 在 一 次 筛选 中 每 个 评阅 人 只 看 一 定数 量 的 答卷 ， 并 给 出 分 
数 ， 为 了 减少 所 看 答卷 的 数量 ， 考 虑 如 下 的 筛选 模式 : 如 果 答 卷 是 排序 的 ， 则 每 个 评阅 人 的 排 
序 中 排 在 最 后 30% 的 答卷 被 第 除 ， 如 果 答卷 没有 排序 ， 而 是 打 了 分 (比如 从 1 到 100 分 ) ， 则 某 
个 截止 分 数 线 以 下 的 所 有 答卷 被 筛 除 . 

经 过 筛选 的 答卷 重新 放 在 一 起 返回 给 评阅 小 组 ， 并 重复 上 述 过 程 。 人 们 关注 的 是 ， 每 个 评 
阅 人 看 的 答卷 要 显著 地 小 于 P， 评阅 过 程 直到 慈 下 W 份 答卷 时 停止 ， 这 些 就 是 优胜 者 ， 当 
忆 一 100 时 通常 取 W=3. 

你 的 任务 是 利用 排序 、 打 分 及 其 他 方法 的 组 合 ， 确 定 一 种 筛选 模式 ， 按 照 这 种 模式 最 后 选 
中 的 W 份 答卷 只 能 来 自 最 好 的 2W 份 答卷 (所 谓 “ 最 好 的 ?是 指 ， 我 们 假定 存在 着 一 种 评阅 人 一 
致 赞同 的 答卷 的 绝对 排序 )， 例 如 用 你 的 方法 得 到 的 最 上 面 的 3 份 答卷 ， 将 全 都 包含 在 最 好 的 6 
份 答卷 中 ， 在 满足 这 些 要 求 的 方法 中 ， 希 望 你 给 出 使 每 个 评阅 人 所 看 答卷 份 数 最 少 的 一 种 方法 . 

注意 打分 时 存在 系统 偏差 的 可 能 ， 例 如 对 于 一 批 答卷 ， 一 位 评阅 人 平均 给 70 分 ， 而 另 -- 
位 可 能 给 80 分 ， 在 你 的 模式 中 如 何 调节 尺度 来 适应 竞赛 参数 (P、J 和 W) 的 变化 ? 


1997 Velociraptor 问题 


Velociraptor 是 生活 在 距 今 约 7500 万 年 前 晚 白垩 纪 的 一 种 食肉 疏 龙 ， 古生物 学 家 认为 这 是 
一 种 非常 顽强 的 狂 食 其 他 动物 的 野兽 ， 可 能 成 对 甚至 成 群 地 外 出 追 猎 ， 只是， 无 法 像 观察 现代 
食肉 哺乳 动物 的 野外 追 猎 那样 ， 观察 到 Velociraptor 的 野外 追 猎 情况 .一 组 古生物 学 家 来 到 你 
们 队 ， 请 你 们 在 Velociraptor 的 野外 追 猎 行 为 的 建 模 方面 给 予 帮助 ， 他 们 希望 把 你 们 的 结果 与 
研究 狮子 、 老虎 和 其 他 类 似 食肉 动物 行为 的 生物 学 家 所 报告 的 现场 数据 相 比 较 . 

成 年 的 Velociraptor 平均 身长 3 米 ， 朵 高 0. 5 米 ， 体 重 约 45 千克 ， 估 计 这 种 动物 跑 得 非 
常 快 ，60 公里 /小 时 的 速度 可 持续 约 15 秒 . 在 突然 加 速 之 后 它 要 停 下 来 ， 在 肌肉 中 积聚 乳酸 
以 恢复 体力 . 
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假定 Velociraptor 捕食 一 种 与 它 差 不 多 大 小 的 、 称 为 Thescelosaurus neglectus 的 两 足 食 草 
动物 .从 Thescelosaurus 化 石 的 生物 力学 分 析 可 知 ， 它 能 以 50 公里 /小 时 的 速度 长 时 间 奔 跑 ， 

第 一 部 分 

假定 Velociraptor 是 一 只 独居 的 猪 食 其 他 动物 的 野兽 ， 设 计 一 个 数学 模型 来 描述 一 只 
Velociraptor 潜 近 并 追逐 一 只 猎物 的 策略 以 及 这 只 猎物 逃避 的 策略 .假定 当 Velociraptor 潜 近 
到 Thescelosaurus 的 15 米 以 内 时 ， 后 者 总 能 觉察 到 ， 而 且 根 据 栖息 地 和 气候 的 不 同 甚 至 在 更 
大 的 范围 ( 远 达 50 米 ) 都 能 觉察 到 捕食 者 的 存在 .此 外 ,.Velociraptor 在 全 速 奔跑 时 的 转弯 半径 
受到 它 的 身体 结构 和 体能 的 限制 ， 估 计 转 弯 半 径 是 其 体高 的 3 倍 . 另 一 方面 ，Thescelosaurus 
却 是 极其 灵活 的 ， 其 转弯 半径 只 有 0. 5 米 . 

第 二 部 分 

更 现实 地 假定 Velociraptor 是 成 对 地 追 猎 ， 设 计 一 个 数学 模型 来 描述 一 对 Velociraptor 洪 
近 并 追逐 一 只 猎物 的 策略 ， 以 及 这 只 猎物 逃避 的 策略 .利用 第 一 部 分 给 出 的 假设 和 限制 . 


1997 为 有 效 讨论 进行 充分 的 混合 分 组 


近来 流行 开 小 组 会 讨论 一 些 重要 事宜 ， 特 别 是 长 期 计划 . 人 们 认为 大 型 会 议 不 利于 充分 讨 
论 ， 并 且 权 势 人 物 常会 控制 和 支配 讨论 ， 这 样 ， 公 司 董事 会 在 召开 全 体会 之 前 将 开 一 些小 组 会 
讨论 ， 小 组 会 仍然 有 被 权势 人 物 控制 的 危险 ， 为 了 减少 这 种 危险 通常 把 会 议 分 成 若干 段 ， 每 自 
让 不 同 组 的 与 会 者 充分 混合 . 

An Tostal 公司 董事 会 共 29 名 成 员 ， 其 中 9 位 是 在 职 董事 ( 即 公 司 雇员 )， 一 天 的 会 议 分 成 
上 午 3 段 和 下 午 4 段 ， 每 段 45 分 钟 ， 从 上 午 9 点 到 下 午 4 点， 中 午 用 午餐 .上午 每 段 分 6 个 
组 ， 每 组 由 一 位 资深 职员 主持 ， 他 们 不 是 董事 会 成 员 ， 于 是 每 位 资深 职员 要 主持 3 个 不 同 的 小 

组 会 . 下 午 每 段 分 4 个 组 ， 没 有 资深 职员 主持 . 

董事 长 希望 得 到 一 份 7 段 小 组 会 的 分 组 名 单 安排 计划 ， 这 种 安排 应 将 各 位 董事 尽 可 能 混 
合 ， 理 想 的 安排 是 使 每 一 董事 和 另 一 董事 在 同一 小 组 中 开会 的 次 数 相同 ， 并 使 在 不 同 段 的 小 组 
中 一 起 开会 的 董事 最 少 . 

安排 计划 也 要 满足 以 下 准则 : 

1) 上 午 的 .3 段 不 允许 任 一 董事 参加 同一 位 资深 职员 主持 的 两 次 会 议 

2) 在 职 董事 按 比 例 地 分 配 在 每 段 的 各 个 小 组 内 . 

给 出 一 份 1 一 9 号 在 职 董事 、10 一 29 号 董事 和 1 一 6 号 资深 职员 的 分 组 名 单 ， 说 明 它 在 多 
大 程度 上 满足 上 述 准 则 要 求 . 因 为 可 能 有 的 董事 在 最 后 一 分 钟 宣布 不 参加 会 议 ， 或 者 不 在 名 单 
上 的 董事 表示 要 出 席 ， 所 以 希望 提出 一 种 秘书 可 用 临时 通知 来 调整 安排 的 算法 ， 理 想 的 算法 还 
要 能 够 用 于 不 同类 型 、 不 同 水 平 的 与 会 者 的 会 议 安 排 . 


1998 MRI 扫描 


引言 
被 称 为 磁 共 振 成 像 仪 (MRT) 的 工业 与 医用 诊断 机 对 像 人 脑 那 样 的 三 维 物 体 进行 扫描 ， 并 将 
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扫描 的 结果 以 三 维 像素 阵列 的 形式 传送 ， 每 个 像素 由 一 个 标志 其 颜色 或 灰 度 的 数 构成 ， 它 对 被 


扫描 物体 中 像素 所 在 位 置 处 的 一 个 小 区 域内 含水 量 的 测量 进行 编码 ， 例 如 ，0 以 黑色 描绘 出 高 
含水 量 ( 脑 室 、 血 管 )，128 以 灰色 描绘 出 中 等 含水 量 ( 脑 核 和 灰质 )， 而 255 以 白色 描绘 出 低 含 
水 量 ( 组 成 有 做 轴 突 的 浓 脂 白质 ) ， 这 种 MRI 扫描 仪 还 包括 能 在 屏幕 上 画 出 通过 该 三 维 像 素 阵 
列 的 平行 或 垂直 切片 (与 3 个 第 卡 儿 坐标 轴 平 行 的 切片 ) 的 设备 . 

然而 ， 能 通过 和 斜 平面 通 出 切片 的 算法 是 有 专利 的 。 目 前 的 算法 在 利用 所 提供 的 角度 和 参数 
的 选择 上 受到 限制 ; 只 能 大 量 利用 专用 工作 站 才能 运行 ;缺乏 在 切片 前 面 的 画面 上 进行 点 输入 
的 能 力 ; 使 原始 像素 之 间 明 晰 的 边界 变 得 模糊 并 “减弱 ”. 

一 个 能 在 个 人 电脑 上 实现 的 、 更 为 灵活 可 靠 的 算法 在 以 下 几 方 面 是 很 有 用 的 ， 

1) 使 有 侵犯 性 的 处 理 治疗 达到 最 小 ; 

2) 校 准 磁 共振 成 像 仪 ; 

3) 像 动物 研究 中 尸体 解剖 组 织 断面 那样 的 空间 斜 向 结构 的 研究 ; 

4) 使 断面 能 以 任何 角度 穿 过 由 黑白 线 组 成 的 脑 图 . 

为 了 设计 出 这 样 的 算法 ， 需 要 能 存 取 像素 (而 不 是 扫描 仪 收集 到 的 原始 数据 ) 的 数值 和 
位 置 . 

问题 

设计 并 测试 一 种 算法 ， 能 在 空间 任意 指向 的 平面 产生 三 维 阵 列 的 截面 ， 并 尽 可 能 保持 原始 
的 灰 度 值 . 

数据 集 

典型 的 数据 集 由 数 A(i，j，&) 的 三 维 阵列 A 组成， 该 数 A(i，j， 上 ) 表 示 物 体 在 位 于 (zx， 
y，z)wu 处 的 浓度 ，A(i，j, &) 通 常 的 取 值 范围 是 从 0 到 255， 在 多 数 应 用 中 数据 集 是 相当 
大 的 . 

参赛 队 要 设计 出 用 于 测试 并 论证 其 算法 的 数据 集 ， 数 据 集 应 能 反映 好 像 有 诊断 意义 的 条 
件 . 参赛 队 还 应 描述 出 使 其 算法 有 效 性 受到 限制 的 数据 集 的 特 人 性. 

摘要 

算法 必须 生成 由 空间 一 平面 与 三 维 阵列 相交 的 切片 图 像 ， 这 个 平面 在 空间 可 以 有 任意 的 指 
向 和 位 置 (该 平面 可 以 避 开 一 些 或 全 部 数据 点 )， 算 法 的 结果 应 是 所 扫描 的 物体 在 所 选 平面 上 的 
一 个 密度 模型 ， 


1998 “分数 的 贬值 


背景 

ABC 学 院 的 一 些 管理 者 关注 课程 评分 问题 ， 平 均 来 说 ，ABC 学 院 的 教师 经 常 给 出 高 分 ( 目 
前 的 平均 分 是 A 一 )， 从 而 难以 区 分 好 学 生 和 普通 学 生 ， 根据 一 项 奖学金 的 规定 ， 只 允许 前 
10% 的 学 生得 到 赞助 ， 所 以 要 进行 课程 排名 . 

学 院 院 长 的 想法 是 ， 在 每 一 门 课程 中 将 每 个 学 生 与 其 他 学 生 做 比较 ， 用 这 种 信息 建立 排 
名 . 例如 在 某 一 门 课程 中 ， 一 个 学 生得 到 A， 而 其 他 学 生 也 都 得 到 A， 那么 这 个 学 生 在 该 课程 
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中 只 能 是 “中 等 ”” 另 一 方面 ， 如 果 一 个 学 生 在 某 一 门 课程 中 得 到 惟一 的 A， 那么 这 个 学 生 在 该 
课程 中 显然 是 “ 优 于 中 等 ”” 综合 从 多 门 课程 得 到 的 信息 ， 或 许可 以 把 全 院 的 学 生 按 “十 分 点 ” 排 
名 ( 指 前 10%， 下 一 个 10%， 等 等 ). 

问题 

假定 采取 的 记分 制 是 (A 十 ，A，A 一 ，B 十 ，…)， 院 长 的 上 述 想 法 是 否 行 得 通 ? 

任何 其 他 的 模式 能 产生 希望 的 排名 吗 ? 

一 种 担心 是 ， 一 门 课程 的 记分 会 改变 许多 学 生 的 “十 分 点 ”排名 ， 这 可 能 吗 ? 

数据 集 

参赛 队 应 设计 数据 集 来 测试 和 验证 采用 的 算法 ， 还 应 描述 出 使 其 算法 有 效 性 受到 限制 的 数 
据 集 的 特性 . 


1999 ”强烈 的 碰撞 


美国 国家 航空 和 航天 局 (NASA) 从 过 去 一 个 时 期 以 来 一 直 在 考虑 一 颗 大 的 小 行星 撞击 地 球 
会 产生 的 后 果 . 

作为 这 种 努力 的 一 部 分 ， 要 求 你 们 队 考 虑 这 样 一 颗 小 行星 撞击 南极 洲 产生 的 后 果 ， 人 们 关 
注 的 是 ， 撞 击 南极 洲 比 掩 到 地 球 的 其 他 地 方 可 能 会 有 很 大 不 同 的 后 果 . 

”假定 小 行星 的 直径 大 约 为 1000 米 ， 并 且 正 好 在 南极 与 南极 洲 相 擅 . 

要 求 你 们 队 对 这 样 一 颗 小 行星 的 撞击 提供 评估 ， 特 别 是 ，NASA 希望 有 一 个 在 这 种 擅 击 下 
人 员 伤 亡 数量 和 所 在 地 区 的 估计 ， baad enn ann 
南极 洲 极地 冰 岩 的 大 量 融 化 造成 沿海 地 区 可 能 出 现 洪水 的 估计 . 


1999 不 合法 的 聚会 场所 - 


在 很 多 公众 聚集 场所 的 房间 ， 会 看 到 有 “不 合法 ?字样 的 标记 ， 指 的 是 占用 这 个 房间 的 人 数 
超过 了 规定 的 限额 .估计 这 个 限额 是 根据 在 紧急 情况 下 人 们 从 房间 出 口 朴 散 的 速度 制定 的 ， 类 
似 地 ， 电 梯 和 其 他 设施 也 常 有 “最 大 容量 ”的 警示 . 

试 为 如 何 确定 这 种 “合法 容量 建立 一 个 数学 模型 ， 模 型 中 要 讨论 决定 “不 合法 ”占用 房间 
《或 空间 ) 的 人 数 的 准则 (除了 在 火警 或 其 他 紧急 情况 下 考虑 的 公众 安全 之 外 ) ， 还 要 考虑 你 的 对 
象 是 带 有 可 移动 家 具 的 房间 (如 有 桌 椅 的 食堂 );， 与 是 体育 馆 、 是 公共 游泳 池 、 是 有 排 椅 和 通道 
”的 讲演 厅 ， 有 什么 区 别 ， 你 可 以 比较 在 不 同 环境 (如 电梯 、 讲 演 厅 、 游 泳池 、 食 堂 或 体育 馆 ) 下 

人 们 可 以 做 什么 样 的 模型 ， 滚 石 乐队 音乐 会 、 英 式 足球 赛 这 样 的 场合 ， 也 可 以 作为 特殊 情况 . 

将 模型 用 于 你 们 学 校 (或 邻近 城镇 ) 的 一 个 或 多 个 公众 场合 ， 把 你 的 结果 与 实际 标 出 的 容量 
(如 果 有 的 话 ) 相 比较 .如 果 你 的 模型 能 用 ， 你 会 受到 想 增加 容量 的 用 户 的 语 问 ， 用 你 的 分 析 给 
地 方 报纸 写 一 篇 答辩 性 的 文章 . 


2000 ”空间 交通 管制 


纪念 联邦 航空 局 前 任 首席 科学 家 Robert Machol 博士 
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为 加 强 安 全 并 减少 空中 交通 指挥 员 的 工作 量 ， 联 邦 航空 局 ( FAA ) 考虑 对 空中 交通 管制 
系统 添加 软件 ， 以 便 自动 探测 飞行 器 飞行 路 线 中 潜在 的 冲突 ， 并 提醒 指挥 员 ， 为 完成 此 项 工 
作 ，FAA 的 分 析 员 提出 了 下 列 问 题 . 

要 求 A: 对 于 给 定 的 两 架空 中 飞行 的 飞机 ， 空 中 交通 指挥 员 应 在 什么 时 候 认 为 它们 太 靠 
近 ， 并 加 以 干预 ? 

要 求 B: 空间 扁 区 是 指 某 个 空中 交通 指挥 员 所 控制 的 三 维 空间 的 那 部 分 区 域 ， 给 定 任意 一 
个 空间 扇 区 ， 我 们 怎样 从 空中 交通 工作 量 的 角度 来 估量 它 是 否 复杂 ? 当 几 个 飞行 器 同时 通过 该 
扇形 区 时 ， 下 面 情形 所 确定 的 复杂 性 会 达到 什么 程度 : 

1) 在 任 一 时 刻 ? 

2) 在 任意 给 定 的 时 间 范 围 内 ? 

3) 在 一 天 的 特定 时 间 内 ? 

上 述 期 间 潜 在 冲突 出 现 的 总 数 怎样 影响 复杂 性 ”添加 软件 工具 来 自动 探测 冲突 并 提醒 指挥 
员 ， 是 会 减少 还 是 增加 这 种 复杂 性 ? 

在 做 出 你 的 报告 方案 的 同时 ， 写 一 篇 概述 (不 多 于 二 页 ) 使 FAA 分 析 员 能 提交 给 FAA 行 
政 长 官 Jane Garvey ， 并 对 你 的 结论 进行 答辩 . 


2000 ”无线 电信 道 分 配 


， 和 寻求 一 个 模型 ， 把 无 线 电 信道 分 配 到 一 个 大 的 平面 区 域 的 一 些 
传送 站 的 对 称 网 络 上 ， 以 避免 干扰 ， 一 个 基本 的 方法 是 将 此 区 域 分 
成 正六 边 形 的 格子 (蜂窝 状 )， 如 图 A-16， 传 送 站 安置 在 每 个 正六 边 
形 的 中 心 点 . 

频谱 的 一 个 区 间 容 许 作为 传送 站 的 频率 ， 将 这 一 区 间 规 则 地 分 
割 成 一 些 空间 信道 ， 用 整数 1，2，3，-… 来 表示 .每 一 个 传送 站 配 ， 
置 一 个 正 整数 信道 ， 同 一 信道 可 以 在 许多 传送 站 使 用 ， 前 提 是 相 令 国人 
近 的 传送 站 不 相互 干扰 . 

.频谱 需要 根据 某 些 约束 来 设 定 信道 ， 我 们 的 目标 是 使 频谱 区 间 的 宽度 最 小 ， 这 可 以 用 跨度 
(span) 的 概念 ， 跨度 是 在 满足 约束 的 所 有 配置 中 ， 任 何 传送 站 使 用 的 最 大 信道 的 最 小 值 ， 在 一 
个 获得 一 定 跨度 的 配置 中 不 要 求 小 于 跨度 的 每 一 信道 都 被 使 用 ， 令 * 是 一 个 正六 边 形 的 边 长 . 
我 们 集中 考虑 存在 两 种 干扰 水 平 的 情况 . 

要 求 A， 频率 配置 有 几 个 限制 ， 第 一 ， 相 距 4s 以 内 的 传送 站 不 能 配给 同一 信道 ， 第 二 ， 
由 于 频谱 的 扩展 ， 相 距 2s 以 内 的 传送 站 不 能 配给 相同 或 相 邻 的 信道 ， 它 们 的 信道 至 少 相差 2. 
在 这 些 限 制 下 对 于 图 A-16 中 的 跨度 能 发 表 什么 见解 ? 

有 要求 B， 假定 图 A-16 中 的 格子 在 各 方向 都 延伸 到 任意 远 ， 重 复 要 求 A. 

要 求 C: 更 一 般 地 ， 假 定 相距 2s 以 内 的 传送 站 的 信道 至 少 相差 一 个 给 定 的 整数 &， 相 距 4s 
以 内 的 传送 站 至 少 相差 1 重复 要 求 A 和 B. 将 跨度 和 设计 配置 的 有 效 策略 作为 上 的 一 个 函 
数 ， 能 发 表 什么 见解 ? 
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要 求 D: 将 问题 推广 开 去 ， 比 如 各 种 干扰 水 平 或 不 规则 的 传送 站 布局 ， 其 他 什么 因素 在 考 


虑 中 是 重要 的 ? 
要 求 EE: 给 地 方 报 纸 写 一 篇 短文 (不 超过 二 页 )， 阐 述 你 的 发 现 . 


2001 选择 自行 车 车 轮 


有 不 同类 型 的 车 轮 可 以 让 自行 车 手 们 使 用 ， 两 种 基本 的 车 
轮 类 型 分 别 用 金属 辐 条 和 实体 圆 盘 组 装 而 成 (图 A-17)， 辐 条 车 
轮 较 轻 ， 但 实体 车 轮 更 符合 空气 动力 学 原理 ， 对 于 一 场 公路 亮 。 抽 人 17 大 是 二 下 下 
赛 ， 实 体 车 轮 从 来 不 会 用 作 自 行车 的 前 轮 但 可 以 用 作 后 轮 . ee 

职业 自行 车 手 们 审视 竞赛 路 线 ， 并 且 请 一 位 受过 教育 的 人 
推断 应 该 使 用 哪 种 车 轮 ， 选 择 是 根据 沿途 山 丘 的 数量 及 其 陡 度 、 天 气 、 风 速 、 竞 赛 本 身 以 及 其 
他 考虑 做 出 的 ， 你 所 喜爱 的 参赛 队 的 教练 希望 准备 妥当 一 个 较 好 的 计划 ， 并 且 对 于 给 定 的 竞赛 
路 线 已 经 向 你 的 参赛 队 索 取 有 助 于 确定 应 该 用 哪 种 车 轮 的 信息 ， 

这 位 教练 需要 明确 的 信息 来 帮助 做 出 决定 ， 而 且 已 经 要 求 你 的 参赛 队 完 成 下 面 列 出 的 各 项 
任务 ， 对 于 每 项 任务 都 假定 ， 同 样 的 辐 条 车 轮 将 总 是 装 在 前 面 ， 而 装 在 后 面 的 车 轮 是 可 以 选 
择 的 . 

。 任务 1 提供 一 个 关于 风速 的 表格 ， 在 这 种 风速 下 实体 后 轮 所 需要 的 体能 少 于 辐 条 后 轮 . 
这 个 表格 应 当 包 括 公路 陡 度 从 0 中 开始 增 到 10%( 增 量 为 1%) 时 的 风速 (公路 陡 度 定义 为 一 座 山 
丘 的 总 升 高 除 以 公路 长 度 ， 如 果 把 山 丘 看 作 一 个 三 角形 ， 它 的 陡 度 是 指 山脚 处 倾角 的 正弦 )， 
一 位 骑手 以 初始 速度 45 公里 /小 时 从 山脚 出 发 ， 他 的 减速 度 与 公路 陡 度 成 正比 ， 对 于 5% 的 陡 
度 ， 骑 100 米 车 速 要 下 降 8 公里 /小 时 左右 

任务 2 提供 一 个 例证 ， 说 明 这 个 表格 怎样 用 于 一 条 指定 时 间 的 试验 路 线 . 

任务 3 判断 这 个 表格 是 不 是 决定 车 轮 配置 的 适当 手段 ， 对 如 何 做 出 这 个 决定 提出 其 他 
建议 . 


2001 逃避 由 风 的 效 击 


1999 年 在 Floyd 飓风 预报 登陆 之 前 ， 撤 离 南 卡罗来纳 州 沿海 地 区 的 行动 导致 一 场 难 以 忘 
却 的 交通 拥塞 ， 内 陆 从 查尔斯 顿 通 往 该 州 中 心 哥伦比亚 的 相对 安全 地 带 的 主要 干线 一 一 1-26 州 
~ 际 公路 严重 阻塞 .正常 时 轻松 的 2 个 小 时 车 程 那 时 要 用 18 个 小 时 才能 开 到 ， 许 多 车 竟然 沿途 
把 汽油 消耗 列 尽 .幸运 的 是 ，Floyd 由 风 掉头 长 驱 北 上 ， 放 过 了 南 卡 罗 来 纳 州 ， 但 是 公众 的 只 
呈正 在 迫使 该 州 官员 们 寻找 各 种 办 法 ， 以 求 避 免 这 场 交 通 恶 梦 再 现 . 

倾 力 解决 这 个 问题 的 主要 提议 是 [26 公路 上 的 车 辆 转向 朴 散 ， 因 此 包括 通 往 海岸 的 多 条 
二 级 公路 在 内 ， 从 两 边 朴 导 车 流 在 内 陆 从 查尔斯 顿 开 往 哥伦比亚 . 将 提议 付 诸 实 施 的 计划 已 经 
由 南 卡罗来纳 紧急 战备 部 门 准备 好 (而 且 贴 在 互联 网 上 )， 从 Myrtle Beach 和 Hilton Head 通 往 
内 地 的 主干 道上 车 辆 转向 朴 散 的 方案 也 在 规划 中 . 

查尔斯 顿 大 约 有 500 000 人 ，Myrtle Beach 有 200 000 人 左右 ， 另 外 的 250 000 人 分 散在 沿 
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岸 其 余地 区 (如 果 查 找 ， 更 精确 的 数据 随处 可 用 ). 

州 与 州 之 间 有 两 条 车 辆 往来 的 二 级 公路 ， 大 都 市 地 区 自然 除外 ， 那 里 有 三 条 ， 哥伦比亚 
(又 一 个 500 000 人 左右 的 大 都 市 地 区 ) 没 有 充足 的 旅店 空间 为 撤退 者 提供 食 宿 (包括 沿 其 他 路 
线 来 自 北 边 的 一 些 人 )， 所 以 若干 车 辆 继续 撤离 ， 沿 着 I-26 公路 开 往 Spartanburg; 沿 着 -77 
公路 北上 夏 洛 特 ; 而 且 沿 着 1-20 公路 东 进 亚特兰大 ， 在 1999 年 从 哥伦比亚 开 往 西北 方向 的 车 
辆 行进 得 非常 慢 . 

对 这 个 问题 建立 一 个 模型 ， 调 查 研究 哪 种 策略 可 以 降低 在 1999 年 观察 到 的 阻塞 ， 这 里 有 
一 些 问 题 需要 加 以 考虑 : 

在 什么 条 件 下 ， 把 I-26 的 两 条 开 往 海 岸 的 二 级 公路 变 成 开 往 哥 伦比 亚 的 两 条 二 级 公有 路， 
会 使 撤离 交通 状况 得 到 重大 改善 ? 

在 1999 年 ， 南 卡罗来纳 州 的 整个 沿海 地 区 奉命 同时 撤离 . 如 果 采 取 另 一 种 策略 ， 逐 个 县 
按 某 个 时 间 段 错开 撤离 ， 同 时 与 趾 风 对 沿岸 影响 的 模式 相 协调 ， 撤 离 交 通 状 况 会 改善 吗 ? 

在 [26 公路 旁边 有 若干 较 小 的 高 速 公 路 从 海岸 延伸 到 内 陆 ， 在 什么 条 件 下 ， 把 车 流转 向 
这 些 道路 会 改善 撤离 交通 状况 ? 

在 卡罗来纳 建立 更 多 临时 收容 所 来 减少 离开 卡罗来纳 的 车 辆 ， 这 会 对 撤离 交通 状况 有 什么 
影响 ? 

在 1999 年 ， 离 开 海岸 的 许多 家 庭 一 路 上 携带 他 们 的 船上 只、 露营 设备 和 汽车 住宅 ， 许 多 家 
庭 驾 驶 他 们 的 所 有 汽车 . 在 什么 条 件 下 ， 应 当 对 携带 的 车 辆 类 型 或 车 辆 数目 加 以 限制 以 保证 及 
时 撤离 ? 联想 到 1999 年 乔治 亚 州 和 佛罗里达 州 的 车 干 沿岸 居民 为 逃避 较 早 预报 的 Floyd 飓风 在 
南部 登陆 ， 沿 着 1-95 公路 北上 而 加 重 了 南 卡罗来纳 州 的 交通 问题 ， 他 们 对 于 撤离 交通 的 冲击 
会 有 多 大 ? 

要 清楚 地 指明 ， 使 用 什么 度量 来 比较 各 种 策略 的 实施 状况 . 

要 求 : 预备 一 篇 简短 的 报刊 文章 ， 不 超过 两 页 ， 向 公众 解释 你 的 研究 成 果 和 结论 ， 


2002 风 和 喷水池 


在 一 个 楼 群 环绕 的 宽阔 的 露天 广场 上 ， 装 饰 暑 泉 把 水 喷 向 高 空 ， 刮 风 的 日 子 ， 风 把 水 花 从 
喷泉 吹 向 过 路 行人 人， 喷泉 射 出 的 水 流 受 到 一 个 与 风速 计 ( 用 于 测量 风 的 速度 和 方向 ) 相 连 的 机 械 
装置 的 控制 ， 风 速 计 安装 在 一 幢 邻 近 楼 房 的 顶 上 ， 这 个 控制 的 目标 是 为 行人 在 赏心悦目 的 景象 
和 淋 水 浸 湿 之 间 提 供 可 以 接受 的 平衡 : 风 刊 得 越 狂 ,水量 和 喷射 高 度 就 越 低 ， 从 而 较 少 的 水 花 
落 在 水 池 范 围 以 外 . 

你 的 任务 是 设计 一 个 算法 ， 随 着 风力 条 件 的 变化 ， 运 用 风速 计 给 出 的 数据 来 调整 由 喷泉 身 
出 的 水 流 . 


2002 航空 公司 超员 订 票 


你 打 好 行 装 准备 去 旅行 ， 访 问 纽约 的 一 位 挚友 ， 在 检票 处 登记 之 后 ， 航 空 公司 职员 告诉 
说 ， 你 的 航班 已 经 超员 订 票 .乘客 们 应 当 马上 登记 以 便 确 定 他 们 是 否 还 有 一 个 座位 . 
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航空 公司 一 向 清楚 ， 预 订 一 个 特定 航班 的 乘客 们 只 有 一 定 的 百分比 将 实际 乘坐 那个 航班 . 
因而 ， 大 多 数 航 空 公司 超员 订 票 ， 即 为 超过 飞机 定员 的 乘客 办 理 订 票 手续 ， 有 时 想 要 乘坐 一 个 
航班 的 乘客 超过 了 飞机 的 容量 ， 导 致 一 位 或 多 位 乘客 被 挤 出 而 不 能 乘坐 他 们 预订 的 航班 , 

航空 公司 安排 延误 乘客 的 方式 各 有 不 同 . 有 些 得 不 到 任何 补偿 ， 有 些 改 订 到 其 他 航线 的 稍 
后 航班 ， 而 有 些 给 予 某 种 现金 或 者 机 票 折扣 . 

根据 当前 情况 考虑 超员 订 票 问题 : 

航空 公司 安排 较 少 的 从 A 地 到 B 地 的 航班 

机 场 及 其 外 围 加 强 安全 性 

乘客 的 担心 

航空 公司 的 收入 迄今 损失 达 数 十 亿美 元 

建立 一 个 数学 模型 来 检验 各 种 超员 订 票 方案 对 于 航空 公司 收入 的 影响 ， 以 求 找到 一 个 最 优 
订 票 策略 ， 即 确定 航空 公司 对 一 个 特定 的 航班 订 票 时 应 当 超 员 的 人 数 ， 使 得 公司 的 收入 达到 最 
高 ， 确 保 你 的 模型 反映 上 述 问 题 ， 而 且 考 虑 处 理 “ 延 误 ” 乘 客 的 其 他 办 法 . 此外， 书写 一 份 简短 
的 备 宕 录 给 航空 公司 的 首席 执行 官 (CEO) ， 概 述 你 的 发 现 和 分 析 . 


2003 ”特技 演员 


影片 在 拍摄 中 ,一 个 激动 人 心 的 动作 场景 将 要 摄 人 镜头 , 而 你 是 特技 协调 员 ! 一 位 特技 演 
员 驾 驶 着 摩托 车 跨越 一 头 大 象 ， 随 后 跌落 在 借以 缓冲 的 一 堆 纸 箱 上 . 你 需要 保护 特技 演员 ， 而 
且 也 要 使 用 相对 而 言 较 少 的 纸箱 (要 注意 使 用 较 低 的 花费 且 不 能 进入 镜头 等 )、 

你 的 工作 如 下 、 | 

。 确定 所 用 纸箱 的 大 小 

。 确定 所 用 纸箱 的 数目 

。 确定 纸箱 的 堆放 办 法 

。 确定 如 果 对 纸箱 有 任何 调整 ,是 否 会 有 所 帮助 

。 把 你 的 研究 推广 到 不 同 重量 组 合 (特技 演员 和 摩托 车 ) 和 不 同 蜂 越 高 度 的 情形 ， 留 心 一 

下 , 影片 (明日 帝国 ) 中 人 詹姆斯. 邦 德 曾 驾 驶 摩托 车 飞 过 一 架 直 升 机 . 


2003 ” 伽 玛 刀 治 疗 方案 


定向 放射 外 科 用 单一 高 剂量 离子 化 幅 射 束 照射 颅 内 一 个 由 射线 照片 精确 界定 的 、 小 的 三 维 
脑 瘤 ,而 周边 的 脑 组 织 并 没有 被 处 方剂 量 的 任何 显著 份额 所 伤 及 ， 这 个 领域 中 一 般 有 三 种 形式 
的 射 束 可 以 采用 ， 分 别 是 伽 玛 刀 装 置 、 带 电 重 粒子 幅 射 束 ， 以 及 来 自 直线 加 速 器 的 外 用 高 能 光 
子 束 . 

伽 玛 刀 装 置 具备 的 单一 高 剂量 离子 化 幅 射 束 ,是 201 个 钴 一 60 单位 源 通过 厚重 的 头盔 发 身 
出 来 的 ， 所 有 的 201 条 射 束 同时 交会 于 一 个 同 中 心 ， 从 而 在 有 效 剂量 的 水 平 上 形成 一 个 近似 球 
形 的 剂量 分 布 。， 照 射 这 个 同 中 心 的 剂量 称 为 一 个 “注射 (shot)”. 

注射 可 以 表述 为 不 同 的 球 . 4 个 可 以 交替 使 用 的 外 部 平行 光 东 的 头盔 分 别 具 有 4 毫米 、 
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8 毫米 、14 毫米 和 18 毫米 的 射 束 通道 直径 ,用 来 照射 不 同 尺 寸 的 体积 .对 于 大 于 一 个 注射 的 
目标 体积 ， 可 以 用 多 个 注射 来 覆盖 整个 目标 .实际 上 ， 大 多 数目 标 体 积 要 用 1 到 15 个 注射 来 
处 理 ， 目 标 体积 通常 是 一 个 有 界 的 、 包 含 数 百 万 个 像 点 的 三 维 数字 图 像 ， 
放射 外 科学 的 目的 是 消除 肿瘤 细胞 同时 保护 正常 的 结构 . 由 于 治疗 过 程 中 会 涉及 物理 限制 
和 生物 不 确定 性 ， 一 个 治疗 方案 就 需要 考虑 到 所 有 的 那些 限制 和 不 确定 性 ， 一 般 而 言 ， 一 个 最 
优 的 治疗 方案 需要 符合 如 下 的 要 求 : 
穿 过 目标 体积 的 剂量 梯度 最 小 
匹配 指定 的 等 剂量 线 到 目标 体积 
匹配 目标 和 关键 器 官 的 指定 的 剂量 -体积 约束 
对 正常 组 织 或 器 官 的 整个 体积 的 照射 剂量 总 和 最 小 
对 指定 的 正常 组 织 点 的 剂量 限制 在 耐 受 性 剂量 以 下 
使 关键 体积 的 最 大 剂量 达到 最 小 | 
在 伽 玛 刀 装置 治疗 方案 中 ， 有 以 下 限制 ; 
禁止 注射 伸展 到 目标 以 外 
禁止 注射 交 迭 (避免 强 放 射 点 ) 
用 尽 可 能 多 的 有 效 的 剂量 覆盖 目标 体积 ， 但 至 少 90% 目 标 体 积 要 被 注射 所 覆盖 
用 尽 可 能 少 的 注射 . 
你 们 的 任务 是 把 最 优 的 伽 玛 刀 治 疗 方案 作为 装 球 问题 来 建 模 ， 并 且 提 出 一 个 求解 的 算法 . 
在 设计 算法 时 你 要 记 住 : 它 必 须 合理 有 效 . 


2004 ”指纹 是 独一无二 的 吗 ? , 


人 们 普遍 相信 每 个 人 的 指纹 都 是 不 同 的 ， 请 建立 并 分 析 一 个 模型 ， 来 评估 这 种 说 法 是 正确 
的 可 能 性 ， 然 后 把 你 们 在 这 个 问题 中 发 现 的 指纹 识别 错误 率 与 DNA 识别 错误 率 相 比 较 . 


2004 更 快捷 的 快 通 系 统 


无 论 是 在 收费 站 、 游 乐 场 或 其 他 地 方正 在 出 现 越 来 越 多 的 “ 快 通 ” 系 统 以 减少 人 们 排队 等 候 
的 时 间 ， 请 考虑 一 家 游乐 场 的 快 通 系 统 的 设计 ， 这 家 游乐 场 已 经 为 几 种 受 欢迎 的 乘 骑 项 目 提供 
快 通 系统 的 服务 作为 试验 ， 该 系统 的 设计 思想 是 对 某 些 受 欢迎 的 乘 骑 项 目 ， 游 客 可 以 到 该 娱乐 
项 目 旁 边 的 一 个 机 器 前 将 当天 的 门票 插入 ,该 机 器 将 返回 给 你 一 张 纸 条 ， 上 面 写 着 你 可 以 在 某 
个 特定 的 时 间 段 回来 ， 比 如 说 你 把 你 的 门票 在 1 :15pm 插 到 机 器 里 ， 快 通 系统 告诉 你 可 以 在 
3:30~4 :30pm 回来 ， 你 可 以 凭 你 的 纸 条 第 二 次 排队 ， 这 时 队伍 可 能 比较 短 ， 你 就 可 以 较 快 地 
进入 景点 ， 为 了 防止 游客 同时 在 几 个 乘 骑 娱 乐 项 目 上 使 用 这 个 系统 ， 一 个 游客 在 同一 时 刻 只 能 
得 到 一 次 快 通 系 统 的 服务 . 

你 被 受聘 为 改进 快 通 系统 运行 的 顾问 之 一 ， 游 客 一 直 在 抱怨 该 试验 系统 的 一 些 异 常 现象 ， 
比如 游客 有 时 看 到 快 通 系 统 提供 的 回 到 景点 时 间 是 4 小 时 以 后 ， 但 是 才 过 一 小 会 儿 ， 在 相同 的 
景点 ， 系 统 所 提供 的 回 到 景点 的 时 间 只 有 1 小 时 或 稍 多 一 点 .有 时 按照 快 通 系统 安排 的 游客 的 
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人 数 和 等 待 时 间 几 乎 和 正常 排队 的 人 数 和 所 花费 的 时 间 一 样 多 . 

于 是 问题 是 要 提出 并 检验 能 提高 快 通 系 统 效 率 的 方案 ， 使 人 们 可 以 更 多 地 享受 在 游乐 场 的 
休闲 时 光 ， 问 题 的 一 部 分 是 要 确定 评估 各 种 可 供 选 择 的 方案 的 评价 准则 ， 你 们 的 报告 中 要 包括 
一 份 非 技术 性 的 概述 ， 以 便 游乐 场 主管 从 各 个 顾问 所 提出 的 候选 方案 中 做 出 选择 . 


要 得 到 关于 数学 建 模 竞赛 (MCM) 更 多 的 信息 ， 请 联系 : 
COMAP, 57 Bedford St. ，Lexington，MA 02173 或 访问 网 站 ， 
www. comap. com | 


附录 B 电梯 问题 的 模拟 算法 


我 们 将 定义 以 下 算法 中 用 到 的 术语 ， 解 释 算法 的 某 些 基本 逻辑 关系 . 由 于 该 算法 的 复杂 
性 ， 这 种 做 法 应 该 比 用 一 些 假 想 的 数字 和 带 着 你 一 步 步 地 执行 算法 更 为 透彻 (如 果 不 用 GPSS 
或 其 他 模拟 语言 ， 这 是 一 个 难以 写 出 的 程序 ). 

模拟 中 有 一 个 跟踪 时 间 的 时 钟 TIME( 以 秒 计 ). 开始 时 TIME 的 值 是 0 秒 ( 上 午 7:50)， 
当 TIME 达到 4800 秒 ( 上 午 9 : 10) 时 模拟 结束 .按照 乘客 到 达 的 次 序 赋予 他 或 她 一 个 编号 : 
第 一 位 乘客 为 1， 第 二 位 乘客 为 2， 等 等 ， 只 要 另 一 位 乘客 到 达 大 厅 ， 乘 客 到 达 的 时 间 间 隔 和 
刚刚 到 来 乘客 的 到 达 时 间 加 入 时 钟 TIME， 在 算法 中 乘客 i 与 i 一 1 到 达 的 时 间 间 隔 记 作 
between ， 乘 客 i 的 到 达 时 间 记 作 arrive;， 对 于 乘客 到 达 子 模型 我 们 先 假定 ，0 到 30 之 间 所 有 
数字 出 现 的 机 会 相同 . 

4 部 电梯 都 有 它们 自己 的 可 乘 用 时 间 ， 对 电梯 j 记 作 return;. 车 电梯 j 当前 在 1 层 可 以 乘 
用 ， 则 这 个 时 间 就 是 当前 时 间 ， 于 是 return, 一 TIME， 车 电梯 j 在 运行 中 ， 则 它 的 可 乘 用 时 间 
是 它 回 到 1 层 的 时 间 . 乘客 按照 电梯 编号 的 硕 序 进入 一 部 可 乘 电梯 :首先 是 电梯 1( 如 果 可 乘 
用 )， 然 后 是 电梯 2( 如 果 可 乘 用 )， 等 等 ， 一 部 电梯 的 最 大 容量 为 12 位 乘客 . 

当 另 一 位 乘客 到 达 大 楼 的 大 厅 时 ， 有 两 种 可 能 的 情况 ， 或 者 有 可 乘 用 的 电梯 ， 或 者 没有 可 
乘 用 的 电梯 ， 于 是 乘客 排队 等 待 ， 一 旦 一 部 电梯 变 成 可 乘 用 的 ， 它 就 被 做 上 “标记 ”， 并 且 乘 客 

只 能 进入 这 部 电梯 ， 直 到 它 满载 (12 位 乘客 )， 或 者 超过 15 秒 钟 没 有 另外 的 乘客 到 达 ， 乘 用 后 
电梯 起 程 运送 所 有 的 乘客 .即使 电梯 满载 了 12 位 乘客 ， 也 假定 它 等 待 15 秒 以 便 搭乘 最 后 一 位 
乘客 ， 以 及 留 下 选择 楼 层 和 电梯 起 程 的 时 间 . 

为 了 在 电梯 运送 过 程 中 跟踪 被 选择 的 楼 层 和 楼 层 被 选择 的 次 数 ， 该 算法 设置 两 个 一 维 数组 
(1 一 12 层 各 占 一 个 分 量 )( 虽 然 没 有 人 选择 1 层 ， 为 简单 起 见 也 包括 在 内 )、 对 于 标记 的 电梯 j， 
这 两 个 数组 记 作 selvec 和 firvec ， 例 如 ， 若 一 位 乘客 选择 5 层 ， 则 将 1 输入 selvec; 和 flrvec; 
的 第 5 个 分 量 ， 若 另 一 位 乘客 也 选择 5 层 ， 则 将 flrvec; 的 第 5 个 分 量 更 新 为 2， 如 此 下 去 ， 假 
- 定 电梯 7 中 的 乘客 选择 3 层 2 次 、5 层 2 次 、7，8，12 层 各 1 次 ,那么 对 这 部 电梯 ，selvec = 
(0, 0,1,0,1,0,1,1,0,0,0,1), flrvec,=(0,0,2,0,2,0,1,1,0,0,0,1) 用 这 些 数 
组 计算 电梯 7 的 运行 时 间 ， 于 是 可 确定 它 返回 1 层 的 时 间 . 如 前 所 述 ， 这 个 返回 时 间 记 作 
return， 这 些 数组 也 用 来 计算 电梯 ; 中 每 位 乘客 的 运送 时 间 . 开始 我 们 假定 乘客 等 可 能 性 地 选 
择 楼 层 ， 假 设 一 部 电梯 在 两 层 楼 之 间 的 运行 时 间 为 10 秒 ， 开 门 及 关门 的 时 间 为 10 秒 ， 每 位 乘 
客 离开 电梯 的 时 间 为 3 秒 ， 还 假设 排队 中 的 每 位 乘客 进入 下 一 部 可 乘 用 电梯 的 时 间 为 3 秒 . 

电梯 模拟 算法 术语 一 览 

between， 乘客 i 与 i 一 1 到 达 的 时 间 间 隔 ( 在 0 和 30 秒 之 间 变 化 的 一 个 随机 整数 ) 

arrive; 从 时 钟 :=0 开始 计时 ， 乘 客 i 的 到 达 时 间 ( 仅 当 乘 客 排队 等 待 电梯 时 计算 ) 
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floor，， 乘客 i 选择 的 楼 层 (2 到 12 之 间 变 化 的 一 个 随机 整数 ) 

elevator:， 乘 客 i 呆 在 电梯 里 的 时 间 

wait， 乘客 i 进入 电梯 之 前 的 等 待 时 间 ( 仅 当 乘 客 排队 等 待 电 梯 时 计算 ) 

delivery; ”乘客 i 从 到 达到 运送 至 目的 楼 层 的 时 间 ， 包 括 等 待 时 间 

selvec;， 记录 电梯 j 被 选择 楼 层 的 0、1 一 维 数 组 ， 不 计 楼 层 被 选择 的 次 数 

flrvec， 对 于 电梯 ; 中 正 运 往 目的 楼 层 的 乘客 ， 记 录 被 选择 楼 层次 数 的 整数 一 维 数组 

occup; ”当前 占用 电梯 j 的 乘客 数 1 

returm ”从 时 钟 :一 0 开始 计时 ,电梯 j 返回 1 层 并 可 供 乘坐 的 时 间 

first 电梯 7 返回 1 层 后 第 一 位 进入 的 乘客 的 编号 

quecust 排队 等 待 的 第 一 位 乘客 的 编号 

queue ”当前 等 待 一 部 电梯 变 成 可 乘 用 电梯 排队 的 总 长 度 

startque ”当前 的 排队 开始 形成 的 时 钟 时 间 ( 可 能 更 新 ) 

stop;， 电梯 7 在 整个 模拟 中 停止 的 次 数 

eldel， 电梯 j 用 于 运送 当前 这 批 乘客 的 总 时 间 

operatej ”电梯 7 在 整个 模拟 中 运行 的 总 时 间 

limit 最 后 进入 一 部 可 乘 用 电梯 (在 它 开 始 运送 之 前 ) 的 乘客 的 编号 

max 数组 selvec 最 大 非 零 元 素 的 指标 (被 选择 的 最 高 楼 层 ) 

remain 下 一 部 可 乘 用 电梯 起 程 后 还 在 排队 的 乘客 数 

quetotal 花 时 间 等 待 的 乘客 总 数 

TIME 从 :=0 开始 当前 时 钟 的 时 间 ( 秒 ) 

DELTIME 一 位 乘客 从 到 来 到 抵达 目的 楼 层 的 平均 运送 时 间 ， 包 括 等 待 时 间 

ELEVTIME 一 位 乘客 呆 在 电梯 里 的 平均 时 间 

MAXDEL 一 位 乘客 从 到 来 到 抵达 目的 楼 层 的 最 长 运送 时 间 

MAXELEV 一 位 乘客 果 在 电梯 里 的 最 长 时 间 

QUELEN 在 最 长 的 队 中 等 待 的 乘客 数 

QUETIME 等待 的 乘客 呆 在 队 中 的 平均 时 间 

MAXQUE 等待 的 乘客 呆 在 队 中 的 最 长 时 间 

电梯 系统 模拟 算法 

输入 不 需要 . 

输出 ”服务 的 乘客 数 ，DELTIME, ELEVTIME, MAXDEL, MAXELEV,，QUELEN,， 
QUETIME，MAXQUE，stop;， 以 及 每 部 电梯 使 用 时 间 的 百分比 . 

第 1 步 ”开始 时 将 以 下 参数 置 零 : DELTIME, ELEVTIME, MAXDEL, MAXELEYV，, 

QUELEN, QUETIME, MAXQUE, quetotal, remain 
第 2 步 ” 对 于 第 一 位 乘客 生成 到 达 时 间 间 隔 、 目 的 楼 层 ， 并 初始 化 运送 时 间 ， 
i 一 1 


生成 between,; 和 floot 
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delivery; 一 15 525 
第 3 步 ”初始 化 时 钟 及 电梯 的 可 乘 用 时 间 、 停 止 次 数 、 运 行 时 间 . 初始 化 所 有 乘客 的 等 待 
时 间 . 
TIME = between; 
对 于 k=1~4: returni 二 TIME，stop; 二 operate; 二 0 
对 于 有 =1~400; wait; 二 0 
(400 是 乘客 总 数 上 限 的 估计 值 ) 
第 4 步 若 TIME<4800， 执行 第 5 一 32 步 ， 
第 5 步 选择 第 一 部 可 乘 电 梯 : 
若 TIME 之 returnmn , 则 j = 1 ,否则 
区 车 TIME 之 returns , 则 j = 2, 否 则 
车 TIME 之 return; ,; 则 j = 3, 否 则 
车 TIME 之 returm,, 则 j= 4 
否则 (当前 无 电梯 可 乘 用 ) 转 第 19 步 . 
第 6 步 。 置 人 第 一 位 占用 已 标记 电梯 的 乘客 的 编号 ， 初 始 化 电梯 占用 及 楼 层 选择 向 量 ， 
first; = i,occup; = 0 
对 于 = 二 1~12: selvecy[&]==flrvec,[k] 二 0 
第 7 步 ” 置 和 人 楼层 选择 向 量 ， 电 梯 j 承运 乘客 ， 并 增加 占用 电梯 的 乘客 数 ， 
selveci[Lfloor;] =1 
flrvec, [floor; ] =flrvec, [floor;]+1 
occup; 一 occupj 十 1 
第 8 步 产生 下 一 位 乘客 并 调整 时 钟 ; 
i 三 1 十 1 
生成 between; 和 floor; 
TIME = TIME 十 between， 
delivery; =15 
第 9 步 ”将 全 部 可 乘 电梯 设 定 为 当前 时 钟 ， 
对 于 & 一 1 一 4 
车 TIME 之 return; ， 则 return; 二 TIME， 
否则 returns 不 变 . 
第 10 步 ” 若 betweeni 委 15 且 occupj<12， 则 对 每 位 在 标记 电梯 ; 上 的 乘客 增加 运送 时 间 ， 
对 于 & 一 first 到 i 一 1: 
deliveryk = delivery, 十 between， 
并 转 第 7 步 承运 电梯 上 的 当前 乘客 ， 且 产 生 下 一 位 乘客 . 
否则 (标记 电梯 已 离开 ) : 
置 limit=i 一 1 且 转 第 11 步 . 526 
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第 11 至 18 步 实现 标 记 电 梯 j 上 全 部 磁 客 的 运送 : 
第 11 步 ”对 于 4 一 first 到 limit， 执 行 第 12 一 16 步 . 
第 12 步 ”计算 乘客 上 呆 在 电梯 里 的 时 间 : 
N = 二 floor, 一 1( 一 个 指标 ) 
elevator; 一 楼 层 间 的 运送 时 间 十 前 面 乘客 的 离开 时 间 十 当前 乘客 的 离开 时 间 十 前 面 
楼 层 的 开 / 关门 时 间 十 当前 楼 层 的 开门 时 间 


N N 
一 10N 十 3 >， flrveci[z] 十 3 十 10 >， selvec;[m] 十 5 
m= 1 m= 二 1 
第 13 步 计算 乘客 的 运送 时 间 : 


| delivery; = delivery, 十 elevatork 

第 14 步 ”对 总 运送 时 间 求 和 以 得 到 平均 运送 时 间 

DELTIME = DELTIME 十 deliveryk 
第 15 步 若 delivery,>MAXDEL, 则 MAXDEL= delivery,， 
否则 MAXDEL 不 变 . 
第 16 步 若 elevator MAXELEV， 则 MAXELEYV ==elevator， 
否则 MAXELEV 不 变 . 
第 17 步 计算 电梯 j 的 总 停止 次 数 、 在 运行 中 的 时 间 及 返回 1 层 的 时 间 ， 


12 
stop; = stop; 十 D3 selvec;[Lm] 
列 一 】 


Max 二 selvec; 中 最 大 一 个 非 零 分 量 的 指标 ( 即 要 去 的 最 高 楼 层 ) 
eldel 王 运送 时 间 十 乘客 离开 时 间 十 开 /关门 时 间 


12 12 
一 20(Max 一 1) 十 3 > flrveci[] 十 10 >») selvec;[Lm| 
m 二 1] m= 1 


return; = TIME 十 eldel; 
operate; =operate; + eldel; 
第 18 步 转 第 5 步 . 
第 19 至 32 步 用 于 当前 无 电梯 可 乘 用 且 已 形成 等 待 排队 的 情况 ， 
第 19 步 ”初始 化 排队 : 
quecust 一 上 区 队 中 第 一 位 乘客 的 编号 ) 
startque 一 TIME( 排 队 开 始 的 时 间 ) 
queue 一 | 
arrive; = TIME 
第 20 步 产生 下 一 位 乘客 并 调整 时 钟 ; 
i 二 i 十 1 
生成 between; 和 floor; 
TIME = TIME 十 between 
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arrive; = TIME 
queue 一 queue 二 1 

第 21 步 ”检验 电梯 的 可 乘 用 : 

若 TIME 之 returni , 则 ;7 = 1 且 转 第 22 步 , 否 则 

若 TIME 之 returnz , 则 j = 2 且 转 第 22 步 ,否则 

- 车 TIME 之 returns, 则 j = 3 且 转 第 22 步 ,否则 

若 TIME 之 returm , 则 j = 4 且 转 第 22 步 
否则 ( 仍 无 电梯 可 乘 用 ) 转 第 20 步 . 
第 22 步 ”电梯 六 可 乘 用 .初始 化 楼 层 选择 向 量 并 确定 排队 长 度 ， 
对 于 & 王 1 一 12: selvec;[&]==flrvec;[k] 二 0 

remain = queue 一 12 
第 23 步 若 remain 达 0， 则 R=i 且 occup; 一 queue. 
否则 R==quecust 十 11 且 occup; 二 12. 
第 24 步 电梯 j 承运 乘客 : 
对 于 k= 二 quecust 到 R. 
selvec;[floor;] =1 且 flrveci[floor] = flrveciffloor] 十 1 
第 25$ 步 ” 若 queue 宇 QUELEN，,， 则 QUELEN 王 queue 
否则 QUELEN 不 变 . 
第 26 步 调整 排队 乘客 总 数 ， 
quetotal = quetotal 十 occup; 
QUETIME =QUETIME+ > [TIME 一 arrive, ] 


m= quecust 


第 27 步 若 (TIME 一 startque) 宇 MAXQUE， 则 MAXQUE= WN 
否则 MAXQUE 不 变 .. 
第 28 步 ”以 占用 标记 电梯 上 第 一 位 乘客 的 编号 设置 标号 ， 

first; = quecust | 
第 29 步 ”计算 标记 电梯 上 每 位 乘客 的 运送 和 等 待 时 间 : 

对 于 & 一 first 到 R: 
deliveryk 一 15 十 (TIME 一 arrive,) 
wait: 一 工 ME 一 arrive, 

第 30 步 ” 若 remain 二 0， 则 令 queue==0 且 转 第 8 步 产生 下 一 位 乘客 
否则 令 limit==R 且 对 于 k= 二 first; 到 limit 执行 第 12 一 17 步 ， 结束 后 转 第 31 步 . 
第 31 步 调整 排队 乘客 总 数 检验 电梯 的 可 乘 用 : 

queue =remain 

quecust 二 R 十 1 


startque = arrivegr! 
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第 32 步 ” 转 第 20 步 . 
第 33 至 36 步 计 算 早 高 峰 电 梯 模 拟 的 输出 值 : 
第 33 步 ”输出 以 下 数值 : 
NN = i 一 queue, 所 服务 的 乘客 总 数 
DELTIME = DELTIME/N ,平均 运送 时 间 
MAXDEL ,一 位 乘客 的 最 长 运送 时 间 


第 34 步 ”输出 一 位 乘客 呆 在 电梯 里 的 平均 时 间 和 最 长 时 间 : 


limi¢ 
ELEVTIME — > Slevatorlm)] 和 MAXELEV 
m= 1 


第 35 步 ” 输 出 在 最 长 的 队 中 等 待 的 乘客 数 ， 等 待 的 乘客 果 在 队 中 的 平均 时 间 和 最 长 时 间 : 
QUELEN 


QUETIME = QUEIIME 


quetotal 


MAXQUE 
第 36 步 ”输出 每 部 电梯 停止 的 总 次 数 和 每 部 电梯 运行 时 间 的 百分比 : 


让 operate, 
对 于 上 二 1 ~ 4: 显 示 stops 和 -1800 


停止 

注意 ”在 电梯 模拟 中 为 了 表示 的 方便 仅 当 下 一 位 乘客 到 达 大 厅 时 才 调 整 TIME， 因 此 
TIME 不 是 每 秒 都 在 变动 的 真正 的 时 钟 ， 当 已 经 形成 排队 ， 下 一 位 乘客 到 达 之 前 一 部 电梯 在 第 
20 步 回 到 大 厅 是 可 能 的 ， 而 直到 那 位 乘客 真正 到 来 ， 可 乘 用 电梯 的 承运 才 开 始 ， 于 是 果 在 队 
中 的 等 待 时 间 会 稍 偏 大 一 点 ， 在 习题 2 中 要 求 你 修正 算法 的 第 20~32 步 ， 使 得 第 一 部 可 乘 用 
电梯 的 承运 紧 接着 它 的 返回 而 开始 . 

表 B-1 给 出 了 按照 上 面 的 算法 15 次 独立 模拟 的 结果 ， 代 表 3 周 的 早 高 峰 时 间 ， 


表 B1Li 连续 15 天 电梯 模拟 的 结果 


5 在 电梯 里 | 在 电梯 里 的 在 最 长 队 中 在 队 中 的 | 在 队 中 的 

时 间 的 平均 时 间 | 最 长 时 间 | 的 乘客 数 | 平均 时 间 | 最 长 时 间 
40 166 
43 176 


89 208 
88 211 


87 
89 
87 
91 
88 


201 
205 
208 


37 
42 
48 


69 62 72 47|85 82 82 74 
59 66 70 61|86 81 84 82 


195 
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每 部 电梯 
运行 总 时 间 
的 百分比 
1 2 3 4 
3|182 82 8] 
86 86 82 78 
83 84 78 83 
86 85 81 77 
3|87 82 78 77 
5|91 82 83 73 
84 83 82 81 
86 81 87 76 


65 63 56|86 83 82 77 


习题 


1. 考察 受 交通 灯 控 制 的 两 条 单行 线 的 交叉 路 口 。 假 定 方向 1 每 10 秒 有 5 到 15 辆 车 (随机 


变化 ) 到 达 路 口 ， 方 向 2 每 10 秒 有 6 到 24 辆 车 到 达 路 口 ， 还 假定 绿灯 亮 时 方向 1 每 10 . 


秒 36 辆 车 可 以 通过 路 口 ， 方 向 2 每 10 秒 20 辆 车 可 以 通过 路 口 ， 不 允许 转弯 ， 开 始 时 
假定 方向 1 绿灯 亮 30 秒 ， 红 灯亮 70 秒 . 编写 一 个 60 分 钟 时 间 周 期 的 模拟 算法 回答 以 
下 问题 
(a) 这 一 小 时 内 方向 1 多 少 辆 车 通过 路 口 ? 
(b) 方 向 1 红 灯 亮 时 一 辆 停止 的 车 的 平均 等 待 时 间 是 多 少 ? 最 长 等 待 时 间 是 多 少 ? 
(0c) 方向 1 红 灯 亮 时 停止 的 车 的 平均 队长 是 多 少 ? 最 长 的 队长 是 多 少 ? 
(dd) 方向 1 绿灯 亮 时 平均 多 少 辆 车 通过 路 口 ? 最 多 多 少 辆 车 通过 路 口 ? 
Ce) 对 方向 2 回答 问题 Ca) 一 (d)， 
如 何 利用 你 的 模拟 来 确定 交通 灯 的 变换 周期 ， 使 两 个 方向 的 总 等 待 时 间 尽 可 能 少 ? 

(你 将 需要 修正 变换 周期 以 考虑 方向 2 的 等 待 时 间 ). 

. 修正 电梯 模拟 算法 中 的 第 20~32 步 ， 使 得 第 一 部 可 乘 用 电梯 的 承运 紧 接 着 它 的 返回 而 
开始 . 这样， 如果 TIME > return, 使 电梯 j 可 乘 用 ， 则 承运 在 时 间 return, 而 不 是 
TIME 开始 .考虑 现在 你 怎样 在 第 20 步 处 理 实际 上 还 没有 到 达 现 场 的 乘客 i 


研究 课题 


[ee 


在 当地 找 一 座 有 4 部 电梯 的 4 到 12 层 的 楼 房 ， 收 集 高 峰 时 (如 早 高 峰 ) 乘 客 到 达 间 隔 ( 可 能 
的 话 ， 还 有 到 达 楼 层 ) 的 数据 ， 并 且 根 据 数据 (构造 累积 直方 图 ) 建 立 到 达 间 陋 和 到 达 楼 层 的 子 
模型 ， 编 写 一 个 计算 机 程序 把 你 的 子 模型 融 人 电梯 系统 算法 ， 以 得 到 像 表 B- 1 那样 的 结果 . 
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附录 C 修正 单纯 形 法 


对 那些 熟悉 矩阵 代数 的 人 来 说 ， 我 们 来 说 明 如 何 使 用 矩阵 技术 完成 旋转 变换 ， 任 何 一 个 可 
能 的 极点 都 可 以 这 样 确定 : 首先 ， 对 初始 单纯 形 表 中 的 一 个 子 抢 阵 求 逆 和 矩阵 ， 然 后 将 初始 单纯 
形 表 左 乘 这 个 道 矩阵 ， 这 种 方法 称 为 修正 单纯 形 法 (Revised Simplex Method) ， 具 有 速度 和 精 
度 的 双重 优点 .特别 地 ， 舍 人 误差 在 后 续 的 旋转 中 的 影响 很 小 ， 因 为 修正 单纯 形 法 能 够 使 用 初 
始 数据 进行 旋转 变换 ， 我 们 从 使 用 矩阵 求 逆 进行 旋转 变换 开始 ， 用 7. 4 节 中 木匠 问题 的 例子 进 
行 说 明 . 

用 矩阵 求 逆 和 和 扼 阵 乘法 进行 旋转 变换 

Re A as 从 单纯 形 表 9 变化 到 单纯 形 表 1 

见 7.4 节 例 1 一 一 木匠 间 题 );， 对 于 单纯 形 表 1， 我们 的 相关 变量 的 集合 是 (变量 依 序 排列 ) 


{2 »y2 »Z)} 
按照 同样 的 顺序 ， 选 择 初始 单纯 形 表 中 的 对 应 列 组 成 矩阵 P、 
30 0 0 
P= 4 1 0 
一 30 0 1 
首先 ， 计 算 P 的 逆 拖 阵 ; 
1 
P-: 一 2 
人 
1 0 1 
然后 ， 将 单纯 形 表 0 所 对 应 的 矩阵 左 乘 P- :， 得 到 单纯 形 表 ] ， 537 
FF 1 
30 9 0 20 30 1 0 0 690 
| 5 4 0 1 0 120 
15 -25 -30 00 10 
A 
Fr 2 1 
a 0 0 0 28 
一 | 7 2 
3 
攻 0 1 0 1 690 


修正 单纯 形 法 
请 注意 ， 和 矩阵 P 的 列 是 从 初始 单纯 形 表 中 选 出 来 的 ， 而 和 矩阵 P-: 是 左 乘 初始 数据 ， 所 有 的 
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交点 都 可 以 用 这 种 方式 枚 举 出 来 。 这 种 方法 称 为 修正 单纯 形 法 ， 在 求解 大 型 的 线性 规划 时 是 有 
优点 的 . 回 到 初始 数据 计算 P”'， 舍 人 误差 会 减少 (而 在 其 他 方法 中 ， 舍 人 误差 在 后 续 的 旋转 
中 会 累积 )， 我 们 通过 将 初始 单纯 形 表 左 乘 一 个 适当 的 旋转 矩阵 来 计算 单纯 形 表 2， 从 而 说 明 
检查 上 面 的 T'， 最 优 性 检验 确定 了 zx, 是 进 基 变量 ; 7. 4 节 介 绍 的 可 行 性 检验 确定 了 y: 是 
出 基 变 量 . 因此 ， 新 的 的 相关 变量 的 集合 是 
{zs ztyz} 


按照 同样 的 顺序 ， 选 择 初始 单纯 形 表 中 的 对 应 列 组 成 矩阵 P， 


30 20 0 
P 一 4 5 0 


8 0 二 

我 们 计算 P 的 逆 和 矩阵 : 
P-' = 一 襄 0 
3 日 ， 


我 们 现在 将 单纯 形 表 0 左 乘 相关 变量 集合 {zs ，zi ，z}) 所 对 应 的 旋转 矩阵 的 逆 和 矩阵 ， 得 到 单纯 
533| ” 形 表 2: 


2 
14 一 了 

20 30 1 0 0 690 
2 -25 30 00 10 
了 了 1 
0 1 一 了 0 15 

=|1 0 一 者 子 0 12 

0 0 > 1 750 


这 是 最 优 的 单纯 形 表 ( 参 见 7. 4 节 ). | 
对 于 大 规模 线性 规划 ， 求 解 速度 和 精度 是 很 重要 的 ; 这 时 可 以 采用 修正 单纯 形 法 (及 其 各 
[34] “种 变形 )， 
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索引 中 的 页 码 为 英文 原始 页 码 ， 与 书 中 边栏 的 页 码 一 致 。 


A 


Absolute deviations( 绝 对 偏差 )，110 
Agility in sports( 体 育 运 动 中 的 灵活 性 )，95 
“Anchoveta( 秘 鲁 鳗 ) ， 480 
Approximation( 近 似 、 通 近 )，99 
Area under a curve( 上 曲线 下 的 面积 )，177 
Monte Carlo algorithm( 蒙 特 卡 罗 算 法 )，178 
Arms Race( 军 备 竞赛 )，336，444 
Assumptions( 人 假设、 假定 )，57 
Asymptotic stability( 浙 近 稳 定 )414,，423 
Attrition-rate coefficient( 磨 损 率 系 数 )，438 
Automobile gasoline mileage (汽车 的 汽油 里 程 )， 
88, 311 
autonomous system( 自 治 系统 )，413 
Average rate of change( 平 均 变 化 率 )，369，371 
Average weight density( 平 均 重量 密度 )，92 


B 


Baleen whale( 须 鲸 ) ，480 
Bass fishing derby( 钓 鱼 比赛 )，79 一 83 
Binary variables( 二 进 制 变量 (0-1 变量 ))，241 
Biological optimum，population level( 生 物 学 上 最 佳 的 ， 
种 群 规模 ) ，483 
Birthrate( 出 生 率 )，371 
Blood volume flow-rate problem (血液 容积 流速 率 问 
题 )，313 
Body temperature problem( 体 温 问 题 ) ，86 
Body weight( 体 重 ) 
versus blood flow through the heart( 对 通过 心脏 的 血 
流 )，85，86 
versus height model( 对 身高 的 模式 )，91 


versus pulse rate( 对 脉搏 率 )，85，86 
Bornstein, Marc and Helen, 134 
Borrie, M. S., 393 
Brahe, Tycho, 67 
Braking distance( 刹 车 距离 )，59，68 
differential equations model( 微 分 方程 组 模型 )，391 
Brewed coffee project( 冲 泡 咖 啡 研究 课题 )、64 
Buckingham，E. ，307 
theorem( 定 理 )，307 
Buffer stock( 缓 冲 库存 ) ，464 
Burghes，David，393 
Buying or renting a home project (买房 或 租房 研究 课 
题 )，65 


C 


Canadian lynx and hare problem( 加 拿 大 山猫 与 野兔 问 
题 )，436 
Centrifugal force problem( 离 心力 问题 )，313 
Characteristic dimension( 特 征 量 ( 维 数 ))，76，79 
Chebyshev approximation criterion (Chebyshev 近似 准 
则 )，107 
compared with least-squares criterion( 与 最 小 二 乘 准 
则 比较 )，119 
Choosing a best model( 选 择 最 佳 模 型 )，119 
Clamped spline( 强 制 样 条 )，164 
Classification of variables( 变 量 的 分 类 ) ，57 
Coefficient of heat conduction( 热 传导 系数 )，324 
Collected data( 收 集 的 数据 )，98 
Communicable disease problem( 传 染 性 疾病 问题 )，380 
Competitive hunter model( 竞 争 狩 猜 模型 )，419 
trajectories( 轨 线 )，422 
Complete set: (完备 集 (组 )) 
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of dimensionless products( 完 备 无 量 纲 腾 积 组 );，306 summary( 量 纲 分 析 方 法 摘要 )，309 
of solutions to algebraic system( 代 数 方 程 组 完备 解 | Dimensional homogeneity( 量 纲 齐 次 性 )，297 


组 )，306 Buckingham's theorem，Buckingham( 定 理 )，307 
Concave downward( 癌 下 四 的 )，129 Dimensionless product( 无 量 纲 乘 积 )，295 
Concave upward( 向 上 四 的 )，128 Buckingham's theorem，Buckingham( 定 理 )，307 
Constrained _ optimization problem (约束 优化 问 complete set( 完 备 集 (组 ))，306 
题 )，237 solutions to homogeneous system( 齐 次 方程 组 完备 解 
Constraints( 约 束 )，237 组 )，306 
Consumption (of gasoline)(( 汽 油 ) 消 费 ) ，88 Direction field( 方 向 场 )，395 
Cost( 成 本 、 费 用 ) ，55 Discrete dynamical systems( 离 散 动力 系统 )，7?7 
Crater volume( 炸 坑 容 积 )，320，323 approximating change( 近 似 变化 ) ，9 
Critical point( 临 界 点 ) ，396 iterating solutions( 和 迭代 解 )，12 
Cubic spline interpolation( 三 阶 样 条 内 捅 )，159 numerical solutions( 数 值 解 )，12 
Cumulative frequency( 累 积 频率 ) ，197 . spotted owl population( 班 点 猪头 记 种 群 )，32 


Discrete mathematics( 离 散 数 学 ) ，368 


D Distortion of data points( 数 据点 的 在 曲 ) ，104 
Damped pendulum( 阻 尼 摆 )，313 Divided differences( 均 差 )，148，151 
Dantzig，George，263 Drag force( 阻 力 )，97 
Data analysis( 数 据 分 析 )，98 damped pendulum( 阻 尼 摆 )，313 
Deathrate( 死 亡 率 ) ，371 on a sphere problem( 作 用 在 球 上 的 阻力 问题 )，313 
Decision variables( 决 策 变 量 )，237 on a submarine( 作 用 在 潜艇 上 的 阻力 ) ，331 
Deer population problem( 鹿 群 问题 ) ，403 Drug dosage( 药 剂量 ) ，382 
Delivery costs( 运 费 )，194 Dynamic programs( 动 态 规 划 )，239 
Demand curve( 需 求 曲线 ) ，361 Dynamical System( 动 力 系 统 )，5 
Density( 密 度 )，79，91 
Dependent variables( 因 变量 )，57 E 
Derivative( 导 数 ， 微 商 )，369 Economic optimum population level( 经 济 学 上 最 佳 的 种 
rate of change( 变 化 率 )，370 群 规模 ) ，484 
slope of tangent line( 切 线 斜 率 ) ，370 Elimination constant( 消 去 常数 ) ，384 
Design condition( 设 计 条 件 )，332 . 三 mpirical model( 经 验 模型 ) ，98，126 
Deterministic process( 确 定性 过 程 ) ，177 Equilibrium values( 平 衡 点 )，22，396 
Dichotomous( 二 分 的 )、282 stability( 稳 定性 )，29，398 
Difference equation( 差 分 方程 )，4 Error( 误 着 )，100 
Difference table( 差 分 表 ) ，149，150 Eulers algorithm( 欧 拉 算 法 ) ，406 
Differential equation( 微 分 方程 )，368 Exhaustible resource( 可 耗 尽 的 资源 )，355，480 
graphing solutions( 图 形 解 )，395 Explosion analysis( 爆 炸 分 析 )，319 
systems of( 组 ， 系 统 )，412 cube-root law( 立 方 根 定律 )，320 
Dimension( 量 纲 )，292 energy set( 能 量 集合 )，323 
table of physical entities( 物 理 实体 量 纲 表 ) ，302 gravity scaing( 重 力 换算 )，321 


Dimensional analysis process( 量 纲 分 析 过 程 )，304 one-fourth root law( 四 次 方 根 定律 )，320 
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Exponential decay( 指 数 训 减 )，384 
Exponential growth model( 指 数 增长 模型 )，373 
Extreme points( 极 点 )，251 


F 


Falling raindrop( 下 落 的 雨滴 )，77 
”dimensional analysis( 量 纲 分 析 )，309 
problem( 问 题 )，304 
Farming problem( 农 作 问 题 )，248 
Feasible region( 可 行 域 )，250 
empty( 空 )，255 
unbounded( 无 界 ) ，254，255 
Feasible solutions( 可 行 解 )，250 
Fibonacci search，Fibonacci( 搜 索 )，290 
Fidelity( 保 真性 )，55 
Finite mathematics( 有 限 数学 )，368 
First divided difference( 一 阶 均 差 )，148 
Fishing industry model( 渔 业 模 型 ) ，480 
Fishing regulation( 渔 猜 规则)，488 
Fixed costs( 固 定 成 本 )，356 
Flexibility( 灵 活性 )，55 
Fluid mechanics( 流 体力 学 )，318 


flow in a channel problem( 渠 道中 流动 问题 )，335 


Formulation error( 公 式 化 的 误差 )，、100 
Fragile( 脆 弱 的 ) ，63 
French curve( 有 曲线 板 ) ，160 
Frequency of demand( 需 求 频率 )，196 
Froude number，Froude( 数 )，318 
Fuel rating (energy) (燃油 等 级 (能 量 ))，88 
Function( 果 数 ) ，336 
concavity( 止 性 (函数 ))，128 
decreasing( 降 (函数 ))，128 
increasing( 增 (函数 ))，128 
piecewise linear( 分 段 线性 ) ，241 


G 


Gause's principle(Gause 原理 ) ，422 

Gaussian elimination，Gauss( 消 元 法 )，306 

Geometrically similar( 凡 何 上 相似 )，75 
fish( 鱼 )，79 


submarines( 潜 艇 )，330 
Goal programs( 目 标 规 划 )，243 
Golden ratio( 黄金 比 )，283 
Golden section search( 黄 金 分 割 搜索 )，283 
Gradient method( 梯 度 法 )，470 
Graphical analysis: (图 形 分 析 ) 

limitations of( 局 限 性 )，422 
Graphical model fitting( 图 示 的 模型 拟 合 )，101 
Gravity scaling( 重 力 换算 )，321 
Gross National Product( 国 民生 产 总 值 )，394 
Growth of yeast( 酵 母 菌 增长 )，376 


H 


Harbor system simulation( 港 口 系统 模拟 )，205 
algorithm( 算 法 )，207 
Harvest the Chesapeake Bay Problem ，Chesapeake( 海 
湾 收 成 问题 ) ，127 
Blue fish problem( 蓝 鱼 问题 )，、130 
Blue crabs problem( 蓝 矢 问 题 )，131 
Harvesting submodel( 收 获 子 模 型 )，480 
Hatton, Bob, 166 
Heat joss( 热 损失 )，85，86 
Heating of a cooled object( 冷 却 物体 的 加 热 )，14 
Helicopter transportation project( 直 升 飞机 运输 研究 课 
题 )，64 
Histogram( 直 方 图 )，196 
Homogeneous system( 齐 次 方程 组 )，305 
Horelick ，Brindell，382 
Hydrostatic pressure probiem( 流 体 静 压强 问题 ) ，304 
Hyperbola( 双 曲线 ) ，462 
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Independent solution set( 线 性 无 关 解 组 )，305 
Independent variables( 自 变量 )，57 

Infeasible( 不 可 行 )，260 

Jnitial value problem( 初 值 问题 )，404 
Instantaneous rate of change( 了 瞬时 变化 率 ) ，369 
Integer program( 整 数 规划 )，239 

Interest compounded continuously( 累 计 复 利 )，410 
Interpolation( 内 插 )，98 
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approximation( 近 似 ( 内 插 ))，99 
cubic spline( 三 阶 样 条 (内 插 ))，159 
linear( 线 性 (内 插 ))，160 
smoothing( 光 滑 化 (内 捅 ))，146 
Intersection points( 交 点 ) ，260 
Inventory model; (库存 模型 ) 
deterministic( 确 定性 )，459 
probabilistic( 随 机 性 )，194 
Investment in college education project( 大 学 教育 投资 
饶 究 课题 )，65 
Investment problem( 投 资 问题 )，242 
Jterated solutions (DDS) (迭代 解 )，31 


J 
Jaye, Michael, 317 

K 
Kepler, Johannes, 67 
Kinetic energy( 动 能 )，70 
Koont, Sinan,，382 
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Ladder of Powers( 守 次 阶梯 )，128 
Ladder of Transformations( 变 换 阶 梯 ) ，130 
Lagrange mujtipjiers( 拉 格 朗 日 乘 子 )，474 
Lagrangian form( 拉 格 朗 日 形式 )，474 
Laminar flow( 层 流 )，334 
Lanchester, F. W., 438 
Lanchester 
型 )，437 
conventional-guerilla combat (正规 -游击 部 队 战 
斗 )，448 
parabolic law model problem (抛物 线 律 模型 间 
题 )，448 
refinements( 提 炼 )，441 
square law model( 二 次 律 模 型 )，439 
Largest absolute deviation( 最 大 绝对 偏差 ) ，107 
Chebyshev approximation critrion, Chebyshev( 近 似 
准则 )，107 ， 2 
Launching a satellite problem (人 造 卫 星 的 发 射 问 


combat models，Lanchester (战斗 横 


题 )，391 
Least-squares criterion( 最 小 二 乘 准 则 )，110 
applications of(( 最 小 二 乘 准 则 ) 的 应 用 )，114 
compared with Chebyshev criterion(( 最 小 二 乘 准则 ) 
与 Chebyshev 准则 进行 比较 )，112 
power curve( 等 曲线) ，115 
quadratic( 二 次 形 )，116 
straight line( 直 线 )，114 
transformed data (变换 的 数据 (最 小 二 乘 准 则 ))， 
102，116 | 
Leja, Stanley, 419 
Limit cycle( 极 限 环 ) ，423 
Limited growth model( 有 限 增长 模型 )，374 
Linear combination( 线 性 组 合 )，306 
Linear interpolation( 线 性 内 插 ) ，160 
Linear program( 线 性 规划 )，239，251 
example( 例 子 ) ，251 
Linear programming( 线 性 规划 ) 
algebraic( 代 数 的 ) ，259 
geometric( 几何 的 )，250 
revised simplex，(Apbendix C) (修正 单 纯 形 ( 附录 
C)), 535 
sensitivity analysis( 敏 感性 分 析 )，273 
simplex( 单 纯 形 )，263 
Linear spline( 线 性 样 条 )，j160 
demand submodel( 需 求 子 模 型 )，199 
harbor system simulation( 港 口 系统 模拟 ) ，212 
Logistic curve( 逻 辑 斯 蒂 曲 线 )，375 
Logistic growth( 逻 辑 斯 藩 增长 )，374 
Long jump problem( 跳 远 问题 ) ，65 
Long-term behavior( 长 期 行为 )，22 
Lotka-Volterra model(Lotka- Volterra 模型 )，435 
Lottery problem( 彩 票 问题 )，181 
lumber yield problem( 木 材 产 量 问题 )，86 
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Mach number，Mach( 数 )，318 
Malthus，Thomas( 马 尔 萨 斯 (人 名 ))，371 

model of population growth( 人 口 增长 模型 )，373 
Marginal cost( 边 际 成 本 ) ，357 
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and taxation( 税 收 )，360 
Marginal revenue( 边 际 收 益 )，357 
Marginal value( 边 际 值 ) ，279 
Markov Chain( 马 尔 可 夫 链 ) ，217 
Mathematical Contest in Modeling (COMAP), Appendix 
A( 附 录 A， 数 学 竞赛 建 模 (COMAP)) 
problems( 问 题 )，491 
Mathematical model( 数 学 模型 )，54 
construction( 构 建 )，57 
cost( 成 本 、 人 代价) ，56 
deterministic( 确 定性 )，177 
fidelity( 保 真性 )，56 
fiexibility( 灵 活性 )，56 
fragile( 脆 弱 的 )，63 
implementation( 实 施 、 执 行 )，58 
interpretation( 解 释 ) ，58 
maintenance( 维 护 ) ，58 
predict verss explain( 预 测 对 解释 ) ，52 
probabilistic( 随 机 性 ) ，177 
robust( 强 健 的 ) ，63 
sensitivity( 敏 感性 、 灵 敏 度 )，63 
types( 类 型 )，55，56 
verification( 验 证 )，58 
Mathematical world( 数 学 世界 ) ，52 
Maximum profit( 最 大 利润 )，356 
McNulty, Jim, 166 
Measurement errors( 测 量 误差 );，100 
Medical records( 病 历 、 医 疗 记录 )，65 
Mixed integer program( 混 合 整数 规划 )，239 
Mixing nuts problem( 果 仁 混 合 问 题 )，246 
MLT system，MLT( 系 统 )，296 
Model fitting( 模 型 拟 合 ) ，97 
analytic methods( 解 析 方 法 )，107 
empirical model fitting (经验 模型 拟 合 )，126 
Modeling process: 〈 建 模 过 程 )，52 
as a closed system( 作 为 封闭 系统 )，54 
iterative nature of( 和 迭代 性 质 ) ，62 
model construction( 模 型 构建 ) ，57 
scientific method( 科 学 方法 ) ，61 
Model type( 模 型 类 型 ) ，53 
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deterministic( 确 定性 )，177 
probabilistic( 随 机 性 )，177 
Monte Carlo simulation( 蒙 特 卡 罗 模 拟 )，177 
area under a curve( 曲 线 下 的 面积 )，177 
elevator system algorithm，(Appendix B)( 电 梯 系 统 
的 算法 (附录 B))，525 
harbor system algorithm( 港 口 系统 算法 )，205 
inventory algorithm( 存 储 算法 )，202 
Morning rush hour( 早 高 峰 时 间 )，213 
Multiobjective program( 多 目标 规划 )，242 
Mutualism( 互 利 共 生 )，412 
problem( 问 题 )，436 
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Natural spline( 自然 样 条 )，164 
Newton’s inverse square law，Newton (平方 反比 定 
律 )，303 
Newtons Method( 牛 顿 法 )，291 
Nonrenewable resources( 不 可 再 生 资 源 )，355 
Nuclear arms race( 核 军备 竞赛 )，336 
civil defense( 民 防 )，345 
economic model( 经 济 模型 )，444 
graphical model( 图 表 模 型 ) ，343 
MIRVs( 多 弹头 分 导 再 人 运载 系统 ) ，347 
mobile launching pads( 移 动 发 射 台 )，346 
Numerical methods( 数 值 方法 ) ，405 
Eulers algorithm( 欧 拉 算 法 )，406 
Nutritional requirements problem( 营 养 需 求 问 题 ) ，245 
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Objective functions( 目 标 函 数 ) ，237 
One term model( 单 项 模型 ) ，127 
Optimization( 优 化 ) ，236 
basic model( 基 本 模型 )，237 
formulation of( 建 模 ) ，236 
Orbit( 轨 道 )，413 
(Oscillation( 摆 动 )，143 . 
Outliers (in data)(( 数 据 中 的 ?异常 值 )，133 
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Path( 路 径 )，413 
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Pendulum:( 摆 ): 
damped( 阻 尼 )，313 
simple( 简 单 ) ，293 ，298 
Period( 周 期 )，293 
Peridic trajectories( 周 期 轨 线 )，431 
Phase plane( 相 平面 )，413 
Piecewise linear function( 分 段 线性 函数 ) ，241 
Pinch test( 夹 痛 测 试 ) ，96 ， 
Pivot( 旋 转 ) ，264 
Polynomials( 多 项 式 )，138 
advantages for interpolation (( 多 项 式 ) 内 插 的 优 
点 )，142 
Lagrangian form(( 多 项 式 )Lagrange 形式 )，141 
oscillation(( 多 项 式 的 ) 摆 动 )，143 
sensitivity of coefficients (( 多 项 式 ) 系 数 的 敏感 
性 ) ，144 
smoothing( 光 滑 化 (多 项 式 )) ，146 
Population growth( 人 口 增 长 )，371 
Popujation models( 人 口 模 型 )，371 
Postage stamp problem( 邮 票 资费 问题 ) ，171 
Power( 功 率 )，89 
problem( 问 题 )，317 
Power curve( 竹 曲线 )，115 
Predator-prey model( 捕 食 者 一 食 饵 模型 )，427 
harvesting effects( 捕 捞 的 后 果 )，433 
trajectories( 轨 线 )，432 
Predict( 预 测 )，98 
Pressure coefficient( 压 强 系数 ) ，319，334 
Pressure drop problem( 压 强 降落 问题 )，334 
Principle of Competitive Exclusion (竞争 排斥 原 
理 )，422 
Probabilistic process( 和 随机 过 程 )，186 
submodels( 子 模型 )，186 
Producing electronics equipment problem (电子 设 备 的 
生产 间 题 )，247 
Product( 乘 积 )，295 
dimensionless( 无 量 纲 的 )，295 
Production schedule( 生 产 计 划 )，251 
problem( 问 题 ) ，246 
Projectile problem( 抛 射 体 问题 ) ，312 


Proportional( 比 例 于 ) ，65 
geometric interpretation( 岂 何 解释 )，66 
modeling( 建 模 )，67 

Propulsion force( 推 进 力 )，88 

Prototype( 原 型 )，330 

Purchasing trucks problem( 卡 车 采购 问题 )，467 


R 


Random number( 随 机 数 )，182 
algorithm( 算 法 )，185 
Range (of data)(( 数 据 的 ) 范 围 )，101 
Ratio rule( 比 例 规 则 )，267 
Real-world systems( 现 实 世 界 的 系统 )，52 
and modelling Process( 以 及 建 模 过 程 )，53 
Regression( 回 归 )，227 
residual plots( 残 差 图 )，229 
Rejative error( 相 对 误差 );，66 
Reliability( 可 靠 性 )，223 
computer components reliability (计算 机 部 件 可 车 
性 )，225 
series systems( 串 联系 统 )，224 
parallel systems( 并 联系 统 )》，224 
space shuttle components reliability( 字 宙 火 箭 部 件 可 
靠 性 )，225 
stereo system components reliability (立体 声音 响 部 
件 可 靠 性 )，225 
Renewable resources( 可 再 生 的 资源 ) ，480 
Rental car problem( 汽 车 租赁 问题 )，35 
Replacing a car project( 汽 车 更 换 研究 课题 )，65 
Residual piots( 残 差 图 )，229 
Residuals( 残 益 ) ，121，229 
Resisting force( 阻 力 )，77 
Resources: (资源 ) 
allocation( 分 配 )，245 
nonrenewable( 不 可 再 生 的 )，355 
renewable( 可 再 生 的 )，480 
Rest point( 静 止 点 )，413，414 
Reynolds number，Reynolds( 数 ) ，318，332 
laminar flow( 层 流 》，334 
turbulent flow( 满 流 )，334 
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Rickover, Admiral Hyman G. ,337 
Right-hand side( 右 端 项 )，237 
Roasting a turkey( 烤 火 鸡 )，324 
Robust( 强 健 的 ) ，63 
Round-off errpr( 舍 人 误差 )，100 
Rousseau，jJean Jacques( 卢 梭 )，379 


S 


Satellite problem( 人造 卫 星 问 题 )，391 
Scalar multiple( 标 量 倍数 )，305 
Scatterplot( 散 点 图 )，128 
Schmidt Robert M. ，319 
Scientific method( 科 学 方法 ) ，61 
Search techniques( 搜 寻 技 术 )，279 
Second divided difference( 二 阶 均 差 )，150 
Sensitivity( 敏 感性 、 灵 敏 度 ) ，63 
of coefficients( 系 数 )，274 
Sensitivity analys'3( 敏 感性 分 析 )，273 
Separation of variables( 分 离 变 量 )，409 
Sequence (DDS) (序列 ) ，4 
Shape factor( 形 状 因 素 )，332 
Similitude( 相 似 性 )，330 
Simple pendulum( 单 摆 )，293，298 
Simplex method( 单 纯 形 法 )，263 
revised simplex (Appendix C) (修正 单纯 形 法 (附录 
C)), 535 
Simulation( 模 拟 )、175 
~ Monte Carlo( 蒙 特 卡 罗 )，177 
Simulation labs( 模 所 实验 室 )，186 
flip of a coin( 抛 一 枚 硬币 ) ，186 
roll of a fair die( 掷 一 个 正规 的 众 子 )，187 
roll of an unfair die( 掷 一 个 不 正规 的 能 子 )，188 
Smith，Adam( 斯 密 ， 亚 当 )，480 
Smoothing( 光 滑 化 ) ，146 
Social diffusion problem( 社 会 流传 )，381 
Social optimum yield( 社 会 学 上 最 佳 的 生产 率 )，483 
Solution ( 解 ) 
algebraic system( 代 数 方程 组 )，305 
autonomous system(413) 
complete set( 完 备 组 )，306 
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independent set( 线 性 无 关 组 )，306 
scalar multiple( 标 量 售 数 )，305 
sum( 和 )，305 
trivial( 平 凡 的 )，305 
Space shuttle problem( 航 天 飞机 问题 )，240 
Space shuttle water container( 航 天 飞机 的 水 箱 )，476 
Species coexistence( 物种 共存 )，422 
Speed of sound problem( 声 速 问题 ) ，313 
Spheres in a fluid problem( 流 体 中 的 球体 问题 ) ，313 
Spline( 样 条 )，159 
Spline interpoiation( 样 条 内 择 )，160 
Spotted owl population model (斑点 犹 头 雇 种 群 模 
型 )，41 
Stable rest point( 稳 定 静 止 点 ) ，414 
Stationary point( 平 稳 点 )，414 
Stochastic program( 随 机 规划 )，239 
Stock-outs( 缺 货 )，465 
Storage costs( 存 贮 费 ) ，194 
Submarine( 潜 艇 )，331 
Submodel( 子 模型 )，57 
Sum of absolute deviations( 绝 对 偏差 的 和 )，102 
minimization of (( 绝 对 偏差 的 和 ) 的 极 小 化 )， 
110，252 
Sum of solutions( 解 的 和 )，305 
Sum of squared deviatiens( 偏 差 平方 和 )，110 
least-squares criterion( 最 小 二 乘 准则 )，110 
Suppily curve( 供 应 曲线 )，360 
Survival of whales problem ( 鳅 鱼 的 生存 问题 )， 
428，480 
Sustainable yield( 可 持续 的 生产 率 ) ，484 
System( 系统 )，52 
Systems of Difference Equations( 差 分 方程 组 )，35 


T 


Tableau( 单 纯 形 表 )，266 

Taylor, General Maxwell D. ，337 
Terminal velocity( 落 速 ;，77，309 
Theory of the firm( 公 司 的 分 析 )，359 
Thermal conductivity( 热 传导 性 )，325 
Total cost( 总 成 本 )，356 
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Total profit( 总 利润 )，356 
Total revenue( 总 收益 )，356 
Trajectory( 轨 线 )，413 
basic Lanchester combat model( 基 础 Lanchester 战 
斗 模 型 )，437 
competitive hunter( 竞 争 狩 猎 )，419 
nuclear arms race( 核 军备 竞赛 )，444 
predator-prey( 捕 食 者 - 食 饵 ) ，427 
properties( 性 质 )，413 、 
Transformed least-squares( 变 换 后 的 最 小 二 乘 )，116 
Transforming data( 变 换 数 据 )，102 
Trend (of data)(( 数 据 的 ) 倾 向 )，127 
Trivial solution( 平 凡 解 )，305 
Truncation errors( 截 斯 误差 )，100 


U 


UMAP no. 60-62， The Distribution of Resources 
(UMAP 教学 单元 60-62， 资 源 分 布 )，354 

UMAP no. 67, Modeling the 
Reaction Time and the Central Nervous System( 神 经 系 
统 建 模 ， 反 应 时 间 与 中 央 神 经 系统 )，391 

UMAP no. 69，The Digestive Process of Sheep( 羊 的 
消化 过 程 )，411 
UMAP no. 79，Selection in Genetics( 基 因 选 择 )，390 
UMAP no. 74, Tracer Methods in Permeability( 渗 透 
性 追踪 方法 ) ，390 

UMAP no. 75， 
型 )，411 
UMAP no. 211，The Human Cough( 人 的 咳嗽 ) ，468 
UMAP no. 232, Kinetics of Single Reactant Reactions 
(单反 应 物 反 应 动力 学 )，394 

UMAP no. 234,. Radioactive Chains: Parents and 
Daughters( 放 射 性 衰变 链 : 父亲 与 女儿 )，394 

UMAP no. 269, Monte Carlo: The Use of Random 
Digits to Simulate Experiments (蒙特 卡 罗 : 随机 数 用 
于 模拟 试验 )，185 

UMAP no. 270 Lagrange Multipliers: Applications to 
Economics( 拉 格 朗 日 乘 子 在 经 济 学 中 的 应 用 )，479 
UMAP no. 292-293. the Earth; 
Controlled Source Seismology( 聆 昕 地 球 : 可 控 信 号 源 


Nervous System: 


Feldman “ss Model，Feldman ( 模 


Listening to 


地 震 学 )，330 

UMAP no. 294 Price Discrimination and Consumer 
Surplus( 价 格 选 择 和 消费 者 剩余 : 微 积 分 对 经 济 学 的 
应 用 )，367 

UMAP no. 303, The Diffusion of Innovation in Family 
Planning( 计 划 生 育 革 新 的 传播 )，17，381 

UMAP no. 304, The Growth of Partisan Support I， 
model and Estimation( 党 派 支持 的 增长 1[; 模型 与 评 
价 )，51，427 

UMAP no. 305. The Growth of Partisan Support Li， 
Model Analytics( 党 派 支持 的 增长 I; 模型 分 析 学 )， 
51、427 

UMAP no，308，The Richardson Arms Race Model 
(Richardson 军备 竞赛 模型 )，354，449 

UMAP no. 311，The Geometry of the Arms Rac( 军 备 
竞赛 的 几何 学 )，354 

UMAP no. 321, The Curve Fitting via the Criterion of 
Least Squares( 经 由 最 小 二 乘 准 则 的 曲线 拟 合 )，119 
UMAP no. 322， 
Applications( 差 分 方程 与 应 用 )，34，381 

UMAP no. 327，Nuclear Deterrence( 核 威慑 ) ，354 
UMAP no. 332， The 
JIncrementalism( 预 算 过 程 : 渐进 主义 )，427 

UMAP no. 333, The Budgetary Process，Competition 
《预算 过 程 ， 竞 争 ) ，427 

UMAP no，340，The Poisson Random Process( 泊 松 
(Poisson) 随 机 过 程 )，205 

UMAP no. 341，Five Applications of Max-Min Theory 
from Calculus( 微 积分 中 极 大 - 极 小 理论 的 5 个 应 
用 )，468 

UMAP no. 376, Differentiation, Curve Sketching， 
and Cost Function$ (微分 ， 曲线 草图 ， 和 成 本 函 
数 ), .367 

UMAP no. 468. Variations with 
Applications in Mechanics( 变 分 法 及 其 在 力学 中 的 应 
用 )，249 

UMAP no. 506. The Relationship Between Directional 
Heading of an Automobile And Steering Wheel 
Deflection (汽车 定向 标 与 方向 盘 偏 转 之 间 的 关 
系 )，394 


Difference Equations with 


Budgetary Process: 


Calculus of 
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UMAP no. 509, The Cobb-Douglas Production 


Function，Cobb-Douglas( 生 产 模型 )，381 

UMAP no. 517, Lagrange Multipliers and the Design 
of Mnultistage Rockets( 拉 格 朗 日 乘 子 与 多 级 火箭 的 设 
计 )，479 

UMAP no.518， An 
Economics: Oligopolistic Competition( 微 积分 在 经 济 学 
中 的 应 用 ， 获 断 竞 争 )，468 

UMAP no.520, Random Walks: An Introduction to 
Stochastic Processes( 随 机 过 程 引 论 ) ，427 

UMAP no，522，Unconstrained ()ptimization (无 约束 
优化 )，249 

UMAP no. 539, I will if You Will: A Critical Mass 
Model( 我 愿意 如 果 你 愿意 : 一 个 临界 群体 模型 )，367 
UMAP no. 551, The Pace of Life, An Introduction to 
Model Fitting( 生 活 的 步伐 ， 模 型 拟 合 导论 ) ，138 
UMAP no. 553， Some 
Difference Equations in Biology( 生 物 学 中 一 些 差分 方 
程 的 图 形 分 析 )，51，437 

UMAP no，564 ，Keeping Dimension Straight( 保 持 量 
纲 协调 ) ，304 

UMAP no，590，Random Numbers( 随 机 数 )，、185 
UMAP no. 610, Whales and Krill:. A Mathematical 
model( 鲸 和 磷 虾 :数学 模型 )，418 
UMAP no，737 ，Geometric Programming( 几何 规划 )， 
249，418 

Unconstrained optimization' problem (无 约束 优化 问 
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